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Vorrede. 



JJer Zweck dieses Werkes ist, wie seine üeberschrift andeutet, eine Rundschau, 
eine Durchmusteioing der höheren Mathematik. Einer Karte vergleichbar, soll es ein Net7. 
ül)er sichtlicher Eintheilung ausspannen und auf demselben den vorhandenen Stoff bis zu 
einer angenommenen VoUständigkeitsgi'enze eintragen, damit der Studirende sich auf dem 
weiten. vor ihm liegenden Felde zurechtfinden könne. 

Die Synopsis ist also weder ein Lehrbuch noch eine f?ammlung von Fonneln oder 
Tafeln, sondern ein Nachschlagebuch, gleichsam ein Wegweiser, der einen Ueberlilick gibt, 
einerseits, wie die einzelnen Theile dieser Wissenschalt sich dem ganzen Bau anfügen, 
und andererseits, wie weit der Ausbau eines jeden Theiles liis jetzt gediehen ist, mit 
Hinweis auf die hauptsächlichsten Bearlieitei; und mit Andeutung der noch vorhandenen 
Lücken. 

Das Werk Hesse sich demnach auch als Encyclopädie der höheren Mathematik 
bezeichnen und dürfte als solche sowohl Lehrern wie Schülern als willkommener Leit- 
faden dienen. 

Als Grenze /des aufzunehmenden Stoffes sind die massgebenden Lehrbücher be- 
trachtet, die, wenn auch Jahrzehnte hinter den Vorlesungen und Zeitschriften zurück- 
bleibend, doch allein den bearbeiteten Gegenstand in einem gewissen Abschlüsse darstellen. 

Die Verweisungen auf Zeitschriften und gi'össere Werke sind meist denselben Lehr- 
büchern entnommen, al)er, soweit dieselben zugänglich waren, sämmtlich nachgesehen und 
berichtigt. 

Die Erklärungen und Beweise der zusammengestellten Definitionen und Sätze 
findet der Leser in den benutzten Lehrbüchern, deren Ueberschriften jedem Bande bei- 
gefügt und deren Verfasser im Anfange jedes .Abschnittes noch besonders namhaft, 
gemacht sind. • 

Das Werk nahm seine ersten Anfänge in Maria -Laach, erhielt dann einen mäch- 
tigen Anstoss dm-ch den freundschaftlichen Verkehr mit Professor Heis und musste später 
unter ungünstigen* Verhältnissen im Auslande weitergeführt werden, bis endlich seit zwei 
Jahren der Aufenthalt in Washington die nöthige Müsse und den Gebrauch einer Bibliothek 
ermöglichte. 



VIII , Vorreili'. 

Der Venvaltuiiti der SeewiU'te (U. S. Naval (thservatory) sei an dieser Stelle Cfir 
ihre Ziivorkonuiieiiheit in Bemitznn}; der Bücher der heste Dank ausgesprochen. 

Sachkimdigf Leser weiilen hefjivifen, dass die Aitsffthnnif; des auseinandergesetzten 
Planes die Krftfte eines Einzelnen heinahe n))ersteifrt. und djiher diesen Versuch eines der- 
artigen Siiinniehverkes mit Nachsicht iiulhehmen. Berichtigungen und Vorschlage sind 
deshalb auch frenndlichst erheten. 

* Der aufrichtigste Dank des Verfassers gehührt auch der Verlags -Buclihandlnng für die 
sorgfältige Durchsicht der Dnickhogeu und fftr die geschmackvolle Ausstattung dieses Bandes. 

Georgetown College. 81. Juli 1S90. 



Der Verfasser. 



I. -A^bsclmitt. 

Theorie der Zahlen. 

{Euler's Introductio I; Wallis; Lagrange's Oeuvres, t. III; Legendre; Gauss^ Disquis. Arithra.; 
Cauchifs Exercices und Paris. M6m. 1840, t. 17; BiricUet; Serrct's Alg.) 



Vorbemerkung (1). In einer Selbstanzeige (Göttingen 1808, Mai 12) sagt Gauss: „Die 
schönsten Lehrsätze der höheren Arithmetik .... haben das Eigene, dass sie durch Induktion leicht 
entdeckt werden, ihre Beweise hingegen äusserst versteckt liegen und nur durch sehr tief ein- 
dringende Untersuchungen aufgespürt werden können. Gerade dieses ist es, was der höheren 
Arithmetik jenen zauberischen Reiz gibt, der sie zur Lieblingswissenschaft der ersten Geometer 
gemacht hat, ihres unerschöpflichen Reichthums nicht zu gedenken, woran sie alle anderen Theile 
der reinen Mathematik so weit tibertrifft." Aehnlich hatte sich Lec/etidre in der Vorrede zu seiner 
ersten Auflage (1798) ausgesprochen und noch früher Fcrmut in seiner Anmerkung zu Diophanti 
Aelex. Arithm. üb. IV, quaestio 31. (Tolosae 1670). 

Vorbemerkung (2). Dieser Abschnitt beschränkt sich auf die Theorie der reellen Zahlen; 
diejenige der complexen Zahlen findet sich im nächsten Abschnitte. 



I. Hauptstück. 

Zerlegung der Zahlen in Summanden. 

A. Gauzzahlige Suiiimanden. 

Vorbemerkung (1). Die Zerlegung der Zahlen in ganze Summanden wurde zuerst von 
Eider (Introd. I. cap. 15) theoretisch begründet, und später von Jacobi (Werke, Bd. 11, S. 226) mit 
Hilfe der elliptischen Funktionen, und von Cayley und Sylvester (s. unt^n 5.) zum Zwecke der neuen 
Invariantentheorie einigennassen erweitert. Doch beschränkt sich die Theorie bis jetzt hauptsächlich 
auf die Anzahl der möglichen Zerlegungen. 

Vorbemerkung (2). Oetünyer (Crellc's J. Bd. 57, S. 90) gibt eine Regel, aus den möglichen 
Summanden einer Zahl das grösste Produkt zu finden. 

1. Setzt man in der allgemeinen Formel (s. Theorie d. Reihen n, 2. (b)) 

(1 + a^) {i+hz) . .. = ^Gr{a, h, . . .)js' 

die Coefficienten a, 6, . . . als Potenzen derselben Grösse jc^, x^. . . . voraus, so folgt: Die Anzahl 
Arten, auf welche eine ganze Zahl n als Summe von /-Zahlen, ohne Wiederholung, der 
Reihe «, ß, ... dargestellt werden kann, ist gleich dem Coefficienten von x'^^r in der 
Entwicklung des Produktes {Euler § 299): 

(1 ^rx^z) (1 +x^£) (1 -f-x-y^) . . .-. 

1 



2 I. Abschnitt. Theorie der Zahlen. 

Zusatz (1). Setzt man ^ = 1, so gibt der Coefficient von x"" die Anzahl Arten, auf welche 
die ganze Zahl n als Summe von irgendwelchen Zahlen der Reihe a, ß, y . . ., ohne Wiederholung, 
darstellbar ist. 

Zusatz (2). Für den besonderen Fall a=l, ß = 2, / = 3, ... berechnet Eukr (§307) die 
Coefficienten Ar von z"" in der Ent^^icklung des obigen erzeugenden Produktes: 

A(^^ l, A^^:^ Aq- - , A2^= Ai- —j A.^^=^ A^ 



1 -x' ^^'~^'i-x'' -'-^'1 x^-" 
welche Quotienten bei der Entwicklung auf recurrirende Reihen führen. 

2. Setzt man in der allgemeinen Formel (s. Theorie d. Reihen, 11, 2. (c)) 

w 

1 : (1 —a^) (1 —hz) ... = 2Cr(a, fc, . . .)z'' 

die Coefficienten a, 6, . . . als Potenzen dei'selben Grösse x", x^, . . . voraus, so folgt: Die Anzahl 
Arten, auf welche eine ganze Zahl n als Summe von r Zahlen, mit Wiederholung, der 
Reihe a, ß. . . . dargestellt werden kann, ist gleich dem Coefficienten von a"^'* in der 
Entwicklung des Quotienten {Euhr § 303): 

1 : (1 — x^z) (1 — a;^^) (1 — xyjsi) . . . 

Zusatz (1). Setzt man z=\, so gibt der Coefficient von x'' die Anzahl Arten, auf welche 

die ganze Zahl n als Summe von irgendwelchen Zahlen der Reihe a, ß, y mit Wiederholung, 

darstellbar ist. 

Zusatz (2). Für den besonderen Fall a = 1, ß^=^2, / = 3. ... und unter Voraussetzung 
eines unbegrenzten Produktes im Nenner, berechnet Eukr (§ 313) die Coefficienten Br von ^ in 
der Ent\vicklung des obigen erzeugenden Quotienten: 



so dass die gesuchte Anzahl gleich ist dem Coefficienten von x'' in 

'■ (1 x) {i ~x^) ... (1 -X-)' 

Zusatz (3). Obige Regel lässt sich auf unendlich viele verschiedene Produktformen 
anwenden, wenn nur die Coefficienten der einzelnen Summanden Potenzen ein und derselben 
Grösse sind. 

Zusatz (4). Jacobi (Creüe's J. Bd. 21, S. 13) lenkt die Aufmerksamkeit auf die Entdeckung 
Eukr's^ (§ 323), dass in der Entwicklung des unendlichen Produktes (1 x) (1 x^) (1 x^) ... das 

allgemeine Glied die Form hat ( - lyx^^ , und beweist diesen Satz aufs neue mit Hilfe der 

elliptischen Funktionen. 

3, Zur leichteren Berechnung stellt Euler (§§ 313—315) folgende Sätze auf: 

(a) So oftmals die ganze Zahl n aus den Zahlen 1, 2, 3, . . . r durch Addition (mit Wieder- 
holung) darstellbar ist, ebenso oftmals lässt sieh auch die Zahl n + ö ^ {^' T 1) in r ungleiche Sum- 
manden zerlegen, und ebenso oftmals lässt sich auch die Zahl n + r in r gleiche oder ungleiche 
Summanden zerlegen. 

(b) Umgekehrt, die Zahl n lässt sich ebenso oftmals in r ungleiche Summanden zerlegen, 

als die Zahl n — -r{r + 1) aus den Zahlen 1, 2, 3 . . . r durch Addition (mit Wiederholung) dar- 

stellbar ist; die Zahl n lässt sich ebenso oftmals in r gleiche oder ungleiche Summanden zerlegen, 
als die Zahl n — r aus den Zahlen 1, 2, 3, . . . r durch Addition (mit Wiederholung) darstellbar ist. 

Zusatz. Folgerungen: (a) Die Zahl n lässt sich ebenso oftmals in r ungleiche Summanden 
zerlegen, als die Zahl n— --r{r—\) sich in r gleiche oder ungleiche Summanden zerlegen lässt; 



I. Zerlegung der fahlen in Summanden. 5 

iß) Die Zahl n lässt sich ebenso oftmals in r gleiche oder ungleiche Summanden zer- 
legen, als die Zahl n+-r{r 1) sich in r ungleiche Summanden zerlegen lässt. 

4. Die Berechnung nach Tafeln ist von Etder geleistet worden. Nach den Sätzen 3. 
kommt es bei jeder Zerlegung einer Zahl darauf an, die Anzahl N der Arten anzugeben, auf welche 
eine ganze Zahl n aus irgendwelchen der Zahlen 1, 2, 3. . . . r durch Addition, mit Wiederholung, 
darstellbar ist: 

N= C'oefficient von s" in (^ .^^^i .^ (l -.»)... (1 ..^ " 

Die wirkliche Entwicklung in eine recurrirende Reihe ist aber bei massig grossen n und r 
sehr mühsam, weil die Relations-Scala im Nenner viele Glieder aufweisen wird. Eitler (p. 275) 
entwirft daher eine Tafel mit Hilfe der Formel N= L + ü/, wo 

L = Anzahl Arten, n aus 1. 2, ... (r 1) durch Addition (mit Wiederholung) darzustellen. 

-*" rt y, , f» » aus l.Mrf,.../ ^ ^ V, ,, ^ 

Zusatz (1). Die /tWersche Tafel gibt für n die ersten 69 Zahlen in der ersten Columne 
und für r die ersten 11 Zahlen in der ersten Zeile, und die Zahl N im Kreuzungspunkte dieser 
Reihen. Eine spätere Tafel Eule/^ (N. C^. Petrop., t. 3, 1750 — 51. p. 165 — 169) geht bis r rr: 20 
und n = 59. 

Zusatz (2). Die Columnen sind recurrirend, haben aber grdsse Verwandtschaft mit den 

figurirten Zahlen des Dreiecks und der dreiseitigen Pyramide 1., 2., 3 Ordnung, indem sich 

dieselben durch Verbindung aus einander darstellen lassen. 

Zusatz (3). Ausser dieser Euler sehen Tafel wünscht Cai/kj/ (Brit. Ass. Rep. 1875, p. 321) 
noch eine andere, welche nicht nur die Anzahl N der Zerlegungen einer Zahl in ni Summanden, 
sondern diese Zerlegungen selbst gibt. Eine solche Tafel wäre besonders bei der Darstellung 
der Invarianten von Nutzen. Daselbst erwähnt Caylei/ noch drei Tafeln von Marsano, von denen 
die erste die Eitler sehe ist. 

5. Die Berechnung nach Formeln ist von Cayley (Phil. Trans, vols 145—148, Math. Papers II. 
p. 235 und 506) und Sylvester (Quart. J. of Math. vol. 1, 1855 — 57) in Angriff genommen worden. 
Hire Formeln enthalten ausser ganzen Potenzen der zu zerlegenden Zahl noch periodische Glieder, 
welche von Gayley als Primzahlperioden (pi'ime circulators == per) und von Sylvester als Wellen- 
funktionen bezeichnet werden. 

Zusatz (1). Das Eider s^che iV ist bei Cayley bezeichnet durch F (1. 2. 3. ... r)n. Die Art 
und Weise der Berechnung findet sich auf S. 506 bis 512 (a. a. 0.). lässt sich aber nicht in kurzen 
Worten wiedergeben. Die Ausrechnung ist nur bis r — (J durchgeführt (S. 512). gilt aber für 
beliebige w, 

Zusatz (2). Die Veranlassung zur Aufstellung dieser Formeln war die Abzahlung der 
C'ovarianten in Cayley s zweitem Memoir upon Quantics. 

6. Besondere Sätze zieht Enler (§§ 326—331) aus folgenden Identitäten: 

(a) (1 + ^■) (1 + ^■') (1 + Jc') . . . :^ 1 : (1 u^ (1 x^) (1 x-') . . . 

woraus folgt: So oftmals eine gegebene Zahl als Summe von irgendwelchen ganzen Zahlen, 
ohne Wiederholung, darstellbar ist, ebenso oft ist dieselbe Zahl auch als Summe von irgend- 
welchen ungeraden Zahlen, mit Wiederholung, darstellbar. 

Zusatz. Mit Hilfe dieses Satzes kann man die Euler'sQhe Tafel benutzen, um nach- 
einander die Anzahl Zerlegungen einer Zahl in irgendwelche gleiche oder ungleiche, dann 
in ungleiche und endlich in ungerade (gleiche oder ungleiche) Summanden zu finden. Durch 
Subtraktion findet man dann die Anzahl Zerlegungen in gerade (gleiche oder ungleiche) Summanden. 

(b) (1 + x) (1 + x^) (1 + x') (1 + x^) ...---= ^\t-, 

woraus folgt: Jede ganze Zahl lässt sich aus verschiedenen Gliedern der geometrischen Reihe 
1. 2. 4. 8, . . . durch Addition zusammensetzen und zwar nur auf eine Art. 

1* 



4 I. Abschnitt. Theorie der Zahlen. 

Zusatz. Eukr macht dai-auf aufmerksam, dass dieser Satz bei Anfertigung von Gewichten, 
die nach dieser Reihe fortschreiten, thatsächiich vorausgesetzt werde. 

(c) (x-^ + \ ^ X) (;r-3 -f 1 + Ä-3) (x-'' + 1 4- x^) .., — :^3ir + 2•:r-^ 

woraus folgt: Jede ganze Zahl lässt sich aus den verschiedenen Gliedern der geometrischen 
Reihe 1, 8, 9, . . . durch Addition oder Subtraktion zusanmiensetzen und zwar nur auf eine Art. 

Zusatz. Eider macht dazu wieder die Bemerkung, dass man mit Gewichten, die nach 
dieser Reihe fortschreiten, in allen Fällen auskomme, wenn man dieselben auf beide Wagschalen 
vertheile. 

B. Figurirte Sunimandeii. 

Vorbemerkung. Die Zerlegung der Zahlen in die Summe von Polygonalzahlen war angeregt 
durch einige Aufgaben im Diophantus, wurde aber erst von Format begründet, der mehrere Irrthümer 
in Vkia's und liacfiet's Commentaren aufdeckte und viele Sätze des Diophantus verallgemeinerte. 
Die erste Veröffentlichung der jFV/wa^'schen Sätze geschah durch dessen Sohn in der neuen Ausgabe 
von liac/iet'» Commentar zum Diophantus (Tolosae 1670), theils aus Randbemerkungen, theils aus 
Briefen des Vaters.*) 

7. Fermat's Theorem: Jede ganze Zahl ist die Summe von 3 (oder weniger) Dreieckszahlen, 
ebenso die Sunmie von 4 fbder weniger) Quadratzahlen, von 5 (oder weniger) Pentagonalzahlen, 
von ß (oder weniger) Hexagonalzahlen, u. s. w. 

Zusatz (1). Diesen Satz („propositionem pulcherrimam et maxime generalem**) ha,tte Fci-maf 
nach der Questio XXXI im Diophanti Aelex. Arithmeticorum lib. IV eingeschaltet, wo Bachii 
envähnt, dass alle Zahlen bis 325 entweder Quadrate seien, oder aus 2, oder 3, oder 4 Quadraten 
zusammengesetzt. Den Beweis beabsichtigte Fennat in einem besondern Werke über Zahlentheorie 
zu veröffentlichen, woran er aber durch seinen frühzeitigen Tod verhindert wurde. 

Zusatz (2). Der erst^ Theil über die Dreieckszahlen wurde zum ersten male von Gmias 
(art. 293) strenge bewiesen, der zweite über die Quadratzahlen von Lagrange (Berlin. M6m. 1770; 
Oeuvres t. in, p. 189) und einfacher von Fider (Acta Petrop. n, 1777, p. 48) und zuletzt auf eine 
neuc^ Art von Gauss (a. a. 0.). Die übrigen Theile des Satzes über die Zerlegung in höhere 
figuriite Zahlen, meinte Gauss, erforderten andere Grundlagen, sind aber später von Cauchy 
(Ex. 1826, I, p. 265) und Legendre (Theorie des Nombres, 1830, t. 11. p. 340 356) bewiesen worden. 
Gauclnj zeigt, dass man immer eine solche Zerlegung in n Polygonalzahlen wter Ordnung finden 
kann, dass n 4 derselben gleich Null oder Eins sind, und gibt (p. 292) die Alt und Weise der 
Zerlegung an. 

Zusatz (3). Der Fuler'sche Beweis über die Quadratzahlen stützt sich auf das Lemma: 
Das Produkt von beliebig vielen Paktoren, von denen jeder die Summe von 4 Quadi'aten ist, 
ist wieder eine Summe von 4 Quadraten. Legendre zeigt (L p. 213) an einem Beispiele, dass ein 
ähnliches Lemma für die Summe von 3 Quadraten sich nicht aufstellen lasse. 

Zusatz (4). Ueber die Anzahl der möglichen Zerlegungen in 4 Quadrate hat JaeM 
(Werke I, S. 247) mit Hilfe der elliptischen Punktionen den folgenden Satz bewiesen: Es sei n 
einf» beliebige ungerade Zahl; wenn man auf m verschiedene Arten 4 ungerade Zahlen a, h, e, d, 
finden kann, so dass a^ -f h^ + r^ + d^—. 4^^ go ist m gleich der Summe der Faktoren von n 
(dabei jede Lösung so oft gerechnet, als die 4 Quadrate untereinander permutirbar sind). 

8. Andere besondere Zerlegungen von Zahlen in zwei Quadrate sind grösstentheils 
schon von Fennat ausgesprochen und theils von Etder, theils von Lagrange bewiesen worden:- 



*) In der orwilhnten Ausfj^t'ibo findet «ich eine aus droi Tho.ilen bestehende Sammlung? von Sätzen unter der 
Aufschrift: „Doctrinae analyticae Inventum novum, collectum a K. P. Jacobo de Billy S. J. Sacerdote, ex variis 
epistoliH, quas ad eiim diversis teniporibus misit D. F. de F'ermat Senator Tolosanu.s." Die Kandbemerkungen Fermnt'A 
findet man zwischen JiavIieVA Erklilrunjj^en eingeschaltet. 
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(a) Jede Primzahl von der Form 4m -|- 1 lässt sich in die Summe zweier Quadrate 
zerlegen, und zwar nur auf eine Weise. Der Satz wurde von JEuler (N. C. Petrop. t. 1. p. 27, 
1747—48 und t. 5, 1754—55), Lagrange (Oeuvres t. DI, p. 790 ss.) und Legendre (I, p. 71) bewiesen 
und von Gauss in den Disquis. Arithm. (Werke I. art. 182) und in seiner ersten Abhandlung über 
biquadratische Reste (Werke II) ausführlich behandelt. 

(b) Theilt man die Primzahlen nach Vielfachen von 8 in 4 Classen, so hat man in 
Legendre s Ausdrucksweise (I, p. 209) die drei Sätze: 

Die Primzahlen 8n + 1 u. Sn + b, und nur diese, lassen sich zerlegen in a^ + 6-, 

8n + 1 u. 8n + 3 , „ , , „ , „ a^ + 26^ 

Sn + 1 u. Sn + 1 „ „ „ „ „ „ „ a^ 2b\ 

Zusatz (1). Der zweite dieser drei Sätze war von Fermat ausgesprochen, ist aber erst 
von Lagrange (Berlin. M^m. 1775, p. 323 ss.) und Gauss (Disquis. Arithm. art. 182) bewiesen worden. 
Ein ähnlicher Satz über die eindeutige Zerlegung der Primzahlen 3w f 1 in a^ + 36* war von 
Utder (N. C. P. t 8, p. 105 ss.) bewiesen worden. Vergleiche Gauss' Disquisitiones Arith. (art. 182). 

Zusatz (2). Jacobi gibt in Grelles J. Bd. 30 verschiedene Tafeln zur Zerlegung der Prim- 
zaJilen, nämlich (S. 174) eine für alle Primzahlen von 5 bis 11981, ferner (S. 177—180) eine für 
die Primzahlen p=8n+l behufs Zerlegung in die Form a^ + 2b^, und für die Primzahlen 
2)^=6n+l in die Form a^ + 3b^. Diese Tafeln sind von BeuscUe (Stuttgart. Progranmi, 1856) 
erweitert worden. (Vergl. Kummers Bericlit in Greuels J. Bd. 53, S. 379). 

Zusatz (3). Lagrange (Oeuvres, t. HI, p. 784 ss.) zählt eine Menge von Sätzen auf über 
die Zerlegung der Primzahlen i> =: 4w =t 1 in quadratische Formen. Eine Menge anderer quadratischer 
Formen von Zahlen und die Anzahl von Arten ihrer Darstellbarkeit bespricht Legendre auf S. 308 
bis 325, t. I; ebenso eine Reihe negativer Sätze auf S. 1—12, t. 11, die meist Fermat und Euler 
entnommen sind. (Vergl. unten Th. d. Gleichungen, Xin, 7. Zusatz (2)). 

9. Legendre sucht im dritten Theile seines ersten Bandes die Aufmerksamkeit der Analysten 
auf die Zerlegung der Zahlen in drei Quadrate zu lenken und stellt unter anderen die folgenden 
Sätze auf: 

(a) Jeder „reciproke Divisor" der Form f^ + Nu^ ist die Summe von drei Quadraten, und 
zwar auf 2*"* Arten, wo i die Anzahl der verschiedenen ungeraden Primfaktoren von iV bezeichnet 
(I, p. 376). 

Zusatz (1). Lege^idre bezeichnet (I, p. 371) als „reciproken Divisor" einer Form t^ -f- Nu- 
eine quadratische Form atj^ + hyz + cz- derart , dass , wenn 7) eine beliebige durch diese Form 
dargestellte Zahl ist. auch umgekehrt N ein Divisor von t^ + Du^ wii-d. Er gibt als Beispiel 
(p. 388) den reciproken Divisor 189«/^ + 30^^ + 50-s^^ der Form f^ + 9225m^ und zeigt, dass derselbe 
auf 2'^~^=:4 Arten in die Summe von drei Quadraten zerlegbar ist. 

Zusatz (2). Legendre bezeichnet diesen Satz als Fundamentalsatz und gibt deshalb zwei 
ausführliche Beweise und dreizehn CoroUarien, mit einer Tafel (VHI), worin N alle passenden 
Zahlen von 1 bis 403 durchläuft. 

(b) Alle ungeraden Zahlen, ausgenommen die Zahlen 8w + 7, sind Summen von drei 
Quadraten. 

Zusatz (1). Von den ausgenommenen Zahlen hatte Fermat behauptet, dass 

Sn + 1 =a'' + b^ + 2c\ 

Legendre zeigt aber (I, p. 394), dass jede ungerade Zahl sich so zerlegen lässt. Folglich 
ist das Doppelte jeder ungeraden Zahl ohne Ausnahme die Summe von drei Quadraten. 

Zusatz (2). Ist wieder i die Anzalü der verschiedenen ungeraden Primfaktoren von iV, 
so ist die Anzahl Arten, auf welche sich N=4n + 1, oder = 4m + 2, oder 8n + 3, (d. h. alle 
ungeraden Zahlen und ihre Doppelten, ausgenommen 8w + 7) in die Summe dreier Quadrate 
zerlegen lassen, ein Vielfaches von 2'-2. So lässt sich in obigem Beispiel die Zahl 9225 = 3* -5^ -41 
auf 16 Arten in die Summe dreier Quadrate zerlegen {Legendre, I, p. 395). 
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Zusatz (3). Die Zerlegung der Zahlen in die Summe von fünf Quadraten wurde unter- 
sucht von Smith (Paris. 1«87). 

10. Eine besondere Zerlegung in "J" Quadrate wurde von iktyley (Phil. Mag. 1852, Matli. 
Papers II, p. 49) untersucht. Er stellt nämlich zwei Bedingungen auf, unter welchen das Produkt 
aus einer Summe von 2" Quadraten in eine andere Summe von 2" Quadraten wieder eine Summe 
von 2" Quadraten gibt, vennittelst der Bildung eines Tripel- Systems aus 2" — 1 Elementen. Er 
zeigt, dass sich die Bedingungen wohl für h = 3. nicht aber für »=4 erfüllen lassen, und ver- 
weist dabei auf Kirkman (Phil. Mag. 1848) und Youni/ (Irish Trans. 1848). 

11. Die Zerlegung der Zahlen in ganze positive Cuben wurde von Jacobl (Crdle's 3. 
Bd. 42, S. 41) mit Hilfe von tabellarischen Bei-echnungen geleistet. Er weist auf eine Behauptung 
Warimj's (Med. Alg. 1782, p. 349) hin, dass jede Zahl die Summe von 9 oder weniger ganzen 
positiven ('üben ist, d. h. dass nie mehr als 9 solcher Cuben erfordert sind, um die Zahl zusammen- 
zusetzen. Eine auf seine Veranlassung von Dasc berechnete Tafel für alle Zahlen bis 12000 
(a. a. 0. S. 62) bestätigt nicht nur Wariiij/'s. Behauptung, sondern deutet auch darauf hin, dass 
wahrscheinlich ,alle Zahlen, welche eine gewisse Grenze übersteigen, die Summe von 5 oder 
weniger ganzen positiven Cuben sind''. In einer besonderen Tafel (S. 68) werden dann jene Zahlen 
aufgezählt, welche sich aus drei oder weniger ganzen positiven Cuben zusammensetzen lassen. 

Zusatz (1). An derselben Stelle behauptet Wariiif/, jede Zahl lasse sich aus höchstens 
19 Biquadraten zusammensetzen, was sich auch in den Tafeln von Bretschtieider [OreUe'&i. B, 46, 
1853. S. 3), die von 1 bis 410Ü gehen, bestätigt findet. 

Zusatz (2). Die Zerlegung der Zahl .1 in zwei gebrochene rationale Cuben lässt sich 
durch die unbestimmte Gleichung darstellen x'^ + tß ^- Az^. Sie ist unmöglich fUr .4=1. wie 
Fermat entdeckt und Eidci- (Alg. H, cap. 1-^) bewiesen hat. ebenso, nach Letjendre, für ^ = 2", 3 
und ö. aber nicht (wie Leycndre gemeint hatte) für Ä = 6. Weitere Bedingungen für A siehe unten 
Th. d. Gleichungen (XHI, 7). 

C. Snmmantlen Quadratischer Formen. 

Vorbemerkung. Die Zerlegung der Zahlen in die Summanden quadratischer binärer 
oder ternärer Formen wurde von Gaitss in der 5ten Sektion seiner Disquisitiones Arithm. behandelt. 
Im ersten Theile dieser „Sektion" werden die früheren Forschungen Euler's, iMgrange's und Lcgendres 
zusammengefasst. ver\'olIständigt und enveitert, während der zweite (,Disquisitiones ulteriores") 
die eigenen Entdeckungen von Guu/ni enthält, deren Studium aber nach Lcgendre (Vorrede zur 
Theorie des Nombres) und DirkliUi (Crelk'fi J. Bd. 19. 1839. S. 325) mit grosser Anstrengung 
verbunden ist. 

12. Definitionen: (a) Lässt sich eine Zahl M durch folgende Form 

F^ ax" -|- '2bx!f + ri/^ = {a, h, r) 
mit den unbestimmten Grössen x, y darstellen, so heisst die negative Diskriminante I)=b^ - ac die 
„Determinante der Form" {Gaiitis, art. 153). 

Zusatz (1). Haben a,b,e keinen gemeinschaftlichen Theiler. so heisst die Form primitiv. 
Haben auch n. 26. t keinen gemeinschaftlichen Theiler, so heisst die Fonn primitiv im engeren 
Sinne (art. 226; „eigentlich*" primitiv). 

Zusatz (2). Sind x, ij relativ prim. so ist die Determinante quadratischer Rest der 
Zahl 3/ (art. 154; vergl. unten X): 

/>^«^ (mod M). 
Die obige Darstellung der Zahl M „gehört" dann zum Werthe c^VH. 
(h) Wenn von den zwei Foi-men 

i-'— HJ.* -t- '>hxij + rx'^ und F' = a'x'^ ■}• -'b'x'i/' + r'z'" 
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die zweite aus der ersten hervorgeht durch eine lineare ganzzahiige Substitution 

X = ax' -f hy\ y — y^' + äy\ 
so sagt man, sie sei in derselben „enthalten". Die Determinanten solcher Können haben unmer 
dasselbe Zeichen in Folge der Invarianteneigenschaft: 

//2 -a'c! = {ad - ßrY (i' -«^)- 

Zusatz (1). Gauss bezeichnet diese Transformation als eigentliche oder uneigentliche, 
je nachdem {ad -ßy) >0 oder <C0. Sind mehrere Transformationen zugleich ^eigentlich'', so 
heissen sie „ähnlich". 

Zusatz (2). Wenn in einer Reihe von Formen F, F\ F", . . . jede in der vorhergehenden 
„enthalten" ist, so ist auch die letzte in der ersten enthalten, und zwar eigentlich oder uneigentlich, 
je nachdem die Anzahl Formen, welche ihre folgenden enthalten, gerade oder ungerade ist. (art. 159). 

Zusatz (3). Jeder gemeinschaftliche Theiler der Coefficienten a, h, c geht auch in den 
Zahlen a\ V, c' auf, ebenso jeder gemeinschaftliche Theiler der Zahlen o, 21, e in a\ 2h', c'. 

(c) Sind zwei Formen gegenseitig in einander enthalten, so heissen sie „äquivalent", 
und zwar wieder eigentlich oder uneigentlich, entsprechend der Transformation (oben (b) Zus. (D). 

Zusatz (1). Die nothwendige Bedingung der Aequivalenz zweier Formen ist also 
{ad — ßrY =^\, Ist ausser dieser Bedingung wenigstens eine der beiden Formen in der anderen 
enthalten, so sind beide in einander enthalten, also äquivalent. 

Zusatz (2). Ist F äquivalent F' und dieses wieder äquivalent F'\ so ist auch F äquivalent F'\ 
und zwar eigentlich oder uneigentlich, je nachdem die ersten beiden Aequivalenzen gleichartig oder 
ungleichartig sind. 

Zusatz (3). In äquivalenten Formen haben die Zahlen a, h, c und a\ h\ c' denselben 
grössten gemeinschaftlichen Theiler. 

(d) Ausserdem gebraucht Gauss noch die folgenden Ausdrücke: 

„entgegengesetzt" für die (uneigentlich äquivalenten) Formen: (r/, />, c). («, - h, c)\ 
„zugeordnet" für die (eigentlich äquivalenten) Formen: (r/, h, c). (c, //, c'), wenn 

6 + fe' = (mod c)\ 
..zweideutig" für eine Form, die sich selbst uneigentlich äquivalent ist. Dies letztere 

ist immei- der Fall mit Formen, in welchen 2h durch a theilbar ist (art. 103). 

13. Darstellung der Zahlen: (a) Wenn die Form F die Form F' enthält, so sind alle 
durch F' darstellbaren Zahlen auch durch F darstellbar (art. 166). 

(b) Wenn die Darstellung einer Zahl M durch die Form F=zax^ + 2hxy ■\- cy^ zu dem 
Werthe VD (mod M) „gehört" und durch x^^a. y^y bestimmt ist. so erhält man alle Dar- 
stellungen dieser Zahl, w^elche zu demselben \1) (mod il/) gehören, durch die allgemeinen Formeln: 

mx = at {ah -\- yc)u, my = yt + {aa + yh)u, 

worin m der grösste gemeinschaftliche Theiler der Zahlen a, 2h, r ist. und t, n irgend welche 
Zahlen sind, die der unbestimmten Gleichung genügen: 

14. Gruppirung der Formen in Klassen. Gauss unterscheidet bei der Darstellung der 
Zahlen durch quadi*atische Formen die drei wesentlich verschiedenen Fälle: wo die Determinante 
negativ ist, wo sie positiv ist, ohne ein Quadrat zu sein, und wo sie ein Quadrat ist. In allen 
drei Fällen stellt er eine Anzahl sogenannter reducirter Formen auf, deren Zahlencoefficenten a, h, c 
gewissen Bedingungen genügen, und rechnet dann alle jene Formen zu einer Klasse, welche 
einer der reducirten Formen eigentlich äquivalent sind. 

Zusatz (1). Man kann jede Klasse durch eine einzige beliebige Form vertreten lassen, 
z. B. durch die „reducirte" oder durch die einfachste mit den kleinsten Zahlencoefficienten. Die 
einfachste aller Formen mit der Determinante I) ist offenbar die Form (1.0, /)), welche die 
Hauptform genannt wird (art. 231) und die Hauptklasse vertritt. 
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Zusatz {2). Die Anzahl der Klassen und die der Formen ist für jede gegebene Determinante 
endlich. 

Zusatz (3). Der Fall Z>=0 bedarf einer besondem Behandlung. Gauss zeigt, dass solche 
Formen in die Gestalt gebracht werden können: 

az* + 2hxy + cy^ = »i {gx f A^*)*. 
worin tj und h relative Primzahlen sind und m eine ganze Zahl bezeichnet. 

16, Beziehungen der Formen zu ihren Klassen {ßauss, art. 223, ss.); 

(a) Alle Fonnen einer Klasse sind eigentlich äquivalent und jede Zahl M. welche 
durch eine darstellbar ist. ist durch die ganze Klasse darstellbar, und zwar mit Zahlen x, y, 
welche relativ prim zu einander sind. Umgekehrt sind zwei Formen aus verschiedenen Klassen 
nie eigentlich äquivalent und jede Zahl M ist in Bezug auf den Werth VD (mod M) und mit 
Zahlen x, y, die prim zu einander sind, nur durch eine Klasse darstellbar (art. 224). 

(b) Es können aber Formen aus verschiedenen Klassen uneigentlich äquivalent sein, 
und dies gilt dann von jeder Form der einen Klasse in Bezug auf jede der anderen. Jede Form 
der einen Kliisse hat eine entgegengesetzte in der anderen, und die beiden Klassen heissen 
deshalb selbst entgegengesetzt. Jede Zahl M, welche durch eine Klasse darstellbar ist, ist 
auch darstellbar durch die entgegengesetzte Klasse, und zwar in beiden Fällen mit Werthen von 
X, y, die prim zu einander sind, aber in Bezug auf entgegengesetzte Werthe VD (mod M). 

Zusatz (1). Wenn eine Form mit ihrer „entgegengesetzten" (s. oben 12, d) in derselben 
Klasse ist, so gilt dasselbe von allen Formen dieser Klasse und alle sind eigentlich und 
uneigentlich unter sich äquivalent. Solche Klassen heissen „sich selbst entgegengesetzt" oder 
auch „zweideutig"; denn an dem Vorhandensein einer zweideutigen Form kann man dieselben 
erkennen. 

Zusatz (2). Wenn in einer Klasse eine Form eigentlich oder uneigentlich primitiv ist, 
so sind es alle, und die Klasse selbst heisst beziehungsweise eigentlich oder uneigentlich primitiv. 

16. Gruppirung der Klassen in Ordnungen. Zwei Klassen, die durch die Formen 
(a, b, e) und (a', h', c') vertreten sind, werden zu derselben Ordnung gerechnet, wenn sowohl 
a, b, c und a', b', c' als auch o, 26, c, und a', 2ii', c' denselben grössten gemeinschaftlichen Theiler 
haben (art. 226). 

Zusatz. Es bilden also alle eigentlich primitiven Klassen eine Ordnung, und alle 
uneigentlich primitiven eine andere Ordnung. Entgegengesetzte Klassen gehören zu derselben 
Ordnung. 

17. Abtheilung der Ordnungen in Gattungen: 

(a) Durch jede primitive Form F können unendlich viele Zahlen dargestellt werden, 
welche zu einer beliebig gegebenen Zahl p prim sind (nur muss diese Zahl ungerade sein, wenn 
die Form nur uneigentlich primitiv ist) (art, 228). 

Zusatz. Ist 7) selbst prim und ein Theiler der Determinante D. so haben alle diese durch 
F darstellbaren Zahlen die gemeinschaftliche Eigenschaft, entweder sämmtlich quadratische Reste 
von p zu sein oder sämmtlich Nichtreste. Gmtss nennt diese Beziehung der Form F zu den 
Primfaktoren der Determinante D den Charakter der Form und fuhrt zur Bezeichnung der ein- 
zelnen Charaktere symbolische Bezeichnungen ein. Diese Charaktere einer Form gehören immer 
der ganzen Klasse an. Entgegengesetzte Klassen haben inmier dieselben Charaktere. 

(b) Alle jene Klassen, welche (bei gegebener Determinante) denselben Gesammt- 
charakter haben, werden zu derselben Gattung gerechnet. 

Zusatz. Alle Gattungen derselben Ordnung enthalten gleichviele Klassen (art. 252). 

18. Die Untersuchungen von Gauss in allen diesen Unterabtheilungen der Formen erstrecken 
sich hauptsächlich auf die Fragen, ob zwei gegebene Formen in einander enthalten oder äqui- 
valent sind und wie die Transformationen der einen in die andere gefunden werden; ferner 
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ob eine gegebene Zahl durch eine gegebene Form dargestellt werden kann, und wie alle diese 
Darstellungen gefunden werden (vergl. Gauss art. 158). 

Zusatz (1). Der Gauss'sche Aequivalenzbegriff ist von Jacobi (Grdle'» J. Bd. 69, S. 2) 
enveitert worden. Der Zusammenhang der Gauss^schen Aequivalenz mit dem Kumtner^schen Aequi- 
valenzprincip {OrcUe^s J. Bd. 35, S. 353; vergl. unten Th. d. (Komplexen Grössen IV, 9) wird von 
Kronecker in seinen Grundzügen (S. 88) hen-orgehoben. 

Zusatz (2). In den hinterlassenen Schriften von Gauss (Bd. 11, S. 450-476) findet sich 
eine Tafel für die Anzahl Klassen bei gegebener Determinante D. Dirichlet (CreUe's J. Bd. 19, 
1839, S. 324) bestinmite theoretisch die Anzahl der verschiedenen quadratischen Formen, deren 
Determinante 7) eine beliebige positive oder negative ganze Zahl ist, und mit Hilfe dieser Theorie 
hat Cayley (Crelle's J. Bd. 60. 1862, S. 357, fif) drei Tafeln der binären quadratischen Formen 
berechnet: für negative Determinanten von i) — — l bis 7) =r — lOO, für nicht quadratische positive 
Determinanten von D = 2 bis D = 99, und für die 13 negativen unregelmässigen Determinanten 
des ersten Tausend. Eine grosse Anzahl solcher Rechnungen hatte auch Gauss ausgeführt, aber 
nicht aufbewahrt. 

Zusatz (3). Eine ähnliche Tafel gibt Arndt (Grunert's Archiv, Bd. 31, 1858, S. 335. ff) für 
die reducirten binären cubischen Formen, mit einer Klassification derselben für alle aufeinander- 
folgenden negativen Determinanten von 7) = — 3 bis 7) = — 2000. 



D. Decimalbrflche. 

Vorbemerkung (1). Die Einführung der Decimalbrüche an Stelle der fi-üheren Sexa- 
gesimalbrüche geschah von JoJiann MiiUer (Regiomontanus, 1436 — 76). 

Vorbemerkung (2). Nach Gauss (Disq. Arithm., Sectio 6) findet man die beste Zusammen- 
stellung aller früheren Arbeiten über Decimalbrüche, namentlich dessen, was Euler in seiner Algebra 
und Lambert in den Acta Helv. (1758) gegeben haben, in einer Abhandlung Johann Berimdli^ in 
den Berlin. Mem. 1771. 

in 

19. Der erste Schritt bei der Zerlegung eines gegebenen irreductibeln Bruches — besteht 

n 

darin, dass sein Nenner auf die Form />»' gebracht werde, wo p eine Primzalil bedeutet. Zerlegt 
man den Nenner erst in zwei Faktoren n =^ ab. die prim zu einander sind, so hat man 

— — - + j, bx^m (mod a), aij^m (mod i). 

Zusatz (1). Auf gleiche Weise kann man a oder b wieder zerlegen, wodurch man erhält: 

-=..« + ^.-^ >: + .... 

n a b c 

eine Zerlegung, die nur auf eine Weise möglich ist, wenn «. ß. . . . positiv und kleiner als 
bezüglich a. b, , . , sein sollen. 

20, Hat man den Bruch durch obige Zerlegung auf die Form gebracht — , wo p eine 

Primzahl ist und in a nicht aufgeht, so besteht die Mantisse dann, und nur dann, aus einer 
endlichen Reihe, wenn j> = 2 oder = 5 ist, und ist in diesen beiden Fällen bezüglich — 5'a und 2'a. 

2L Ist aber i> prim zu 10, so wähle man für e den kleinsten Exponenten, welcher der 

Kongruenz genügt 

10'^ 1 (mod i>») oder lO'a^a (mod j>>'). 

Dann haben die folgenden Brüche, und nur diese, verschiedene Mantissen: 

10a W^ \0[a 

* f • • ■ • • 

p' p' p' 
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d. h. es sind die e ersten Ziffern der Mantisse periodischi. und zwar ist die Zahl e vom Zähler a 
ganz unabhängig. 

Zusatz (1). Die Periode ist also dieselbe für alle jene Zähler, welche den Produkten 
lOtt, lO'a, ... lO'a nach dem Moduli)' congruent sind, nur um je eine Stelle verschoben. 

Zusatz (2). I8te=i>''-' {p--l). also 10 eine primitive Wurzel des Moduls j>* (z. B. für 
n' — 7, 17, 19, 23, 29, . . .(, so liefert die Periode des Bruches — die Perioden aller anderen 
irreduktibeln Brüche desselben Nenners. 

Zusatz (3). Ist also allgemein der Nenner n = 2''5<*iV, wo iV prim zu 10 ist, so fängt die 
Periode erst nach a oder (K Stellen der Mantisse an (je nachdem a oder ß die grössere Zahl ist), 
während die Länge der Periode nur von N abhängt. (Vergl. 19.) 

22. Construktion von Tafeln. Nach IX, 13. ist (p — l)p'-^ = ee. Mittelst dieses ö 
suche man eine solche Wurzel r der Congruenz r* ^ 10 (mod p^), die keiner Oongruenz niedrigeren 
Grades genügt, und berechne die Perioden jener Brüche, deren Zähler sind 

1, r, r*, r*, ... r* — '. 
Aus den so gefundenen Perioden findet man diejenigen eines jeden anderen Bruches — nach der 
folgenden Regel von Gauss (art. 315): 

Der Index (s. XI, 1.) von m zur Basis r sei i = «9 + ß; dann erhält man die Periode von 

m rfi 

— aus dei:jenigen des Bruches — , indem man die aersten Ziffern hinter die übrigen setzt (indem 

«i = r' = 10"-rJ'). 

Zusatz (1). Gatts« gibt in seiner Tafel HI, die aber erst in seinem Nachlasse (Werke 
Bd. n, S. 412) vollständig veröffentlicht wurde, die nöthigen Perioden für alle Nenner i>''<1000, 
wobei der Index i des Zählers aus seiner Tafel I zu entnehmen ist. 

Zusatz (2). Auf Grund der Gauss'schen Tafel sind später ausfuhrliche Deeimalbruch- 
tafeln berechnet worden. So gab Goodwyn in den Jahren 1816, 18, 23 vier Bände heraus, mit 
8stelligen Decimalen fUr alle gemeinen Brüche, deren Zähler und Nenner kleiner als 1000, und 
mit den periodischen Decimalstellen aller Brüche, deren Nenner kleiner als 1024 sind. Burchhardt 
gibt eine ähnliche Tafel am Ende seiner ersten Million (Paris 1817). Lo<f (Grunerfs Archiv, Bd. 16) 
gibt eine unvollständige Tafel solcher Nenner, die eine gegebene Anzahl periodischer Stellen liefern. 
Demarest's Tafel (Theorie des Nombres. Paris 1852) erstreckt sich auf die Primzahlen bis 10000, 
SeuscMe's Abbandlungen (Programm, Stuttgart 1856) bis 15000. SMnks (Proc. R. Soc. vol. 22, 
1873 — 74) gibt die Anzahl periodischer Ziffern der reciproken Werthe aller Primzahlen von 3 bis 
30000, mit einer Fehlerliste der Burckhardt'?,c\iGn und DcJMarerf'schen Tafeln. Seine Ausdehnung 
der Tafel von 30000 bis 60000 liegt im Archiv der R. Soc. Glaisher (Proc. Cambr. Phil. Soc. 
vol. 3, p. 204. 1878) gibt, durch Abzahlung der Goodwyn'schen Tafel von 1823, die Anzahl periodischer 
Stellen für alle Nenner von 1 bis 1024, welche prim zu 10 sind, und (p. 198) einen ausführiichen 
Bericht über die oben erwähnten Tafeln. 
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II. Hauptstück. 

Theilung der Zahlen in Faktoren. 

Vorbemerkung (1). Eadid (VH. Buch, 12. u, 14. Definition) bezeichnet jene Zahlen, aus 
denen sich alle übrigen durch Multiplikation zusammensetzen, als erste {nQWToi), die anderen als 
zusammengesetzte {(fvyßsToi), 

Vorbemerkung (2). Unter Theiler einer ganzen Zahl m versteht man alle ganzen Zahlen, 
welche in der Zahl ohne Rest aufgehen, dabei 1 und m selbst eingeschlossen. Ein aliquoter Theil 
einer Zahl m ist jeder Theiler, ausgenommen die Zahl m selbst. 

Vorbemerkung (3). Nach der Summe ihrer aliquoten Theile werden die ganzen Zahlen 
eingetheilt in vollkommene (Eudid, B. VU, Def. 23), überfliessende und mangelhafte, je nachdem 
diese Summe gleich, oder grösser oder kleiner ist als die Zahl selbst; während zwei verschiedene 
Zahlen, von welchen jede gleich ist der Summe der aliquoten Theile der anderen, als befreundete 
Zahlen bezeichnet werden. (Ozanam's Dictionaire, Amsterdam 1691). 

!• Jede Zahl m lässt sich auf eine und nur eine Weise darstellen durch die verschiedenen 
in ihr enthaltenen Primzahlen 

m z^p^q^r^ .... 

wo fi, y, X . . . ganze positive Exponenten sind (Wallis). 

Zusatz (1). Ein strenger Beweis dieses Satzes findet sich bei Gauss (art. 16) zugleich mit 
Beweisen anderer aus der niederen Arithmetik bekannten Sätze über Primzahlen. 

Zusatz (2). Die Construktion von Paktorentafeln, d. h. von Tafeln, welche die kleinsten 
Theiler aller nicht durch 2, 3 oder 5 theilbaren Zahlen, und folglich auch alle Primzahlen enthalten, 
wurde von Etder (N. C. Petrop. t. 19, 1774, p. 132, De tabula num. prim. usque ad millionem et 
ultra continuanda etc.) empfohlen und durch praktische Anleitungen erleichtert, und später von 
Gauss (Disq. Arithm. 1801, art. 329—334) durch Angabe zweier einfacher Methoden in ein System 
gebracht. Die Tafel von Scliooten (1657) gibt die Primzahlen bis 10000, die von Pell (Bmmkery 
London 1668, und sonst oft abgedruckt), die Primzahlen des ersten 100000, mit den kleinsten 
Theilem der Zahlen, die nicht durch 2 und 5 theilbar sind (vergl. MasereSf Math. Tracts). Erst 
die Tafel von C/ier)uw (Daventriae 1811) umfasst die erste Million. Vergleiche Gauss' Anzeige, 
Göttingen 1812, März 23, wo auch über das Schicksal der FelkeVschen Tafeln der ersten zwei 
Millionen berichtet wird. Eine neue Tafel der ersten drei Millionen wurde berechnet von 
Burckhardt (Paris 1814—17), die dann von Ja)nes GlaisJier (dem Vater, London 1879—83) bis auf 
sechs Millionen und von Dose (Hamburg 1862—65) bis auf neun Millionen ausgedehnt wurde. Die 
Einleitung Glaisfier's zur sechsten Million enthält eine Aufzählung der Primzahlen und mehrere 
Tafeln über die Vertheilung derselben. Die zehnte Million, angefangen von Dase und vollendet von 
Basenberg, liegt im Archiv der Akademie zu Berlin. Eine ausführliche Geschichte der Faktoren- 
tafeln geben J. W. L. GlaisJier in den Proc. Cambr. Phil. Soc. (vol. 3, pp. 99—137) und Cayley im 
Brit. Ass. Rep. (1875, p. 360 ss.). An letzterer Stelle wird auch das Bedürfniss einer vollständigen 
Faktorentafel betont, die in jedem Falle alle Primfaktoren der Zahlen, etwa bis 10000. gibt. 

Eine Beschreibung der Rechnungsmethoden, deren sich liurckfiardt, Glaisher und Dase bedient 
haben, gibt J. W. L. GlaisJier im Brit. Ass. Rep. (1878. p. 173). 

Zusatz (3). Moehius (Crelle's J. Bd. 22, Werke IV. S. 615) bespricht geometrische 
Eigenschaften einer nach quadratischen Feldern geordneten Faktorentafel, deren Zahlen sich so 
nach Parabeln zusammenfassen lassen, dass jede Parabel durch den Nullpunkt der ersten 
Horizontalreihe geht und nur die natürlichen Zalilen von Null an enthält, während die Axen 
sämmtlicher Parabeln einander parallel und horizontal sind. 
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2. Ist (nach 1.) m—pf' q" r^ . . . , so ist die Anzahl der verschiedenen Theiler von m, 
(dabei 1 und m eingeschlossen, vergl. Vorberaerk. (2)), nach WalUs (chap. 3, § 12): 

= (a + l) (v-\-i) (X + 1) ... 

und ihre Summe, ebenfalls nach Wallis (chap. 4, no I): 

i;." ^» - 1 (/* + ^ 1 r^+* — 1 
2) l q- l r 1 

Zusatz (1). Sind also alle n Primfaktoren verschieden, so ist die Anzahl der Theiler 
von m gleich 2" und ihre Summe -— (i> + 1) (^ + 1) . . . 

Zusatz (2). Ist also die Anzahl der Theiler ungerade, so ist m ein vollständiges Quadrat 
{Wallis, § 16), und umgekehrt. 

Zusatz (3). Umgekehrt kann man auch unendlich viele Zahlen bilden, welche eine 
verlangte Anzahl Theiler haben. Wallis (§ 21) gibt eine Tafel der kleinsten Zahlen mit gegebener 
Anzahl Theiler. Unter diesen haben die Zalilen 

1, 2, 6, 12, 60, 360, 
die besondere Eigenschaft, dass jede andere Zahl mit mehr Theilern wenigstens doppelt so gross 
ist als die genannten. Wallis vertheidigt bei dieser Gelegenheit die alten Theilungssysteme, welche 
auf diese Zahlen gegründet sind. 

Zusatz (4). Mit Hilfe der obigen beiden Sätze löst Wallis (chap. 4) die Zahlenprobleme: 
^Einen Chibus zu finden, so dass die Summe aller seiner Theiler ein Quadrat ist, und ein Quadi*at 
zu finden, so da^s die Summe seiner Theiler ein Cubus ist, endlich zwei Quadrate zu finden, so 
dass die Summen ihrer Theiler gleich sind'*, mit welchen er und Fennat sich gegenseitig auf die 
Probe stellten.*) 

Zusatz (5). Eine Recursionsformel für die Summen der Theiler verschiedener Zahlen, 
die aber nicht so schnell zum Ziele führt wie die TTa/Z/Vsche Formel, gibt Euler in den N. C. Peti'op. 
(t. 5, p. 63). Einen neuen Beweis derselben gibt St4>rn in Grelles J. Bd. 21, S. 178. Eulcr gibt 
auch zwei Tafeln für die Berechnung dieser Summen zum Zwecke der Auffindung von „voll- 
kommenen** und „befreundeten" Zahlen. 

3, Man erhält die Anzahl der Zahlen der Reihe 1, 2, 3. . . . w?, welche durch keine der 
Primzahlen p, q, r, . . . theilbar sind, indem man das Produkt 

auflöst und jedes Glied (unter Beibehaltung seines Vorzeichens) durch die grösste in ihm enthaltene 
ganze Zahl ersetzt. {Meissel, Math. Ann. Bd. 2, S. 637). .Vergl. Legendre (Theorie d. Nombres 1830, 
IL p. 67). der auch eine Tafel für dieses Produkt gibt (t. I, Tab. IX), welche von ^; = 3 bis 
1229 geht. 

Zusatz (1). Ist also m =:2)f' q"" r'^ . . . , so ist die Anzahl der Zahlen, welche prim zu m und 
nicht grösser als vi sind (Etiler, N. C. Petrop. t. 8, p. 88, 1760—66): 

ip(m) = ijp -l)2)^-^-(q - l)^'-*-(r- l)r^-» . . . 
Zusatz (2). Es ist also y(m) immer eine gerade Zahl, ausser q>(l) =: qj{2) =z l. Eine 
Tafel, welche zu jedem m das zugehörige ^(m), und umgekehrt, zu jeder geraden Zahl ^'(m) das 
zugehörige m liefert, wäre nach Cayley (Brit. Ass. Rep. 1875, p. 360 ss.) sehr zu wünschen. 

Zusatz (3). Eine Er\veiterung dieses Satzes findet sich bei Jordan (Traitö p. 96): Ist 
wieder m=p^q''r^ . . . . so ist die Anzahl der verschiedenen Weisen, ^ Zahlen <C^w zu bestimmen, 
deren grösster gemeinschaftlicher Theiler prim zu m ist: 

i'»' ^1 = '«' {' >-.) {' -^H'-^^-- 

*) ..Quas (solutiones), si Anglia aut Gallia Bellica et Celtica non dederint, dabit Gallia Narbonensis", sagt 
Fermat in Bezug auf die ersten beiden Fragen, Wcihrend Wallis die dritte Frage stellte ..als einen Versuch, ob Herr 
Feimat das Geheininiss seiner eigenen beiden Fragen vollständig verstanden habe''. 
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Ist also fi — p — X — . . , z=z t^ so ist auch [m, q] == [p, g] [(/. ^1 . . . Ist insbesondere m=p, so wird 
[w, ^]=i>c> 1. 

4. Die in 3, bezeichnete Punktion (f> hat die folgenden Eigenschaften: 

(a) Ist m=: a-i. . . i ein Produkt beliebiger Zahlen, die aber relativ prim zu einander 
sind, so hat man nach Poinsat {LUmviUe^ J. 1845, p. 43): 

(p[m) == if>{a) qj(b) . . . g){l). 

Zusatz. Da (f{2) = 1 ist, so ist also auch (p(2m) = (f{m). 

(b) Bezeichnet man die Theiler einer Zahl m (d. h. 1 und m einschliesslich) mit d^. d^, 
dg ... , so ist die Zahl selbst 

m = (p{di) + (pid^) + y(dg) + . . . 

Zusatz. Einen einfachen Beweis dieses Satzes gibt Poimot in LiouviUes J. (1845, p. 42). 

5. Die Theiler der Fakultät m ! = 1 •2-3 . . . m erhält man durch folgenden Satz Legendrcs 

tYl fix f)t 

(I p. 10): Sind m', m'\ m"\ ... die grössten in — , — , -5, . . . enthaltenen ganzen Zahlen, wo p eine 

beliebige Primzahl bedeutet, so ist ^>"*' ^"*"^"*"-^ die höchste in der Fakultät m! aufgehende Potenz 
von p, mit anderen Worten, p ist (w' + m" + . , .) mal in der Reihe der natürlichen Zahlen von 
1 bis m als Theiler vorhanden. 

Zusatz (1). Gauss (art. 41) gibt den Satz für den besonderen Fall m=p und folgert aus 
demselben die Congruenz (art. 51): 

(2Ury = 2ul (mod i>), 

in welcher der Fennaf sehe Satz (s. unten V. 3.) als besonderer Fall enthalten ist, wie sich für 
w — 1 sogleich ergibt. 

Zusatz (2). Stellt man die Zahl m in folgender Form dar, wo die Coefficienten kleiner 
als p sind 

m = ^i?« + Bp^ + Cpy + 

so lässt sich der oben envähnte Exponent von 2^ darstellen durch 

, . „ . m — A- B - C - . . . 

m' + m -!-... = . 

p -\ 

So findet Legendrc aus der Zerlegung 

1000 rr: 2« + 2^ -f 2^ + 2« + 2-> + 2^ 
dass der Divisor 2 in der Reihe von 1 bis 1000 im Ganzen (1000 - (3) mal vorkommt. 

6. Eine erweiterte Definition ^er Funktion (f{m) besteht darin, dass man die Anzahl der 
Zahlen von 1 bis m, welche durch keine der ^ ersten Primzahlen 

Pi = 2, p^ = 3, i>3 = 5, . . . pi 

theilbar sind, mit y (m, i) bezeichnet. Meissd (Math. Ann. Bd. 2) gibt für dieselbe die Recursions- 

formel, in der m, die grösste in dem Bruche — enthaltene ganze Zahl bezeichnet: 

(f[m, i) ~ (f>[m. i - 1) -(f{mi, i 1). 
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IIL Hauptstilck. 

Form und Anzahl der Primzahlen. 

L Ein analytischer Ausdruck zur Darstellung der Primzahlen ist bis jetzt 
noch nicht gefunden. Legendre (I, p. 13) beweist nur, dass eine Potenzreihe nicht im Stande 
. sei. die Primzahlen eindeutig darzustellen. 

Zusatz (1). Waring (Med. Alg. p. 380) findet in diesem Mangel eines analytischen Ausdrucks 
die Hauptschwierigkeit bei allen Beweisen der Zahlentheorie. Etder forschte vergebens nach dem 
Gesetze der Primzahlen und findet es dem mathematischen Forscher ebenso entrückt wie die 
Quadratur des Kreises. (De numeris valde magnis, N. C. Petrop., t. 9, p. 99). Auch Legendre 
(I. p. 14) gibt alle Hoffnung auf, dass dieses Gesetz je dargestellt werde. Als besonders 
wünschenswerth betont er (I, p. 334) die Entdeckung einer Regel, durch welche man entscheiden 
könnte, ob eine Zahl prim sei oder nicht. 

Zusatz (2). Eider und Legendre geben viele Kennzeichen der Primzahlen an, unter anderen 

die Formel a;*=ta; + 41, welche fiir die ersten 40 Zahlen, die sich aus x' = 0,1,2 bilden 

lassen, lauter Primzahlen liefert {Eider, Berlin. Hist. 1772 p. 35—36); ebenso sind die 17 ersten 
durch x^ + X -{- 11, und die 29 ersten durch 2x^ + 29 dargestellten Zahlen Piimzahlen. Fermat 

hatte gemeint, alle Zahlen von der Form 2^' + 1 seien Primzahlen, allein Etder (N. C. Petrop., 
t. 1, 1747—48, p. 33) zeigt, dass diese Formel schon fiir a;=:5, oder fiir die Zahl 2^^ + 1 nicht 
mehr richtig sei, indem diese den Faktor 641 enthalten. (Vergl. Gauss' Disq. Arithm. art. 365.) 
Allgemeinere Kennzeichen gibt Eider in den Petersburg. N. A. (t. 14, 1778, p. 11 : Methodus 
generalis numeros quosvis satis grandes perscrutandi utrum sint primi necne). Eine Erweiterung 
der -Ewfer'schen Methode geben Teliebiclief (in LimviUe's J. 1851, p. 257) und SeeHwff (im Amer. J. 
of Math., vol. 7 und 8). 

^^ • 

2. Relative Primzahlen lassen sich nach Poinsot (Liouviüc's J. 1845, p. 43—44) durch 

folgende allgemeine Formel darstellen. Es sei die Zahl ni = U'b-c . . . in Faktoren zerlegt, welche 
relativ prim zu einander sind. Dann ist der allgemeine Ausdruck aller Zahlen, die relativ 
prim zu m sind: 

l^ — X -\- -f-y -] — ^ + ... (mod m), 

wo die ganzen Zahlen x,y,js^,,.. bezüglich kleiner als, und prim zu a, 6, c, . . . sind. Die Anzahl 
der verschiedenen /<Cw> ist offenbar y(a) (p{b) y(c) . . . (vergl. oben H, 4.). 

Zusatz (1). Paimot gibt seiner Formel nicht diese allgemeine Gestalt, allein sein Beweis 
lässt sich unmittelbar auf obige Formel anwenden. 

Zusatz (2). Dieselbe Fonnel wurde schon von Etder (C. Petrop., t. 7, p. 46, 1734—35) 
gegeben zur Lösung des Problems, eine ganze Zahl / zu finden, welche bezüglich durch «, i, c, . . . 
dividirt gegebene Reste übrig lässt. Man hat nur für .r, f/, r, . . . geeignete Vielfache der verlangten 
Reste zu wählen. (Vergl. Cauchy, Exerc. 1844, t. HE, p. 148.) 

3. Man kann die Primzahlen >a nach Vielfachen von a in Klassen theilen von der 
Form ax + 6, wo b positiv, kleiner als und prim zu a ist. Die Anzahl der Klassen ist dann (p(a), 

Zusatz. So kann man die Primzahlen >6 nach dem Modul 6 in die beiden Klassen 
theilen ßx + 1 und 6^ + 5, die Primzahlen >8 oder >>12 in je 4 Klassen, die Primzahlen >60 
in 16 Klassen u. s. w. {Lcgetidre I, p. 15—16). 

4. Die Anzahl der Primzahlen ist unbegrenzt. Einen Beweis dafür gibt I^egendre 
(I, p. 14). Diricidct hat den ersten strengen Beweis geliefert (Berlin. Abhandl. 1837), dass jede 
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unbegrenzte arithmetische Reihe, deren erstes Glied und Differenz ganze Zahlen ohne 
gemeinschaftlichen Faktor sind, unendlich viele Primzahlen enthält. Ebenso liefert jede primitive 
quadratische Form eine unbegrenzte Anzahl von Primzahlen. (Dirichletf Berlin. Abhandl. 1840, 
und Weber, Math. Ann. Bd. 20.) 

Zusatz. Vergi. oben !• Zusatz (2) die quadratischen Formen Euler ^ und Legendrc's. 

5, Die Anzahl der Primzahlen zwischen bestimmten Grenzen ist trotz vielfacher 
Versuche noch nicht durch eine independente Formel dargestellt. 

Gauss, untersttizt durch Gcidschmidi, fand durch wirkliche Abzahlung innerhalb der drei 
ersten Millionen, dass die Häufigkeit („Frequenz") der Primzahlen nahezu dem Logarithmus 
umgekehrt proportional sei, dass also die Anzahl aller Primzahlen näherungsweise durch den 

C dx 
Integrallogarithmus I j — ausgedrückt werde. (Brief an EnJce, Werke n, S. 444.) 





X 



Zusatz (1). Legendre (11, p. 65) gibt die Formel -j-. 7775* ^^ ^^® Constanten näherungs- 
weise -4 = 1, jB=: — 1,08366 sind, aber die Fehler auf die Dauer nicht zu verkleinem vermögen. . 
Glaisher (Proc. Cambr. Phil. Soc. vol. 3, p. 296) berechnete die Constante B fiir wachsende x und 
zeigt, dass sie sich der Grenze — 1 nähern müsse. 

Zusatz (2). Auch Enke theilt in einem Briefe an Gauss (4. Dez. 1849) eine Formel mit 

2lffT 

Qß p. 

K 10, die aber grössere Abweichungen zurücklässt als die Gati^^'sche (s. Werke n, S. 445 und 521). 



lg ^ 



6, Tcliebkhef gibt zu demselben Zwecke folgende Näherungsformel in den Pötersb. M6m. 
(t. 6, 1851; abgedruckt in LiouviUes J. Bd. 17, 1852; vergL Serret, Alg. 11, S. 188): 

Bezeichnet m die Anzahl Primzahlen p > l und ^ L, wo / und L beide >> 1 vorausgesetzt 

werden, so hat man 

w lg 1<:&(L) -- ^{l)< m lg L. 

Für die Funktion ^{z) = lg {pi p^ p^ jt>. ^ js) findet Tchchichef zwei Grenzwerthe. welche 

in obige Formel eingesetzt liefern: 

+ 1 (21gZ + 31gO + 5. 

-| (3 1gZ + 21gO -5. 
wo A den Näherungswerth bezeichnet 

X = lg 2''. . 3''. . 5Vs _ lg 30'/«, = 0,92 129202 . . . 

Zusatz (1). Nimmt man filr l den folgenden Werth mit dem unbestimmten Parameter /;: 

, 5 -. .yj 25 , r- 5 /25 , ,\ , r ^5 

SO liegen zwischen / und L immer mehr als k Primzahlen, also für h — O wenigstens eine. 

Es liegt also immer wenigstens eine Primzahl zwischen je zwei Zahlen von der Form 
n (> 3) und 2 w — 2. 

Zusatz (2). Sylvester (Amer. J. of. Math. vol. 4, 1881) hat die obere und untere Grenze für m 
durch Wiederholung der Näherung einander noch näher gebracht. 

7. Rietnann (Berlin. Monatsb. 1859, Werke VII, S. 136) fügt dem Gauss'schen Integral - 
logarithmus (s. oben 5.) eine Summe von Verbesserungsgliedern bei. 
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Bezeichnet }p{x) die Anzahl der Primzahlen von 1 bis x, wo aber x selbst keine Primzahl 
sein soll, so kann man setzen: 

wo r ==: 1, 2, 3, . . . wächst bis die Glieder der Reihe verschwinden, und wo m der Reihe nach die 
durch kein Quadrat theilbaren Zahlen bedeutet, endlich (i die Anzahl der Primfaktoren von m ist, 
so dass in erster Annäherung ip=^f. 

Die Funktion /"berechnet Riemann mittelst der Hilfsfunktion (s, Th. d. Reihen, IV, 8.): 



fc» = //jl 



1\-^_,1 



p'j n'' 

worin p alle Primzahlen und n alle ganzen Zahlen sind. Darin mag s=: a + ih complex sein, nur 
muss a > 1 bleiben. Es wird 



a — "SO i 

= Liix)--^\Li[x^-]-, 



(0). 



In dieser Summe sind für a sämmtliche positive Wurzeln der Gleichung 5(a) = ihrer Grösse 
nach geordnet zu setzen; die Gleichung selbst findet man aus 

Zusatz (1). Die erste Annähenmg ip(x)=i Li[x) gibt also die Anzahl der Primzahlen im 
Allgemeinen zu gross, wie auch Gauss und Goldschmidt {Gauss' Werke 11, S. 438) bei wirklicher 
Abzahlung bis x^=^^ Millionen gefunden haben, 

Zusatz (2). Rie^nann findet für die Derivirte näherungsweise 

igX a Vx lg X 

und schlägt vor, bei einer neuen Zählung der Primzahlen den Einfluss dieser periodischen 
Glieder auf die Dichtigkeit der Vertheilung zu untersuchen. 

8, Meissd (Math. Ann. Bde. 2—3, 1870—71) gibt folgende successive Berechnungsmethode: 
Bezeichnet wieder ^(w) die Anzahl der Primzahlen von 1 bis w, und setzt man die folgenden 
Zahlen als berechnet voraus: 

so findet man für die Anzahl der Primzahlen in dem Intervalle von 1 bis w, wenn s=^\, 2, . , . (i 
gesetzt und die Bedeutung von (p in n, 6, beibehalten wird: 

ip{n) = y(w, m) + m{fi + 1) + i^ (^ - 1) — 1 - v^ l_JL 

Zusatz. So findet Meissd die Menge der Primzahlen innerhalb der ersten hundert Millionen 
der natürlichen Zahlen gleich 5761460. 
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IV. Hauptstück. 

Arithmetische Congruenzen. 

Vorbemerkung (1). Der Name Congiiienz mit dem Zeichen? ^ wurde von Garns in 
seinen Disquisitiones Arithm. (1801) eingeführt. Bevor die Gauss'sche Bezeichnung in allgemeinen 
Gebrauch kam, wurden die Congiiienzen als Diophantische Gleichungen behandelt, z. B. von 
Eidcr in den Petersburg. Comment., von Lag^rangc in den Berlin. M6ra. (1767) und von Legcndrc in 
seiner Theorie des Norabres (1880). Catwhy bedient sich in seinen Exercices des Ganss sehen 
Zeichens, nennt die Congioienzen aber „Aequivalenzen*' und den Modul „Divisor". 

Vorbemerkung (2). Die Unterscheidung der Congmenzen in arithmetische und alge- 
braische, je nachdem der Modul eine arithmetische Zahl oder eine algebraische Punktion ist, 
stammt von Cauchy (Exerc. 1844, t. EI, p. 88). Gauss (art. 25) hingegen theilte die C'ongioienzen 
mit arithmetischem Modul, je nach der Form der Residuen, in algebraische und transcendente, 
und die ersteren wieder, je nach der höchsten Dimension der Unbekannten, in verschiedene Grade. 
Eine Theorie der transcendenten Congruenzen besteht noch nicht. 

1. Definitionen. Zwei positive oder negative ganze Zahlen, deren Unterschied durch 
eine dritte ganze Zahl ohne Rest theilbar ist, heissen congruent oder äquivalent nach dieser Zahl. 
Ist z. B. a b ein Vielfaches von m, so schreibt man nach Gauss: 

a^h (mod m). 

Dabei heissen a und h Residuen oder Reste und m der Modul. 

Zusatz (1). Es ist also immer a^a (mod;;;), und allgemeiner ^a + ;;;/j (mod ;;;). 

Zusatz (2). Jede Zahl hat nach dem Modul m einen und nur einen Rest in der Reihe 
0, l,...(;;^ -1), und ebenso in der Reihe 0, l. . . . {m 1). Diese beiden Reste werden die 

kleinsten genannt, und derjenige von ihnen, w elcher <; i r^ >>^ der absolut kleinste (Gauss, 

art. 4). Congruente Zahlen haben immer dieselben kleinsten Reste, incongmente aber verschiedene. 

Zusatz (8). Hoffmann (Math. Ann. Bd. 20) hebt die geometrische Bedeutuiig des Ausdmcks 
Congruenz hervor, indem er die Potenzreste der Primzahlen mit der Kreistheilung in Verbindung 
bringt. Eine ähnliche Auffassung findet man auch in Gau^s' Disquis. Arithm. (Sectio VII). wo 
alle Winkel nach der Peripherie congruent genannt werden, deren Unterschied durch diese 
Peripherie theilbar ist (art. 863). 

2. Die Addition und Subtraktion von Congruenzen mit gleichem Modul geschieht wie 
bei Gleichungen: 

A^a (mod ;;;), B^h (mod ;;;). etc. 

A zizBzt:...^azkh:iz... (mod m). 

ä. Die Multiplikation und Potenzirung von Congruenzen mit gleichem Modul geschieht 
wie bei Gleichungen. Für das Beispiel in 2. ist also 

A'B' . . . ^ a • /> . . . (mod ;;;); .4" ^ a*» (mod ;;;). 

Zusatz (1). Man darf also jede Congi-uenz mit einer beliebigen ganzen Zahl multipliciren, 
z.B. Ah^ak (mod m), 

Zusatz (2), Mit diesem Satze bew^eist man. dass («" />") durch [a h), und dass 
(ß2n i'in^ uj|(j (ß2n-ri _|_ j;2« f 1^ durch (a + b) theilbar sind. Mittelst der ersten Ponnel kann man 

die Differenz (a" 1) leicht in ihre Primfaktoren zerlegen. 
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Zusatz (8). Die Sätze 2. und 3. lassen sich so zusammenfassen: Ist f[x,y,.,.) eine ganze 
rationale Punktion mit ganzzahligen Coefficienten. und ist wieder 

A^a (mod m), B^h (mod m), etc., 
so ist auch 

f(A, i/, . . .) ^/'(«, i, . . .) (mod m), 
Zusatz (4). Daraus folgt weiter für Gleichungen mit ganzzahligen Coefficienten 

.r" + Ax''-^ + i/a"-2 4* . . . =: oder X = 

der Satz: Kann die Congruenz X^ü nach keinem Modul befriedigt werden, so hat die Gleichung 
X=0 keine ganzzahlige, also auch keine rationale Wurzel. (GausSj ärt. 11.) 

4. Division. Man darf eine Congmenz A^^a (mod m) durch eine andere B^h (mod w?) 
dividiren, wie bei Gleichungen, vorausgesetzt, dass B und h prim zum Modul sind und dass bei der 
Division keine Bi-tiche eingeführt werden. 

Zusatz (1). Man darf also auch jede Congruenz mit einer ganzen Zahl dividiren, w^elche 
prim zum Modul ist. w^enn dadurch keine Brüche eingeführt werden. 

Zusatz (2). Ist aber d der grösste gemeinschaftliche Divisor zwischen n und w, so folgt aus 

An^an (mod m) nur ^^ajmod -A. 

5. Aus obigen Sätzen folgen die besonderen: 

(a) Ist in Bezug auf denselben Modul 

a ^ />, h ^ r, so ist auch a ^ c. 

(b) Ist a^h (mod m-n), so ist auch 

ö=fe (mod m) und a^h (mod u). 

(c) Ist ö = ?> (mod m), und (mod w), und (mod r) u. s. w., so ist auch a = h (mod il/), wo 
M das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von w, n, r, ... ist. 

Zusatz. Mittelst dieser Sätze beweist man leicht die bekannten Neuner- und Elfer- 
Proben. [Ueis, Aufgabensamml. 1882, S. 281, No. 5 und ß.) 



V. Haiiptstück. 

Restsysteme. Sätze von Fermat und Wilson. 

1. Ein vollständiges Restsystem oder ein vollständiges System incongruenter 
Zahlen in Beziehung auf den Modul m nennt man jede Reihe von m unmittelbar aufeinander- 
folgenden Zahlen, z. B. 

0, 1, 2, ;}, . . . (m - 1), 

weil sie alle Reste des Modul w darstellen. Man theilt das ganze Zahlensystem in m Klassen, 
von denen jede einem und nur einem Reste congruent ist. 

Zusatz (1). Diese Klassen spielen in Bezug auf den Modul die Rolle einer einzigen 
Zahl, indem man jeden Summand oder Faktor in einer ('ongruenz durch eine beliebige Zahl der- 
selben Klasse ersetzen kann. 
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Zusatz (2). Alle Zahlen derselben Klasse haben denselben grössten gemeinschaftlichen 

Divisor mit dem Modul m, und zwar ist y (^ die Anzahl der Klassen; die d zum grössten 

gemeinschaftlichen Theiler mit m haben , also q (w) die Anzahl der Klassen , die prim zu m sind 
(U, 3. Zusatz (D). 

2. Ist a prim zu m, so ist 

0. a, '2a, iia, . . . (m \)n, 

und folglich auch 

c. r + a, c + 2a c + (m 1) a 

ein vollständiges Restsystem. Ist also a prim zu m und setzt man m c + ax für x nach- 
einander alle Glieder eines vollständigen Restsystems, so erhält man wieder ein vollständiges 
Restsystem oder ein System incongruenter Zahlen. 

Zusatz. Diese so gebildeten Restsysteme haben aber im Allgemeinen eine andere Reihen- 
folge als das eingesetzte Restsystem. 

3. Fermat-Uuler^ scher Satz. Sind a und m relative Primzahlen, so ist stets 

a'pon)^ 1 (mod m). 

Zusatz (1). Ist m—p^'-q^-r^... durch seine verschiedenen Primzahlen ausgediUckt, so 
kann man obige Forniel nach II, 3. vollständig ent\vickeln. 

Zusatz (2). Ist m eine Primzahl =- 7>, so erhält man den einfachen Fenmf sehen Satz 
(Opera Math., Tolosae 1079; vergl. Gauss, art. 50): 

a''-' ^ r(mod p)\ (a durch p nicht theilbar). 

Schreibt man diesen Satz in der Form 

a^ ^ a (mod ^y), 

so ist die Bedingung, dass a durch p nicht theilbar sei. selbstverständlich. Fermat hat keinen 
Beweis seines Satzes veröfTentlicht. Der erste wurde von Faler (Comm. Petrop. t. 8, p. 148. 1786) 
mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes gegeben, und ein zweiter (N. C. Petrop. t. 7, p. 70) mit Hilfe 
der kleinsten Residuen, der sich auch bei Gauss (ait. 49) findet. (Vergl. oben II, 5. Zusatz U)). 
Auch lAimhert hat einen Beweis gegeben. 

Zusatz (8). Ist }) eine ungerade Primzahl, so kann man den Fennaf^ sahen Satz auch so 
schreiben 



- 0'- 1) 

a " 1 



I 
a- +1 



(mod y>), oder a - ^i ± 1 (mod p). 



4. Wilson-GuHss' sQhev Satz. Bezeichnet P das Produkt der (f(m) Zahlen, welche prim 
zu m und kleiner als m sind, so ist (Gauss, art. IH): 

r=± \ (mod nt), 

d. h. P^ 1. wenn m die Potenz einer ungeraden Primzahl oder das Doppelte einer solchen 
Potenz oder =4 ist. In allen übrigen Fällen hat man P^ -f- 1. 

Zusatz (t). Ist /> eine Primzahl, so sind die (f (jj) Zahlen die folgenden 

1 . » . < ) p 1 . 

und obiger Satz geht über in den von Wilson (s. Wariuf/y Med. Alg. 1782. p. 880): 

1 .2.8. . . (7> 1)= 1 (mod p). 

Derselbe lässt sich umkehren, indem aus obiger Kongruenz folgt, dass 7> eine Primzahl 
ist. Denn sobald p keine Primzahl ist, hat man offenbar 

1.2.8... (p l) = ()(mod p). 

Doch ist dieses Kriterium zur Unterscheidung der Primzahlen nicht geeignet. 



•I* 



a 
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Zusatz (2). Weder Wilson noch Wariny waren im Stande, den Satz zu beweisen. Dies 
gelang ei-st Laurnnge .(Berlin. M^in. 1771) und dann Euler (Opusc. anal. t. 1, p. 329, Petrop. 1783) 
und Gauss (art. 77). Der Gau^s^ohe Beweis stützt sich auf die von Euler sogenannten „Gefährten" 
(socios). welche säraratlich <Zp, und zu 2 und 2 multiplicirt ^ 1 sind, wie z. B. für den Modul 
^?=18 die Produkte 2-7, 3-9, 4-10. 5-8, 6-11. Einen neuen Beweis gab später Arndt in 
Creüe?^ J..(Bd. 31, S. 329) und eine Erweiterung Mitchdl im Amer. J. of Math. (vol. 3, 1880). 

Zusatz (3). Ijagranye (a. a. 0.) beweist auch noch als CoroUar, dass die Summe ITi^irny + 1 
durch Primzahlen von der Form 4m + 1. und die Differenz n(2m 1)^ 1. durch Primzahlen von 
der Porni Am 1 theilbar ist. 



VI. Hauptstück. 

Auflösung der Congruenzen. 

1. Definitionen. Wenn f{x) = %x'' + a^x''-^ + • . • ein ganzes rationales Polynom ist, 
so nennt man die verschiedenen zwischen Null und m liegenden ganzen Werthe von x, 
welche /*(./) durch m theilbar machen, Wurzeln der Congmenz /'(j:) ^ (mod m). Jede Wurzel 
liefert unendlich viele Werthe. welche dei* Congruenz genügen; indem man zu derselben beliebige 
Vielfache des Moduls addiit. Alle diese Werthe sind zu einander congruent. gehören also derselben 
Klasse an und werden als eine einzige Wurzel betrachtet. 

Zusatz (1). Eine Congruenz heisst identisch, wenn alle ihre Coefficienten durch den 
Modul theilbar sind. 

Zusatz (2). Man kann alle Coefficienten einer Congruenz kleiner als den Modul machen, 
ja sogar kleiner als den halben Modul. Ist nämlich F(x) ein ganzes Polynom mit unbestimmten 
Coefficienten. so kann man obige Congruenz auch so schreiben: 

t\x) + w . i^V) = <) (inod m) 
und dann die unbestimmten Coefficienten so bestimmen, dass der Bedingung genügt wird. Ebenso 
kann man den Coefficienten der höchsten Potenz immer gleich Eins, und trotzdem die Coefficienten 
aller übrigen Glieder zu ganzen Zahlen machen, indem man die Congruenzen löst: 

- ^ A.. —^A^, etc.. (mod p). 

«n % 

Zusatz (3). Den Grad des Polynoms /'(/) kann man nach dem Fernfat'Eider'schen Satze 
immer kleiner als (f(m) machen, also, wenn der Modul eine Primzahl^; ist. immer kleiner als ^>—l. 
{Ckturhff, Ex. 1S29, IV. p. 253—254.1 

2. Pundamentalsatz. Eine Congruenz )itvn Grades mit Primzahlmodul hat 
höchstens u nicht congruente Wurzeln. 

Zusatz (1). Dieser Satz wurde zuerst von Eukr (N. C. Petrop., t. 18, p. 93, 1773) für 
binomische Congruenzen bewiesen, dann allgemein von Layranyc (Berlin. M6m. 1768. p. 192), von 
Leyendre (Paris. Möm. 17S5, p. 40(51. von Gauss (art. 43) und Caachi (Ex. 1829. IV. p. 218). Nach 
Gauss ist der Etdcr'^ohe Beweis so allgemein, dass er allen C'ongruenzen angepasst werden kann. 
Die Anzahl der incongmenten Wurzeln kann man in jedem Falle durch einen der beiden folgenden 
Zusätze ermitteln. (Cauchi, Ex. 1829. W, p. 253—204). 

Zusatz (2). Da nach dem /^frma/'schen Satze die Congruenz 

t\x) — .r''- ' — 1=0 (mod p) 
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immer ^—1 incongruente Wurzeln hat, so liefeit der grösste gemeinschaftliche Theiler derselben 
und irgend einer anderen gegebenen Congruenz f\(x)^0 (modjj). deren Grad kleiner ist als i>, alle 
Wurzeln der letzteren. Man bilde nämlich die Congruenzen 

f= Qt\ + /;, /; =QJ. 4- /i, etc., (mod p). 

indem man in jedem Reste alle Vielfachen von^> unterdiückt, feinei* den ersten Coefficienten 
gleich Eins und alle andern Coefficienten zu ganzen Zahlen macht. (Vergl. 1. Zusatz (2).) 

Zusatz (3). Ist wieder, die Congiiienz t(^)^{) (moA p) gegeben, deren Grad n<Cp. 
d. h. kleiner als ihr Primzahlmodul ist, so lässt sich dieselbe, wie man aus dem Taylor »cheix 
Lehrsatz erkennt, dann und nur dann auf die Form bringen 

f'(x) = {x aY(f(x). 

worin ^'^0 höchstens w -.r Wurzeln hat. wenn gleichzeitig folgende Congruenzen bestehen: 

f(a) = 0, f\ä) = 0, ... f'^'-'^(a) = (mod p). 

Zusatz (4). Galois (LwuviUes J. 1846, p. 399 und 405) schlägt die Einführung imaginärer 
Congruenzwui-zeln vor, um die Anzahl Wurzeln genau gleich dem Grade zu machen, ähnlich wie 
bei Gleichungen. 

3. Allgemeine Auflösungsmethoden besitzt man bisher nur für binomische Congruenzen 
und jene, welche sich auf binomische zuiückführen lassen, d. h. solche ersten und zweiten Grades. 

Zusatz (1). Cauchy (Ex. 1829, IV. p. 279 ss.) behandelt die besonderen Congi-uenzen dritten 
und vierten Grades mit Primzahlmodul, welche bezüglich drei und vier incongruente Wurzeln 
haben. Die Auflösung der ersteren führt er zuillck auf diejenige von zwei quadratischen und 
einer binomisch cubischen Congruenz, und die letzteren auf die Auflösung einer cubischen und 
zweier binomisch quadratischen Congruenzen. 

Zusatz (2). Ueber arithmetische Congruenzen höherer Grade mit Primzahlmodul stellt 
Schvenemunn {CreUe^J. Bd 31, p. 269) mehrere Sätze zusammen, in denen er „die Gmndzüge einer 
allgemeinen Theorie der Congruenzen höherer Grade"* erblickt. 

Zusatz (3). Die Auflösung der unbestimmten Gleichungen siehe unten in der Theorie 
der Gleichungen am Schluss. 

4. Quadratische Congruenzen mit mehreren Unbekannten wurden behandelt von 
Jordan [Traitcy p. 159—160). Er unterscheidet die beiden Fälle einer geraden und einer ungeraden 
Anzahl von Unbekannten: 

(a) a^x\ + a^j\ + . . . + f',,,,*^^» — '"^ (^^^^' i^^- 

(b) n^x\ + a,.vi + . . . + ^^n-M'4« r 1 — '•' (^"ö^* ^^>' 

wo die Cüoefficienten nicht durch p theilbar sind, und dillckt die Anzahl Lösungssystemo durch 
das Lcf/endref^che Symbol aus. 



VII. Haupt stück. 

Congruenzen ersten Grades. 

Vorbemerkung. Die lineare ('ongi-uenz ui + h^i) (moA m) ist immer lösbar, w(Min 
a und w prim zu einander sind. (Gauti.s, ait. 2().) 

1. Erste Auflösungsmethode. Die erste allgemeine Methode stammt nach lAKjrauyv von 
Bacltet de Mf'zirinc (Problemes plaisans et d^lectables. 1024). Euler (Comm. Petrop. t. 7, p. 4(5) bringt 
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dieselbe in einen übersichtlichen Algorithmus, der sich auch bei Lagrange (Oeuvres, t. 7, p. 94) und 
Gauss (art. 28) findet. An letzterem Orte ist die Congruenz auf die Poim gebracht ax = hyiiz 1 , 
so dass b jetzt den Modul vorstellt. Man bildet die Gleichungen 

a=^ ah + c, h=: ßc + d, c=: yd + e, etc. bis m =i jttw + 1, 

so dass a, ß. y, . . . fi und a, b, c, . . . m positive ganze Zahlen sind, von denen die letzteren fort- 
während abnehraeh, also a > 6 > c > . . . >> m. Setzt man nun zur Abkürzung 

A = a = [«], B = ßA^-\^[a, ß]. C=rB + Ä = [a, ß, yl B = SC + B = [a, ß, y) d], etc. 

und setzt x = [fi, ... ;', ß], g=[fji. ... ß. a]. so hat man ax = by iki, je nachdem die Anzahl der 
Grössen a, ß, . . . jii, w, gerade oder ungerade ist. 

Zusatz. Für den Fall [j = a hat man x= 1. 

a 

2. Zweite Methode nach Lagrange. Entwickelt man it — in einen Ketten bruch und 

m 

bezeichnet den vorletzten Nähern ngswerth mit — ^ (der also - gerade vorangeht), so wird die 

C'ongrueny ax + b^O (mod w) befriedigt durch alle Werthe 

x^ =t m'i(modm), 

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem die Anzahl der Nenner des Ketten- 
bruches gerade oder ungerade ist. Von diesen Weithen ist nur ein einziger X(^<Cfn und kann 
nach Gauss (aii*. 81) durch den symbolischen Bruch bezeichnet werden: 

^0 ^ - (mod m). 

3. Dritte Methode. Entwickle zb - in eine Kettenreihe zur Basis a, ohne den Binach 

m 

aufzuheben. Der Rest b muss dabei nothwendig einmal auftreten. Bezeichnet man den, welcher 
b unmittelbar vorhergeht, mit ?/, so wird die Congruenz ax + b^O (mod m) befriedigt durch 

x^±b' (mod /w), 

wo über das doppelte Zeichen durch Einsetzen der Wurzel in die Congnienz entschieden werden kann. 

4. Vierte Methode. Multiplicirt man die gegebene Congruenz mit der Formel des 
Fermaf sehen Satzes (V. 3.), so erhält man als Auflösung von ax + b^O (modm) die Wurzel 
(s. Poinsot in LiouviUes J. 1845, p. 59): 

x^ ba'P^"*^-^ (mod m). 

Zusatz (1). Die dritte Methode ist weitläufiger als die zweite und die vierte fühlt hohe 
Potenzirungen ein, sobald der Modul gross ist. 

5. Weitere Methoden sind die geometrische von Poinsot (LiouviUes J. 1845, p. 55) 
mittelst eines Polygons von m Ecken, die Gauss'sche mittelst Indices (s. unten XI, 3.) und die voii 
Cauchy (Ex. 1841, 11, p. 33) mittelst seiner Indicatoren-Tafel, welche in einer Erweiterung der 
Methoden von Libri^ Binet und Poinsot besteht, aber die Auflösung einer binomischen Conginienz 
j;" — 1 ^ (mod m) erheischt. 

6. Haben a und m den gemeinschaftlichen Theiler d, so ist die Congruenz 
ax ^ b'=iO (mod m) nicht lösbar, wenn nicht auch b denselben Theiler hat. In letzterem Falle 
schreibt man 

Die Auflösung geschieht nach 1. Findet man die Wurzel x^, so ist x^x^^ (mod -j , also 

hat die gegebene Congruenz d verschiedene Wurzeln, welche nachdem Modul m incongruent sind: 

m 2 m d — 1 
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7. Ist der Modul eine zusammengesetzte Zahl, so lässt sich die Rechnung vereinfachen. 
Es sei aber wieder m prim zu a. 

(a) ax + h^O (mod w). 

Zerlege m = w, ^Wjj m., ... in beliebige Faktoren, dann muss auch sein ax + ?>^0 (mod w?i). 
Ist ihre Wurzel = a, so ist x =^ a + m^ y. Dieser Weith in (a) eingesetzt gibt, wenn man durch m^ 
dividirt. 

(b) ay + i, ^ (mod m^ • m.^ . . .). 

Ist ß die Wurzel der Congruenz ay + \^0 (mod ///j) und setzt man y=ß + m^z in (b) 
ein, so kommt nach Division durch w?„: 

(c) az + b^^O (mod m^ . . .) 

u. s. f. Schliesslich erhält man die Wurzel von (a) durch Auflösung der linearen Gleichungen: 

x — a-\- m^y, y = ß + n^z, etc. 
Zusatz. Ein ausführliches Beispiel gibt Gauss (art. 30). 



VIII. Hauptstück. 

Simultane Congruenzen. 

Vorbemerkung (1). Eine Theorie der simultanen Congruenzen besteht bis jetzt nur für 
den ersten Grad. 

Vorbemerkung (2). Nach der in der Diophantischen Analyse gebräuchlichen Ausdinicks- 
weise wird ein System von 2, 3, ... Congruenzen als doppelte, dreifache. . . . Gleichheit bezeichnet 
(s. Layranyc, Oeuvres, t. 7, p. 115). 

1. Simultane Congruenzen ersten Grades mit einer Unbekannten. (VerglGauss, art. 32— 35). 
Die Unbekannte n soll den folgenden Congruenzen genügen: 

(1) 71^ «1 (mod /Wi). n == a^ (mod hk), n ^ a.^ (mod m.^). etc. 
Die erste liefert n^a^ -f- w,.r. und dies verglichen mit der zweiten: 

(2) //?! X + («i a^) ^ (mod vh^). 

Wenn der grösste gemeinschaftliche Divisor d^ der Zahlen m^ und m.^ nicht auch in 
(a, - a^) aufgeht, so ist die Congruenz unmöglich. Also 

-~-x -h -—7 — "-^ mod -,- 
d, d, \ d, 

Ist « die Wurzel dieser Congmenz. so ist 

nu . , m, HL, 
x* = a f r-f-y^ also n = a | y — //. 

Dies mit der dritten Congruenz verglichen, liefert 

(3) -^-^- // + {a' a,) = 1) (mod w,). 

Wenn der grösste gemeinschaftliche Divisor cL der Zahlen /w, m.^ : rf, und m.^ nicht auch in 
{a' a.y) aufgeht, so ist die Congruenz unmöglich. Also: 

(Z, d^ • rf. \ d^i 
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Ist ß die Wurzel dieser Congruenz, so ist 

f/ = ß + '-^js, also n = a" + -^,-~^ ^. 

Gelangt man nie zu einer unmöglichen Congruenz, so ei-hält man nach Benutzung der 
letzten Congiiienz einen Ausdruck von der Form 

wo t eine unbestimmte Grösse und ^i das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Moduln 
/;<!. m^ . . . ist. 

Zusatz (1). Das System hat also unendlich viele Lösungen, die aber nach dem Modul ^ 
congruent sind. 

Zusatz (2). Diese Aufgabe findet ihre Anwendung bei Auffindung der Jahreszahl, für 
welche die Goldene Zahl, die Römer-Zinszahl und der Sonnenzirkel gegeben sind. (HeiSj 
Aufgabensamml. 1882, S. 284.) 

2. Wenn alle Moduln m^, m.,, . . . relative Primzahlen sind, so lässt sich die Aufgabe 
in 1. in symmetrischer Fonn lösen. Das System 

H ^ «1 (mod nii), n ^ cu (mod m^). n ^ a^ (mod wi-i). etc. 

hat nämlich die Lösung (Gmus^s, art. 86): 

«^rti/-, + a^r^ + «a/'a + . . . (mod m), 

m =^ Uli • m2 • /Wj . . . , 

/•j ^ 1 (mod >w,), n^l (mod vh). ^3^1 (mod /;?.{). etc. 

r. ^ (mod — . /;, ^ ( mod — , /•,, ^ (mod — , etc. 
\ '"i/ " \ »hl \ »hl 

Zusatz (1). Diese Systeme von je zwei Kongruenzen sind immer möglich, da ihre Moduln 
relative Primzahlen sind, und können nach 1. gelöst werden. 

Zusatz (2). Durchlaufen die Reste «i. a^, «.j ... vollständige Restsysteme (V, 1.) in Bezug 
auf die Moduln mj, m^, ni^ so durchläuft auch n ein solches in Bezug auf den Modul m. 

Zusatz (3). Da man nur ein einziges System von r, . /;., r.^, ... findet, so haben die 
gegebenen Kongruenzen nur eine Wurzel n. 

3. Auflösung von n Congruenzen ersten Grades mit n Unbekannten ((raitss, art. 37): 



.. .1 



Löse die linearen Gleichungen: 

'•l?l + ^'ih + . . . f-nin — (^ 

■ • • • » • • 

Werden nun die gegebenen Congiiienzen beziehungsweise mit Jj. £> • • • ?« multiplicirt und 
sodann addii-t, so ergibt sich 

a.v -f l^{) (mod m), 

wo Kürze halber gesetzt ist: 

In derselben Weise verfähit man hinsichtlich der Unbekannten y.z . . . 
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Zusatz (1). Das neue System von n Congruenzen mit je einer Unbekannten liefert alle 
Lösungen des gegebenen Systems, aber nicht alle Lösungen des ersteren sind nothwendig auch 
Lösungen des letzteren. 

Zusatz (2). Studnicka (Prag. Sitzungsberichte 1875) hat dieselbe Lösung in symmetrischer 
Form dargestellt. Er schreibt die C'ongruenzen in der Gestalt 

I (lTK)d p) 

und bezeichnet den grössten gemeinschaftlichen Theiler der Unterdeterminanten 

(i u. ft 2;ii ö :ji , . . . . 

der Determinante A„ = 2'=ta,, ...a,.« mit /a, und findet schliesslich (vergl. Scott, p. 102): 

4 1 

^— ^Ä= — (m, «'i* + n^ a'n + . . . + M«ö'».i). (mod p), 
f/k fik 



IX. Hauptstück. 

Binomische Congruenzen. Primitive Wurzeln. 

Vorbemerkung (1). Wie oben (VlI. 2.) die Wurzel einer linearen Congruenz ax^h 
durch einen symbolischen Bmch x^ — bezeichnet wurde, so kann man die Wurzel einer binomischen 

H 

C'ongmenz x'^^A durch eine symbolische i*te Wurzel x^VA bezeichnen (Gauss, art. 60). 

Vorbemerkung (2). Die Coefficienten der binomischen Congruenz sollen hier = 1 
vorausgesetzt werden, also die Congruenz in der Form x^^l. Die allgemeinen binomischen 
C'ongmenzen, deren Coefficienten nicht — 1 sind, werden nach Gauss mit Hilfe der Index -Tafeln 
gelöst (s. unten XI, 4.). 

Vorbemerkung (.-^). Die Aehnlichk-eit zwischen binomischen Congruenzen und binomischen 
Gleichungen wird besonders deutlich von (Jaucht/ (Ex. 1829. rv^. p. 217 ss.) hervorgehoben, der die 
entsprechenden Sätze nebeneinander stellt. 

1. Restperioden. Aus dem Fcnmt- Euler i^chon Satze weiss man. dass jede Zahl a, die 
prim zum Modul m ist, wenigstens eine Potenz hat, welche durch den Modul dividirt. den Rest 
Eins gibt. Bezeichnet n die kleinste positive Zahl, für welche 

a"^ 1 (mod )u). 

so sagt man, die Zahl a gehöre zum Exponenten (Indicator) n in Beziehung auf den Modul m 
{Gauss, art. 5:5). Alle übrigen Exponenten von a, welche der Congruenz gentigen, sind Vielfache 
von ;#. (Vergl. unten 3.) 

Zusatz (1). Ist also n bekannt, so findet man die Reste aller höheren Potenzen aus der 

Fonnel {Gatiss. art. 4H): 

a'*' " '^ = ^r (mod ///) . 

so dass die folgenden Reste sämmtlich incongruent zu einander sind: 

a, a^, . . . •«". 

Dieselben bilden zwar kein vollständiges Restsystem (vergl. V. 1.), wohl aber eine 
Restperiode ((jlauss, ait, 4()). 
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Zusatz (2). Der Exponent n wird von Cattchy (Ex. 1841, II. p. 13) als Indicator (nicht zu 
vei'w'echseln mit Index, vergl. unten XI, 1.) bezeichnet. Seine Eigenschaften entwickelt Cauchy a. a. O. 
Zusatz (3). Das Produkt aller Glieder einer Restperiode eines Primzahlmoduls ist: 



und ihre Summe 



^n(«-M) . . uj (w gerade 

a^ ^zp 1, je nachdem ° 

^ {n ungerade 



1 +ö + ... +a«-» =-^^— i = 0, (w>l). 



Zusatz (4). Wählt man für a eine primitive Wurzel (s. 2.) des Primzahlmoduls i>, so 
ist n=2> 1, und die Restperiode besteht aus dem vollständigen Restsystem 1, 2, ... j?> - I. 
Der Zusatz (3) liefert dann den Wilson sehen Satz (Gauss, art. 75 — 79). 

2. Primitive Wurzeln. Die binomische Congiaionz 

xvi^) ^ 1 (mod m) 

hat nach dem Euler' sehen Satze genau ^'(m) incongruente Wurzeln. Diejenigen derselben, welche 
keiner Congruenz von derselben Form und niedrigeren Grades gentigen, welche also zum Exponenten 
oder Indicator (f{m) in Bezug auf den Modul m gehören, heissen primitive Wurzeln der 
Zahl m (Etder), oder auch primitive Wurzeln der Congruenz (Gauss, art. 57). 

Zusatz (1). Für Primzahlen ist ^(2^)=!^ 1. Das Produkt aus allen primitiven Wui'zeln 
einer Primzahl p ist^ 1 (ausgenommen p = 3) und ihre Summe entweder ^0 (wenn p 1 durch 
irgend ein Quadrat theilbar ist) oder ^ ± 1 (wenn ^j 1 das Produkt aus lauter ungleichen 
Primzahlen ist, deren gerade oder ungerade Anzahl bezüglich das Zeichen + oder nach sich 
zieht). (Gauss, art. 80— -81). Eine Erweitening dieser beiden Sätze gibt Arndt in Grelles J. 
Bd. 31, S. 326. 

Zusatz (2). Eine einfache Regel zur Auffindung primitiver Wurzeln gibt Foinsot in 
Liouv'dlcs J. (1845 p. 73). 

Zusatz (3). Eine erweiterte Definition für primitive Wurzeln einer Congruenz besteht 
darin, dass damit überhaupt alle Wurzeln gemeint sind, welche keiner Congruenz niedrigeren 
Grades genügen. (Gauss, ait. 314—315; Cauchy, Ex. 1829 t. W, p. 228; Serret, Alg. H, no. 306). 

3. Indikatoren. Der Exponent, zu welchem irgend eine Zahl a, die prim zum Modul m 
ist. in Bezug auf diesen Modul gehört, d. h. der Indicator der Zahl a in Bezug auf den Modul m, 
ist ein Theiler von y(m). 

Zusatz (1). Cauchy (Ex. 1841, II, p. 20) bezeichnet den grössten aller zu einem Modul m 
gehörigen Indikatoren mit J, Dieser ist höchstens gleich ^ (//?), und immei* dann gleich (f(ni), 
wenn m primitive Wurzeln hat. (Cauchy, a. a. 0. p. 32.) Am Schlüsse seinei* Abhandlung gibt 
Cauchy eine Tafel der grössten Indikatoren J für alle Moduln von 2 bis 1000. 

Zusatz (2). Cayley (Quarterly J. of Math. t. 9, 1867, p. 95) gibt den Entwurf zu einer 
allgemeineren Tafel, welche zu jedem Modul die primitiven Wurzeln, die Indicatoren und 
die Zahl (f'(m) liefert. Die Rechnung ist ausgeführt für die Moduln m - l bis 50. 

4. Die mehreren binomischen Congruenzen 

.r"*^l (mod^;), x'^'E^X (mod^;), .z'"^! (mod^>), etc., 

deren gemeinschaftlicher Modul ;> eine Primzahl ist gemeinschaftlichen Wurzeln sind auch Wurzeln 

der Congruenz 

,c^^ 1 (mod^>). 

wo ö der grösste gemeinschaftliche Theiler von m, n, r, ... ist. 

Zusatz (1). Bezeichnet also ö den grössten gemeinschaftlichon Theiler von n und 
(f.(p) — p 1, so hat die C'ongruenz x''^\ (mod^)) H incongruente Wurzeln, welche der Congmenz 
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x^^l{modp) angehören. Man hat also nur solche binomische Congruenzen zu betrachten, 
deren Grad ein Theiler von i> 1 ist. Eine Reihe besonderer Schlussfolgerungen zu diesem 
Satze gibt (Jauch!/ in seinen Exerc. 1829, IV, (pp. 231—252). 

Zusatz (2). Ist also n ein Theiler von jp 1. so ist die Anzahl incongruenter Zahlen, 
welche zu n gehören, — y(n). Also ist die Anzahl incongruenter Zahlen, welche zu p 1 
gehören, gleich ^> - 1. 

5. Bezeichnet a irgend eine Wurzel der Congruenz: ^"^1 {mod p), deren Grad n ein 
Theiler von p—1 ist, so ist jede Potenz von a (oder ihr kleinster Rest) gleichfalls eine Wurzel 
der Congruenz. 

Zusatz. Von diesen Potenzresten sind höchstens n von einander verschieden. Diese 
n Reste stellen aber nur dann die n Wurzeln der Congruenz dar, wenn sie untereinander incongruent 
sind. Wenn aber überdies a zum Exponenten n gehört, also keiner Congruenz niederen Grades 
genügt, so sind die Reste der n Potenzen 

a, a^, a^, .... a" =: 1 , 

genau die n Wurzel der Congruenz. Diese hat also genau n incongruente Wurzeln, von 
welchen wieder y (w) zum Exponenten n gehören {Camhijy Ex. 1829, IV, p. 222) und die also 
primitive Wurzeln (im weitern Sinne) genannt werden können. Jede derselben hat die Eigenschaft, 
durch ihre verschiedenen Potenzen alle (primitiven und nicht primitiven) Wurzeln der vorgelegten 
Congruenz darzustellen. 

Die Auflösung der binomischen Congruenzen ist also, wie die der binomischen Gleichungen, 
auf die Auffindung primitiver Wurzeln zurückgeführt. 

6. Wenn die Zahlen a, ft, c, ... in Beziehung auf einen Primzahlmodul p zu den Exponenten 

m. n, r gehören, die prim zu einander sind, so gehört das Produkt ahc . . . zum Exponenten 

mnr (Catuihy, Ex. 1829, IV, p. 229). 

Zusatz. Es sei p— 1 = 2^q^rf^ . . . , wo g.r, . . . von einander verschiedene ungerade Prim- 
zahlen sind; sind dann a,bx. ... die Zahlen, welche zu den Exponenten 2^.^^,r.** . . . gehören, so 
gehört das Produkt ahc... (oder sein Rest) zum Exponenten p—\ und ist folglich primitive 
Wurzel von p {GamSy art. 55). 

7. Eine Congruenz hat nur in folgenden drei Fällen primitive Wurzeln: 

(a) Wenn der Modul eine ungerade Primzahl ist. 

(b) Wenn der Modul eine Potenz einer ungeraden Primzahl oder das Doppelte einer 
solchen Potenz ist. 

(c) Wenn der Modul — 4 ist. 

Zusatz. Dass es im Falle (a) primitive Wurzeln gibt, wurde von /^arnfter^ (Acta Erud. 1769. 
p. 127) behauptet und von FAÜtr (N. C. Petr. 177:^. p. 85) zu beweisen versucht, aber erst von 
(tuhss (ait. 55 u. 50) strenge nachgewiesen. 



A. Der Modul sei eine ungerade Primzahl p. 

8. Aufsuchung der primitiven Wurzeln von ^, 

(a) Die Congruenz xP-^ — 1 =0(mod p) hat nach 2. die p—\ Wurzeln 

1. 2. ,S ... p- \. 

Sind nun 2, q, r, ... die ungleichen Primfaktoren von (jß 1), so hat mau aus der Reihe dieser 
p 1 Wurzeln alle Reste von 2ten. r/ten. rten . . . Potenzen zu entfernen, dann bleiben nur die 
primitiven Wurzeln von p übrig. 

Zusatz. Für grosso Moduln wird die Rechnung weitlUufig. 

4* 
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(b) Gatiss'sche Methode (ai-t. 78). Aus der Reihe der Wurzeln: 2, 3. . . . i> -1 nehme 
man eine beliebige a (am besten 2) und suche den Exponenten w, zu welchem sie gehört. Dies 
geschieht durch Aufstellung der Periode der Reste, welche die Potenzen a, a^, ö^, ... in Bezug auf 
p liefern. Ebenso suche man den Exponenten w, zu welchem eine andere Zahl h gehört, welche 
in der genannten Restperiode nicht vorkommt (am besten die kleinste). Das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache der beiden Zahlen n und m zerlege man in zwei relative Primfaktoren 
w' m\ so dass 

a» = {aY = 1 (mod/y), ?>"• = (t*)«' = 1 (modi>). 

Nach 6. gehört dann w-h' zum Exponenten n'm'. Durch wiederholte Anwendung dieser Methode 
gelangt man schliesslich zu einer Zahl welche zum Exponenten j) 1 gehört, d. h. zu einer 
primitiven Wurzel von p. 

(c) Hat man so eine primitive Wurzel c von j^ gefunden, so findet man die übrigen auf 
folgende Weise. Man bilde die p 1 verschiedenen Potenzreste von c. Dann ist die Ate dieser 
Zahlen eine primitive Wurzel von i?, wenn k prim zu j> 1 ist. 

Zusatz (1). Wenn jß von der Form 4A- 4- 1 und a eine primitive Wurzel ist, so ist auch 
a eine solche. 

Zusatz (2). Wenn 2* von der Form 4k + 3 ist, so können + « und a nicht gleichzeitig 
primitive Wurzeln sein. 



B. Der Modul sei eine Potenz einer ungeraden Primzalil i> oder das Doppelte einer 

solchen Potenz. 

9. Wenn a eine primitive Wui'zel von j^"^ '^^^^ so ist sie (oder ihi* nach p genommener 
Rest) auch eine solche von j>. 

10. Wenn a eine primitive Wurzel von p ist, so ist sie auch primitive Wui'zel von^)' oder 
nicht, je nachdem a^-^ 1 durch p^ nicht theilbar oder theilbar ist. 

11. Die Anzahl der primitiven Wurzeln von />' ist gleich der Anzahl der primitiven 
Wurzeln von 2^^, nämlich gleich y |/?'~' (i> — 1)| = yyliO. Man findet dieselben auf fol- 
gende Weise: 

Ist a eine zwischen und p—l liegende primitive Wurzel von 7; (die nach 8. gefunden 
wird), so sind die ifif(ii') primitiven Wurzeln // von y in der Foi*mel enthalten 

ff - n + {a ^ k)p, 

wo a den kleinsten Rest dei* Division a {af-^ — 1) durcli p- bezeichnet (der auch sein kann), und 
h eine beliebige durch p nicht theilbare Zahl ist. 

12. Die primitiven Wurzeln von 2y;' erhält man auf folgende Weise: Man nehme die 
ungeraden primitiven Wurzeln von j/und füge die geraden hinzu, nachdem man jede der letzteren 
um 7/ vermehrt hat: dann erhält man die f/"f/(y) primitiven Wurzeln von 2ja. 

13. Die Conginienz 

.t" 1 := (mod i/ oder 2 j/ ) 

hat H Wurzeln, wenn ß den grössten gemeinschaftlichen Divisor von /? und j/* (i> 1) bezeichnet. 
Ist n selbst ein Divisor von 2^'~^ {p 1). so sind unter den w Wurzeln (f (n) primitiv (ö^mää, art. 85). 

Man findet die Wurzeln dieser Congruenz auf folgende Weise: Nach 11. oder 12. suche 
man eine primitive Wurzel // von j>', bezüglich 2p\ Ist dann 
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SO sind die 6 Wurzeln der gegebenen Congruenz die nach j^" oder 2^)'' genommenen Reste der 
Potenzen 

Zusatz. Einfache Beweise dieser und einiger folgenden Sätze gibt Arndt in ürrlles J. 
Bd. M. S. 259. 

C. Der Modul sei == 2\ (Craim, art. 90—91). 

14. Da für i/ = 1 keine, und für i^ = 2 nur die eine primitive Wurzel 3 existirt, so ist im 
Folgenden i/ >> 2 vorausgesetzt. 

• 

15. Bezeichnet d eine der 'Zahlen 2, 3^ 4 . . . {v — 2), so gibt es "i^ Zahlen, welche in Bezug 
auf den Modul 2» zum Exponenten 2^ gehören. 

16. Die Congruenz 

x"" 1 =0(mod2») 

hat 2«^^* Wurzeln, wenn 2*^ den grössten gemeinschaftlichen Divisor von n und 2''-*^ bedeutet. 
(Nur Wenn n ungerade ist hat die Congruenz nur die Wurzel a:= 1). 

Man findet diese Wurzeln auf folgende Weise: Ist c eine der zum Exponenten 2'-^ in 
Bezug auf den Modul 2' gehörigen Zahlen, die man aus den Formeln 

c=8/*: + 3. c^%lc + 5 

erhält, wo k eine beliebige ganze Zahl bedeutet, und setzt man: 

a^c^ (mod2'), 

so sind 

die 2*^^^ Wurzeln jeder der beiden Congruenzen: 

:r« 1 = (mod 2') und x'^^ -1=0 (mod 2»^). 

Zusatz. Die Formeln für r setzen r>3 voraus. Denn für v— 3 sind die zum Exponenten 
2»-- — 2 gehörenden Zahlen 3, 5, 7. 

D. Der Modul sei eine beliebige Zahl. (Garns, art. 92). 

17. Es sei die binomische Congruenz aufzulösen 

x"" -1^0 (mod m) 

und es sei m ^^p^'q'r^. . . , wo p, (/, /• . . . ungleiche Primzahlen bezeichnen. Man löse die vor- 
gelegte Congruenz nach jedem der Moduln j>", q\ r^, . . . nach 8., 13., 16. Sind n, b, c . . . Wurzehi 
dieser C'ongi*uenzen, so suche man (nach VIII. 2.) eine gemeinschaftliche Lösung der Congiiienzen 
ersten Grades 

X ^ a (mod pf'} , x ^ h (mod q*) , x^c (mod r^) , etc. 

Dann ist x eine Wurzel dei* gegebenen Congruenz. 

Zusatz (1). Gauss verweist am Schlüsse seiner dritten Sektion auf zwei Arbeiten JiJiderA 
in den N. C. Petrop. (t. 7, p. 49 und t. 18, p. 85). 

Zusatz (2). Aus (hucln/s Indicatorentafel (s. oben 3. Zusatz il)) kann man immer erkennen, 
ob die Auflösung der Congruenz möglich ist. 
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X. Hauptstück. 

Binomisch-Cluadratische Congruenzen. Beste und Nichtreste. 

Vorbemerkung. Gemischt quadratische Congruenzen lassen sich immer auf rein 
quadratische zurückführen, z. B. (Gauss, art. 152): 

ax^ -\-hx -\- c^O (mod m) auf {2ax + hy ^b^ - 4ac (mod 4am). 

A. Beste und Niclitreste. 

1. Definition. Die Zahl a heisst Rest oder Nichtrest nter Ordnung der Zahl iw, 
je nachdem die Congruenz x'^^a (mod m) Wurzeln hat oder nicht. 

Zusatz (1). Nach Arndt [Grelles J. Bd. 31, S. 334) gibt es -^(m) Reste wter Ordnung der 

Zahl w, wo II die Anzahl Wurzeln der Congiiienz bedeutet: 

X" ^ 1 (mod m). 

Zusatz (2). Die Ausdrücke Rest und Nichtrest werden kurz auf den Modul bezogen, 
anstatt, wie es (nach IV, 1.) sein müsste. auf die congmente Zahl x"" (Gauss, art. 95). Dieselben 
können nach Gauss kurz durch die Buchstaben R und NR bezeichnet werden. 

2. Ist n ein Theiler von i^ 1, und 2^ ^ine ungerade Primzahl, so zieht jede der 

beiden Congruenzen 

—(p — )) 
x''^a (mod p), a'' ^1 (mod i>) 

die andere nach sich (und zwar hat die erstere dann n Wurzeln). Es ist also a dann und nur 
dann Rest »ter Ordnung von p, wenn die zweite der beiden Conginienzen erfüllt ist. 

Zusatz (1). Im Folgenden sollen unter Rest und Nichtrest immer die quadratischen 
verstanden werden, da nach der Ansicht von Gauss (Einleitung zur ersten Abhandlung) die Grund- 
lagen der höhern Arithmetik zur Aufstellung einer allgemeinen Theorie der cubischen und 
biquadratischen Reste noch viel zu enge sind (er spielt hier auf die Einführung der complexen 
Primzahlen an), während man die Theorie der quadratischen Reste „jetzt nach vielfach wieder- 
holten Untersuchungen als vollendet und abgeschlossen betrachten kann". (Selbstanzeige, 1825. 
April 11.). Vergleiche unten den Abschnitt: Theorie der Complexen Grössen, IE. 

Zusatz (2). Einzelne Eigenschaften der cubischen Reste wurden entwickelt von Jacol/i 
in Crclles J. (Bd. 2, S. 66, wo sich zwei Pundamentaltheoreme finden), von Eisenstein und Kummer 
ebendaselbst (Bde. 27 u. 32). von l^ejnn S. J. in den ('ompt. Rend. (1874, t. 79) und in LtouvilUis J. 
(1876), und Anderen. Die biquadratischen Reste wurden behandelt von Gauss in seinen zwei 
Abhandlungen, Göttingen 1828 und 1832 (Werke II. S. 60 und 93) und von Jacobi in Crdles J. 
(Bd. 30). Eine Zusammenstellung der bis jetzt bekannten Sätze über cubische und biquadratische 
Reste findet sich in Iicbesyncs Abhandlung in LiouviJIcF^ J. (1839, S. 9—^9) und in Bachmanns „Kreis- 
tlieilung" (Leipzig 1872, 12.— 16. Vorles.). 

3. Nach dem Fermat^ sohen Satze (oben V, 3.) ist immer 

a ^ E£E rb 1 (mod jy). 

Folglich ist a quadratischer Rest oder Nichtrest der Primzahl p. je nachdem in dieser Congruenz 

j_ _ 

das obere oder untere Zeichen gilt. d. h. je nachdem die Division von a- durch 7> den Rest 

-i- 1 oder - 1 übrig lässt. 
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1 

Zusatz (1). Es gibt zj{P 1) quadratische Reste von p und ebenso viele quadratische 
Nichtreste. Ebenso gibt es unter den Zahlen, die kleiner als der Modul p'' und nicht durch die 

ungerade Primzahl i? theilbar sind, ^(i> l)jp'^"~* Reste und ebenso viele Nichtreste (Gaw^^, art. 96 

und 100). 

Zusatz (2). Ist also a quadratischer Nichtrest, so kann man mit Jacdbi {ereile's J. Bd. 2, 
S. 67) und Lebesgue (LiouviUe's J. 1839) setzen i^^a{modp), wo i das Galais'sche imaginäre Symbol 
bezeichnet (s. unten Xu, D). 

4. Legendre's Symbol (Theorie des Nombres. I, p. 197). Ist p ein ungerader Prim- 
zahlmodul so kann man symbolisch setzen 

(l)^a^'-'^mod,,). 
Ist also j-j = + 1, so ist a quadratischer Rest, ist j- — - 1, so ist a quadratischer Nichtrest. 
Zusatz. Dabei ist lj-\ = + 1 und j — ^j = 1. 

5. Legendre's Sätze (p. 198): 

m - 11 (;) (i 

d. h. ein Produkt aus beliebig vielen durch die Primzahl j^ nicht tbeilbaren Zahlen ist quadratischer 
Rest oder Nichtrest von jh je nachdem die Anzahl der Nichtreste unter den Paktoren gerade oder 
ungerade ist. 

Zusatz (1). Man darf also in Legendre^ Symbol alle quadratischen Paktoren unterdiücken . 

Zusatz (2). Die Congruenz x^^ahc . . . (modi>) ist also möglich oder unmöglich, je nach- 
dem unter den Congruenzen x^^a. x^^b, ... (modp) die Anzahl der unmöglichen gerade oder 
ungerade ist. 

Zusatz (3). Aus diesem Grunde hat Gauss (art. 99; vergl. Nachlass, Bd. 2, S. 400) in seine 
„Tabula 11" der quadratischen Reste innerhalb des ersten Tausend nur die Primzahlen von 3 bis 503 
aufgenommen. Im Besonderen ist zu erwähnen, dass die Untersuchung der negativen Zahlen a 
auf die der positiven zurückführbar ist durch die Zerlegung a = + a ( 1). 

(b) Lcgcndrc^ Reciprocitätsges'etz (Paris. M^m. 1785, und Theorie des Nombres. 
I. p. 230): 

d. h. hat von den ungeraden Primzahlen p und q wenigstens eine die Form 4n 4- i, so ist: 

i^) -- (f 

oder in der Bezeichnung von Gauss: gleichzeitig: 

q Rpf p B qy oder aber q NRj), p NRq\ 
haben aber beide die Form 4w + 3, so ist 

d. h. die eine ist quadratischer Rest zur anderen, wenn diese quadratischer Rest zur ersteren ist, 
und umgekehrt. 

Zusatz (1). Dieser von Lcgcndre als „Reciprocitätsgesetz'* bezeichnete Satz wird von Gauss 
(Werke. Bd. I, ai-t. 131, und Bd. 11, S. 4 und 43) „Fundamentaltheorem** genannt. Der 
allgemeine Beweis des Theorems ist erst Gauss gelungen, der im Ganzen sechs verschiedene 
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Beweise lieferte (Werke U, S. 49, Göttingen 1818). Im Jahre 1811 gab Gauss eine Verallgemeinemng 
des Theorems (Werke II, S. 42). Weitere Beweise gaben Eisemtdn in CrelU"^ J. (Bd. 27), LiotiviUe 
in seinem Journal (Bd. 12, 1847) und Lebesffue ebendaselbst (p. 457). Letzterer gibt auch eine 
Uebersicht über die früheren Beweise. 

Zusatz (2). Gauss hat das Reciprocitätsgesetz auch für biquadratische Reste aufgestellt, 
und Jacobi später (CVc/fc's J. Bd. 19. S. 314) für cubische Reste. Erst Kummer (Berlin. Abh. 1859 
und 1861) gelang es, mittelst seiner complexen Zahlen, dasselbe allgemein zu behandeln. 



(c) Ist a^h{modp), so ist j- = j- . 



6. Besondere Fälle. 

d. h. die Zahl + 1 ist quadratischer Rest aller Primzahlen, die Zahl 1 aber nur derjenigen von 
der Form 4m + 1 , nicht aber derjenigen der Form 4h + 3. 

Zusatz. Also ist dieCongruenz x^^ 1 (modi>) immer lösbar, die Congruenz ^t*^^ 1 (mod/)) 
nur für Primzahlmoduln von der Fonn jj — An + 1. Dieser Satz wurde zuerst von Eukr (N. C. 
Petrop., t. 5, p. 5, 1754; und t. 18, p. 112. 1773) bewiesen, später auch von Lagrange (Berlin. M6ra, 
p. 342. 1775) und G<iuss (art. 64 und 108—111). 

(b) ^] = i -1)^'— -'\ (--^) = ( i,^'->"'-'>. 

d. h. die Zahl +2 ist quadratischer Rest aller Primzahlen von der Fonn cSn -f 1 und 8m + 7. 
dagegen Nichtrest aller Primzahlen von der Foi^m 8 m -|- 3 und 8 m + 5. Die Zahl 2 ist quadratischer 
Rest aller Primzahlen von der Fonn 8m + 1 und 8m -h 3, dagegen Nichtrest der Primzahlen von 
der Form 8m + 7 und 8m + 5. 

Zusatz. Dieser Satz entscheidet also über die Auflösbarkeit der beiden Kongruenzen:, 
x-^ ± 2(modi>) und war schon Fcnnat (Var. Op. p. 168, 1679) und Eukr (Opusc. Anal. t. 1. 
p. 259) bekannt. Merkwürdiger Weise gelang es Euler nicht, den Beweis zu finden, obwohl dieselben 
Kunstgriffe wie in dem folgenden Falle =b 3 zum Ziele geführt hätten. Derselbe wurde zueret von 
Ijagrange (Berlin. M^m. 1775, p. 349 und 351) und später von Gauss (art. 112—116) und Legemire 
(Theorie des Nombres I, p. 209) gegeben. 

(c) Die Zahl + 3 ist Rest aller Zahlen, welche weder durch 4. noch durch 9. noch durch 
irgend eine Primzahl von der Form 12?/ -h 5 oder 12m + 7 theilbar sind, dagegen Nichti'est aller 
übrigen. Die Zahl -3 ist Rest aller Zahlen, welche weder durch 8. noch durch 9. noch durch 
irgend eine Primzahl von der Form 6m + 5 theilbar sind, dagegen Nichtrest allei' übrigen. 

Zusatz (1). Dieser Satz entscheidet über die Auflösbarkeit der beiden Congruenzen 
x^ ^ ± 3 (mod^>), war ebenfalls schon Fermat bekannt und wurde von Euler (N. C. Petrop.. t. 8. 
p. 105, 1760—61), Lagrange (Berlin. Mem. 1775. p. 352) und Gauss (art. 117 — 120) bewiesen. 

Zusatz (2). Lagrange (a. a. 0.) hat die Untersuchungen von Fermat und Euler auf die 
Zahlen db 5 und ± 7 ausgedehnt. Ueber die Bemühungen Euler ^ und Ixtgranges. das allgemeine 
Theorem zu finden, berichtet Gauss im art. 151. 

(d) Legendre (I, p. 265) stellt zwei Kriterien für quadratische Reste oder Nichtreste auf 
je nach ihrer Eigenschaft, Theiler einer quadratischen Form zu sein. Es ist nämlich 

— I = 1 und 1— I — 1, wenn A =: Sn + \ oder — 8m -h 3. und B = 8m + 5 oder mi 8w -h 7 
PI \PJ 

irgend welche Theiler der quadratischen Form t- + '2p u- sind, wo p eine Primzahl von der Form 

4n \- 1 ist. 
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Ebenso ist (— | ^ 1 und l—\ -^ 1, wenn A ^: Hu + 1 oder -- 8w + 7. und B^ Sn f 8 

oder 8m + 5 Theiler dei'selben quadratischen Porni t^ + 2pu^ sind, wo p eine Primzahl von der 
Form 4n + 3 ist. 

Zusatz. Legendres Tafeln VI und VII geben die Fonn der Theiler für alle Primzahlen 
2) bis 58. 

7. Jacobfs Symbol (ereile's J. Bd. 30, S. 172). Ist der Modul P keine Primzahl, sondern 

zusammengesetzt aus den ungeraden (gleichen oder verschiedenen) Primzahlen ^>. y. y so 

dass F — p'p' -p" .... und ist a relative Primzahl zu P. so ist die Congruenz 

x^ = a (mod P) 

nur dann lösbar, wenn sie in Bezug auf die einzelnen Primfaktoren lösbar ist. Daher fühi*t Jacdn 
da^ neue Zeichen ein 

Ist also jp — 1. so ist die Conginaenz unlösbar. Ist aber jy^ - -f- 1. so ist die Lösbarkeit 

unentschieden, ausser wenn P selbst eine Primzahl ist, in welchem Falle Jacöbis Symbol mit 
Lcfjendres zusammenfällt. 

8. Jacohi's Sätze (a. a. 0.). 

(^) p \-p] p ■ ~ ( — 7^" ' ^^' ^^' ^ " i'^lative Primzahlen zu der positiven ungeraden 
Zahl P). 

p) lö ~ It^I' ^^ relative Primzahl zu jeder der beiden ungeraden Zahlen P und (,)). 

(b) Verallgemeinertes Reciprocitätsgesetz. 

(P und Q relative Primzahlen zu einander und wenigstens eine derselben positiv.) 

(c) Ist a = />(modP), so ist 1-^ = jp ; (m relative Primzahl zur ungeraden Zahl P). 

9. Besondere Fälle. 

(b) (|)^( ,)v'— "; (-^) .( 1) :-<'-"--'. 

10. Um also die Auflösbarkeit der Congi-uenz x^ ^ X (mod M) zu erkennen, hat man 
das Zeichen j^j zu prüfen. 

(a) Lef/endre's Methode (I. p. 244). i>f sei eine Primzahl —p, also u:^.^ .V^nody;). 
Ist N — a'^h? ry . . ., wo a. h, c... ungleiche Primzahlen bezeichnen, so ist 



[t) (.; 



a«l 



Weiter ist für jedes gerade « offenbar — 1 - f 1 und für jedes ungerade. (— -. i^- 
Diesen Ausdruck venvandelt man durch den zweiten und dritten Satz von hyauln in (-) (-1 
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WO 71 der kleinste Rest der Division \onp durch a ist. Durch Wiederholung derselben Umformungen 
gelangt man schliesslich zu den Resten ± 1 und ± 2, deren Werthe (nach 6.) bekannt sind und 

so das Zeichen von j— 1 unzweideutig liefern. 

(b) Jacobfs Methode. Der Modul sei eine ungerade zusammengesetzte Zahl — P, also 

x^^ N(modP). Man wendet das verallgemeinert-e Reciprocitätsgesetz (8.) unmittelbar auf j-p| 

an. ohne N in seine Paktoren zu zerlegen, und setzt wie oben j^j =: l^j, wo n der kleinste 

positive oder negative Rest der Division ist. u. s. w. Dabei können quadratische Paktoren im 
Zähler oder Nenner unterdillckt werden. 

Zusatz (1). Diese zweite Methode ist kürzer, führt aber nicht zum Ziele, wenn das 
Symbol ^: + 1 ist (7.). 

Zusatz (2). Einen einfachen Algorithmus gibt Eisenstein in Crelle's J. (Bd. 27) und An- 
wendungen des Symbols gibt Ijchestjue in Liouvillc^ J. (1847). 



B. Auflösuugsmethode. 

11. Auflösung der Congi-uenz x^ A^^Ü(modi>), deren Modul eine ungerade Primzahl 
ist. [Lcgendre p. 247—250). 

(a) Wenn p : U + 3, so ist x = 4r iV^ - ». 

(b) Wenn p ■-^. 4i + 1. so gibt es zwei Fälle: p -- 8Ä- + 1 oder p -- 8k + 5. Ist p — 8k + b, 
so gibt es wieder zwei Fälle zu unterscheiden: 

JVT2A4-1 -p i = o(modi>). 

Im Falle des oberen Zeichens ( ) hat man die Wurzeln o:^ ± JV*^ » (modp). Im Falle des unteren 

Zeichens ( + ) setze man (was unmer möglich) ^> = «» + ß^ und bestimme die beiden Grössen u und v 

durch die Congruenz 

a u ßv-z= N*" * ^ ( mod 2f) • 

Dann sind die Wurzeln der gegebenen Congruenz: 

./•^ i (av + ßu) (modj>). 

(c) Wenn j> ~ 4/: + 1 und zugleich — 8/j' + 1, so hat man die C'ongiaienz durch Versuche 
zu lösen, indem man die Glieder der Reihe 

p + N. 2p -f- N, ?>p + N, ... 

bei-echnet. bis man zu einem gelangt, welches ein vollständiges Quadi*at ist. Wenn die Congruenz 

überhaupt möglich ist, wird man dazu nie mehr als - {jj 1) Glieder bej*echnen müssen. Dieses 

Glied mit doppeltem Zeichen genommen, liefeit dann die beiden Wurzeln. 

Zusatz. Im Falle, dass p -- 2"« | 1. wo « eine ungerade Zahl und /f^^ und zugleich: 

N" oz 1 =0(modi>), 

ist der Fall (c) auf den Fall (b) zuiückgeführf. wo N-^' ' ^ 1 ~0(modi>) ^var. 

12. Auflösung der Congruenz ./;- A^^O (niod/y'). deren Modul eine Potenz einer 
ungeraden Primzahl ist (Lcgendrc I, p. 251). Es sei N durch p nicht theilbar. Die Congruenz ist 
nur dann möglich, wenn N quadratischer Rest von p ist {Garns j arf. 101). Man löse also die 
Congruenz x- 2VfhO (mod^)). nach 11.. bezeichne die Wurzel mit $ und setze 

(? -r VNy-- a -\- ßVX. 

Bestimmt man f aus der C-ongruenz ersten Grades 

ßt a = 0(mod^>»). 
so sind ./ i f die ])eiden incongruonfou Wurzeln der gogol)onen Congruenz. 
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13. Auflösung der Congioienz x^ 3r=0 (mod 2'). (Legendre, I. p. 253, Gauss, art. 103). 
Vorbemerkung. Ist iV durch eine Potenz von 4 theilbar, so muss auch x^ durch dieselbe 

Potenz theilbar sein. Dann kann man die Congruenz und den Modul durch diese Potenz von 4 
theilen, so dass man immer N als ungerade oder als das Doppelte einer ungeraden Zahl vor- 
aussetzen darf. 

(a) Ist N das Doppelte einer ungeraden Zahl, so ist die C'ongruenz nur für v — 1 möglich 
und hat nur die eine Wurzel x = 0. 

(b) Ist n ungerade und i^ — 2, so ist entweder N= i- 1 und x == ± 1, oder N= 1 und 
die Congmenz unmöglich. 

(c) Ist iV ungerade und i^>2, so muss N=Sk + 1 sein und wiederholte Versuche durch 
Einsetzen werden bald auf eine Lösung führen. 

Zusatz. Ist Xf^ eine Lösung der Congruenz (i^>2) 

x^ N=0 (mod 2'). 
so findet man die anderen aus der Formel 

^ = =b A'o + 2»- U (mod 2»), 
worin t eine unbestimmte Grösse ist. Davon sind aber nur die vier ersten, für f~0 und <~ 1, 
zu einander incongioient. 

14. Auflösung der Congruenz x^ N^O (mod m). deren Modul m eine beliebige Zahl ist 
(Legefidre, I. p. 252; Gatiss, art. 105; vergleiche oben IX, 17.). Es sei m = j;'* • ^» • r^ . . . , wo j!>, ^, r . . . 
ungleiche Primzahlen bezeichnen. Man löse die vorgelegte Congruenz nach jedem der Moduln 
7>**, g^», r^, , . . gemäss 11., 12., 13. Sind a, &, c*, . . . Wurzeln dieser Congruenzen, so suche man nach 
Vm, 2. eine gemeinschaftliche Lösung der Congruenzen 

X ^ a (mod pf') . x^h (mod q"^), x^r (mod r^) , etc. 

Dann ist x eine Wurzel der gegebenen Congruenz. 

Zusatz (1). Sind a.ß.y... die Anzahlen der Wurzeln a,hyf\,.. so ist a-ß-y die Anzahl 
der Wurzeln x. (Vergl. Lcgendre I. p. 254—256). 

Zusatz (2). Eine indirekte Methode durch „Ausschliessung'* g\h\ Gauss, ait. 319—322, 327. 

15. Specieller Fall: j;^ 1 =0 (mod m). 

Zerlegt man m auf alle möglichen Arten in zwei ganze Faktoren //» = «• 6, so dass dieselben 
als gemeinschaftliche Divisoren nur die Zahlen 1 oder 2 haben, so hat man 

X -^ 1^0 (mod «), ./; 1^0 (mod h). 

Aus der ersten Congruenz folgt x— l -f- at, und dies in die zweite eingesetzt: at 2^0 (mod h). 
Sind a und h prim zu einander, so besitzt die letzte Congruenz nur eine Wurzel /o- sonst aber 

noch eine zweite, nilmlieh f <, + zy h und damit findet man aus der ersten Congnienz für x die 
beiden Werthe 

X" :^ 1 + at^^, X — 14- at^^ -\- - m. 

lö. Mehrere dieser Zerlegungen können aber dieselben Wurzeln liefern: 

(a) Ist m ungerade, so liefert jede Zerlegung m — a-b andere Wurzeln. Ist y die Anzahl 
Primfaktoren von m (dabei 1, wie früher, nicht mitgezählt), so hat die gegebene Congruenz 2» ver- 
schiedene Wurzeln. 

(b) Ist m das Doppelte einer ungeraden Zahl, welche wieder y ungleiche Primfaktoren hal)e. 
so liefern je zwei Zerlegungen von der Form 

m — 2a X '>, fn -- a X 2/> 

dieselbe Wurzel der gegebenen Congruenz. Die Anzahl verschiedener Wurzeln i.-^t wieder 2». 



:»* 
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(c) Ist m durch 2v theilbar (ß>l) und ist die Anzahl der ungleichen Primfaktoren von 
/« : 2v wieder r. so erhält man alle Wurzeln, wenn man w nur in solche Paktoren zerlegt, welche 
den grössten gemeinschaftlichen Divisoi* 2 haben. Man erhält diese Zerlegungen, indem man m : 2e 
auf alle möglichen Arten zerlegt und dann dem ersten Faktor den Faktor 2 zulegt, dem zweiten 
aber den Faktor 2v-', sodann umgekehrt dem ersten den Faktor 2v-» und dem zweiten den Paktor 2. 
Die Anzahl der Wurzeln der gegebenen Congruenz ist dann, da jede Zerlegung zwei Wurzeln liefert, 

2*^^ für ^=rr2, und 2»^- für q>2. 

Zusatz (1). Zerlegungen von der Form ab und ba liefern conjugirte, d. h. entgegen- 
gesetzt gleiche Wurzeln. 

Zusatz (2). Die Congruenz w^^ -l^O(modw) besitzt nur ein Paar conjugirter Wurzeln: 
(a) wenn m eine Potenz einer ungeraden Primzahl ist, (ß) wenn m das Doppelte einer solchen 
Potenz ist. (;') wenn /;^=4 ist. In allen übrigen Fällen hat die Congruenz eine gerade Anzahl 
von Paaren conjugiitei* Wurzeln. 

Zusatz (3). Der Fall, wo m ein beliebiges Quadrat ist, gehört zu jenen Aufgaben, die 
von Fennat den Englischen Mathematikei'n gestellt und von BrowicJccr gelöst wurden. (Vergl. 
Latfronffc, t. VII, p. 157). 



XL Hauptstück. 

Indices oder Exponenten. 

1. Definition. Der Modul m sei eine ungei'ade Primzahl oder eine Potenz einer ungeraden 
Primzahl, oder das Doppelte einei* solchen Potenz. Dann hat er immer primitive Wurzeln (IX, 7.). 
Ist a eine primitive Wurzel des Moduls, so liefern die Potenzen von a alle Zahlen N, die prim 
zum Modul und kleinei* als der Modul sind. Ist z. B. 

ü " ^ iS' (mod ///) , 

so heisst // der Index von A'^zur Basis «. (Gauss art. 57). 

Zusatz (l). Diese merkwürdige Eigenschaft der primitiven Wurzeln ist nach Gauss beim 
Rechnen mit Congruenzen von grossem Vortheil. ähnlich wie die Logarithmen bei arithmetischen 
Operationen. 

Zusatz (2). Die Zahl aV hat zwar eine unendliche Anzahl Indices, die aber alle nach dem 

Modul q(in) congruent sind. Man betrachtet also hier nur den kleinsten, welcher ein Glied der 

Reihe ist: 

0, 1, 2 (f(m) 1. 

2. Ist m der Modul des Indexsystems, so ist für jede beliebige Basis, wenn man einfach 
f/ statt (f(m) schreibt: 

(a) lud (abv . . .) ^ ind a -\- ind b + ind c 4- . . . (mod r/). 

(b) Ind l^l — inda ind t(mody). 

(c) Ind (ö'*) = n ind a (mod y). 

(d) Bezeichnet man den Index zur Basis a mit ind«, so ist, ähnlich wie bei Logarithmen 

(Gauss, ai-t. W) 

Inda A^^ ind„ b + ind/, .Y(mod y). 

Zusatz. Also ist insbesondere 

In(l(l)zzzO. ind ( \) = -if{m). 
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3. Congruenzen ersten Grades können durch Indices gelöst werden: 

ax^b (mod m) ; Ind x ^ ind b ~ Ind a (mod (f>). 

Zusatz. Zum Zwecke dieser Auflösung hat Garns seine Tab. I. berechnet (p. 468). die 
später von Jacobi in seinem Canon Arithraeticus (Berlin 1839) auf alle Primzahlen unter 1000 aus- 
gedehnt wurde. Nach Vn. 7. ist aber diese Methode auf einen beliebigen Modul anwendbar. 

4. Binomische Congruenzen können auf Congruenzen ersten Grades zuillckgeflihrt werden: 

x^^a (mod m), also n • ind x ^ ind a (mod y). 

Zusatz. Bezeichnet d den grössten gemeinschaftlichen Theiler von n und q>(m), so ist die 
Auflösung nur dann möglich, wenn auch Index a durch d theilbar ist. Die Anzahl der nach dem 
Modul m incongruenten Wurzeln ist dann d. (Vergl. Cauchi/, Ex. 1829, IV, p. 2ßß). 



XII. Hauptstück. 

Algebraische Congruenzen. 

Vorbemerkung (1). Ueber die Unterscheidung zwischen arithmetischen und algebraischen 
Congiaienzen s. IV, Vorbem. (2). Algebraische Congruenzen zwischen ganzen algebraischen Funktion(»n 
scheinen zuerst von Caucky (Ex. 1844, t. HI, p. 87) untersucht und so genannt worden zu sein. 
Die folgende Darstellung schliesst sich an diejenige von Serni an (Alg. II, Kap. 8. und Paris. 
Mem. 1866. t. 35, p. 617—688). Dei-selbe Gegenstand wurde behandelt und weiter entwickelt von 
Dedekind (Grellen J. Bd. 54. 1857) unter der Benennung: „Höhere (-ongruenzen**. 

Vorbemerkung (2). Die Funktionen seien ganz, mit ganzen Coefficienten, und ;> sei eine 
Primzahl. Dann kann: 

^0-^" + A^x""-^ -^ . . . -}- An^O(mo&p) 

immer so umgeformt werden, dass das erste Glied den Coefficienten 1 hat. Bestimme A' aus 

A^^A' ^ 1 (modj>), 

multiplicire die gegebene Congruenz mit A' und vernachlässige in den C'oefficienten alle Viel- 
fachen von p. dann kommt 

./" + jy,x"-> -h . . . + Jy« = (modi>). 

Vorbemerkung (3). Sind a^. a^ ... die Reste der A- A^ . . . in Bezug auf den Modul p, 
so ist 

A^yV'' -h A^x''-^ f . . . ^«0^" + r/, j'*-' 4- . . . (mod^>), 

und die letztere Form heisst die vereinfachte. Man kann die Coefficienten a immer in die 
Grenzen und p, oder ± r(p \) einschliessen. 

A. Definitionen. 

1. Gegeben zwei ganze Funktionen 7'V) ^^^ /(•'')• M^^^ kann immei* zwei andere ganze 
Punktionen ^/U) und t[x) ermitteln, so dass 

F\x) =/V) \p{x) + X{x) (mod j>), 
worin X wenigstens um einen Grad niedriger ist als /'. Man nennt ^/ den Quotient und X den 
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Rest in Bezug auf den Modul p. Ist identisch X = 0, so sagt man, F sei in Bezug auf den 
Modul p durch /' theilbar. Serret schlägt deshaU) die kürzere Bezeichnung vor 

F{x) = X(x) [moAp, f{x)\ 

und nennt den Divisor /* die Modularfunktion und die eckige Klammer den DoppelmoduL 

3. Die ganze Punktion F heisst irreductibel in Bezug auf den Primzahlmodul p. wenn 
sie in Bezug auf diesen Modul durch keine ganze Funktion theilbar ist. 

3. Ist der Divisor /* irreductibel, so nennt man den Rest X den in Bezug auf den Doppel- 
modul reducirten Werth von F oder seinen kleinsten Rest. 

4. Ist n die kleinste Zahl von der Beschaffenheit, dass ^'* ~ l durch die irreductible 
Punktion f(x) nach dem Modul p theilbar wird, so sagt man, f(x) gehöre zum Exponenten w. 
Ist ebenso n die kleinste Zahl, für welche 

F"=l[modi>, t\x)l 

so sagt man F{x) gehöre nach dem Doppelmodul zum Exponenten n, 

5. Man nennt n einen p"" 1 eigenen Divisor, wenn p der kleinste Exponent ist. 
welcher p^ 1 durch n theilbar macht. 

Zusatz (1). Haben die beiden Punktionen F{x) und /*(x) keinen gemeinschaftlichen Divisor 

in Bezug auf i>, so kann man immer zwei solche ganze Punktionen U^(x) und ip(x) finden, dass 

identisch 

F[x) U^{x) =f{x) if)(x) + 1 (mod^;) 

= 1 [mod^>, f{x)\, 

Zusatz (2). Wenn die in Bezug auf i> irreductible Punktion f\x) nach diesem Modul ein 

Theiler des Produktes F* U^ ist, so dass also der kleinste Rest X — 0, so ist sie auch ein Theiler 

von wenigstens einem der Paktoren. Geht also /' nach p in keine der Punktionen Fj. F^ ... auf. 

so geht sie auch nicht in ihr Produkt auf. 



B. Aiizalil der Moclularfauctioiieii und Keste. 

ö. Die Anzahl N der in Bezug auf p irreductiblen ganzen Punktionen t\x) vom Grade p 
liegt in den Grenzen (Serret, No. 349, 352) 

P" - P^2^^P' -P y(^) 



(welche für Primzahlen v zusammenfallen); von diesen gehören je r/(;/) : p zu einem Exi)onenten n. 
welcher ein p^ 1 eigener Divisor ist. (Vergl. 4. u. 5.). 

Zusatz (1). Serret betrachtet mehrere besondere Pälle dieses Satzes, z. B. n =p^ l (No. 353), 
y — JLfi (No. 356). den Pall binomischer (No. 358) oder trinomischer (No. 359) Funktionen, endlich 
y—-p (No. 3ßü u. 377). 

Zusatz (2). Eine ganze Punktion, welche nicht selbst irreductibel ist. lässt sich in irre- 
ductible Paktoren zerlegen, und zwar nur auf eine Art. Serret (No. 351) gibt diese Zerlegung nach 
der Methode des grössten gemeinschaftlichen Theilers. wobei Vielfache des Moduls l)eliobig unter- 
drückt oder hinzugefügt werden können. 

7. Es gibt p"^ 1 von Null verschiedene kleinste Reste X irgend einer Punktion F in Bezug 
auf den Modul j> und eine Modulai'funktion /' vom Grade y, und zwar genügen alle der Bedingung 
{Serret No. 346) 

X ix) ^* = X (x) f mod p, fix) I . 

Zusatz (1). Die Bedingung ist identisch erfüllt, wenn X ein Vielfaches von /' oder 
Null ist. 
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Zusatz (2). Setzt man X^=x, so erhält man den speciellen Sat^, dass die Differenz o;'' —x 
durch die irreductible Punktion f vom Grede v in Bezug auf den Modul p theilbar ist; ist also/' 

ein Theiler von x^ —x, so muss /i ein Vielfaches von v sein. 

Zusatz (3). Von diesen i^»^ -1 kleinsten Resten % gehören y(n) nach dem Modul \p, t\x)\ 
zum Exponenten n (vergl. 4.), wo n irgend ein Divisor von (oder auch gleich) i>* 1 ist und y die 
gewöhnliche Bedeutung hat (11, 3.). 

Zusatz (4). Gehören die kleinsten Reste Zi,^^, ... zu den Exponenten iiy^.n^ welche 

sämratlich prim zu einander sind, so gehört das Produkt X^ Z^ . . . (oder sein kleinster Rest) zum 
Exponenten w^ «^ • • 

C. Anzahl der Wurzeln. 

8. Die Congruenz ^ ten Grades mit dem Doppelmodul, worin X eine ganze Funktion von x 

mit ganzzahligen Coefficienten ist, 

F(X) = 0[modi>, m\ 

hat höchstens ^ Wurzeln Xi . X^ , ... 

Zusatz (1). Sind F(X) und f{x) nach dem Modul p iiTeductible ganze Punktionen 
bezüglich von den Graden ju und v und ist ju ein Theiler von (oder gleich) v, so hat obige 
Congruenz genau ju. Wurzeln. Man erhält dieselben aus einer einzigen Xj als kleinste Reste der 
ji* Potenzen 

Ist überdies F identisch mit /', so sind die Wurzeln die kleinsten Reste der y Potenzen 

X, XP, XP\ . . . XP'^'~\ 

Zusatz (2). Ist der Coefficient dei- höchsten Potenz in F nicht durch 2* theilbar. so kann 
man immer eine solche Modularfunktion /"vom Grade p finden, dass obige Congioienz genau /i Wui'zeln 
hat. Es genügt dazu für p das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Grade jWi. ji*:*. ... welche 
den nach 2^ irreductiblen Faktoren von F zukommen. 

Zusatz (3). Hat die Congruenz wten Grades 

F(X) = {)(modp) 

nur die y Wurzeln r/j .... a,. so kann man immer setzen 

F(X) = (X «,) ... (X rt,).!//(X)(modi>), 

wo ip(X) vom Grade (n r) und nicht durch i> theilbar ist. Ist also y^n. so ist die Con- 
gruenz identisch. 

Zusatz (4). Hat die Conginienz mit ganzzahligen Coefficienten 

F.'/^ = 0(mod;>) 

ebenso viele incongruente Wurzeln als ihr Grad Einheiten enthält, so gilt dasselbe von F^i) 
und U^^O (mod;>). 

9. Sind wieder F(X) und f\x) nach dem Modul p irreductible ganze Funktionen bezüglich 
von den Graden n=p' 1 und p. und ist F(X) = X*» 1, so hat die Congruenz 

X/-i l = ()|mod7>, f\x)\ 

genau n=:2*' i Wurzeln. Nach 7. (3) gehören (f(n) dei'selben zum Exponenten w und heissen 
in Uebereinstimmung mit IX, 2. primitive Wurzeln. Sie haben die Eigenschaft, durch die 
Potenzen einer einzigen X, (oder ihre kleinsten Reste) sämmtliche 7>» 1 Wurzeln der ('ongruenz 
zu liefern: 



A , -A. , . . . X. 



rr» - 1 
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Zusatz (1). Man erhält eine solche primitive Wurzel, indem man p' — 1 = 2«r/*Ä>' . . . in 
seine ungleichen Primfaktoren zerlegt und die Wurzeln der Congruenzen bestimmt 

X^"=l. X-*'=l, X''=l, ...[mod2>,f(x)l 

welche (im Sinne von 4.) zu diesen bezüglichen Exponenten gehören. Diese letzteren Wurzeln 
nennt man der Analogie wegen auch primitiv (vergl. IX, 2. (3)) in Bezug auf die zugehörigen 
Exponenten. Das Produkt dieser primitiven Wurzeln ist dann primitive Wurzel der gegebenen 
Congruenz. 

Zusatz (2). Gehört die Modularfunktion yten Grades /* zum Exponenten p" - L so ist 

y 

w eine primitive Wurzel der Congruenz X'* -*^1 und man erhält also die i>' -1 Wurzeln der 
gegebenen Congruenz durch die Potenzen (oder ihre kleinsten Reste) 

10. Für den Fall p=l erhält man die Wurzeln der Congruenz F(X)^0 (modj!>), indem 
man den grössten gemeinschaftlichen Theiler von F(X) und X^-* 1 sucht (dabei nach 6. (2) 
Vielfache von p unterdrückend oder nach Bedürfniss hinzufügend). Ist der Theiler f(X) vom 
i'ten Grade, so hat die vorgelegte Congruenz y Wurzeln, und zwar sind es die Wurzeln der 
Congruenz f\X)^=0 (modj>). 



D. Galois's imagrinäre Wurzeln. 

(Fcnisscws Bulletin, t. 13. p. 428, 1830; Lioiwilles J., t. 11, p. 399. 1846). 

11. Definitionen. In der Formel No. 1. 

F(x) ^f\x) xp[x) + X[x) (modi>) 

sei /■ eine nach p irreductible Funktion i^ten Grades. Dann kann t\x) nie congruent Null sein. 
Gdois fingirt aber solche ganzzahlige Wurzeln und nennt sie Imaginäre Symbole, derart dass 

2 V — l 

t\x) ^ (mod7>). z ---- /, />, i^' , . . . iP , 

PO dass man die obige Congioienz in diesen Wurzeln ohne Doppelmodul schreiben kann 

F(i) = X{i) (modi>). 



Zusatz (1). Dieses Symbol i ist also verschieden von V 1. hat aber denselben Zweck 
bei CongiTienzen. wie V f bei Gleichungen. 

Zusatz (2). Nach 1. hat X die allgemeine Form 

X:^ ai'-^ + bi'-' + . . . 

und kann (nach 7.) ^>» 1 verschiedene incongruente Werthe annehmen, die aber alle von Null 
verschieden sind, indem F(i) nicht congruent Null sein kann, wenn es nicht ein Vielfaches von /'ist. 

Zusatz (3). Ist ip(i) irgend eine ganze Funktion von i so nennt man 

ipiil ip(i') ^{i'^'') 

einander conjugirt, weil jede Congruenz F{tff)^0 von allen zugleich befriedigt wird, sobald sie 
von einer befriedigt wird. 

12. Satz von Galois (1830). Ist / eine imaginäre Wurzel der irreductiblen Congruenz 
vten Grades f'^EE 0. so hat jede (nicht identische) Congruenz fiten Grades /* gleiche oder ungleiche 
Wurzeln von der Form X-- ui'~^ - .... also höchstens /u incongruente Wurzeln. (Vergl. 8.) 
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Zusatz (l). Also lässt die Congruenz 

x^' x=EÜ (mod^>) 
alle j>» Wurzeln von der Form X zu (einschliesslich Null). 

Zusatz (2) ^•''*-' l = 0(inodj>) 

hat (vergl. 9.) primitive Wui-zeln von der Form ^^ aus deren Potenzen sich alle übrigen Wurzeln 
ergeben. Man findet eine solche primitive Wurzel, indem man 

in seine ungleichen Primfaktoren zerlegt und eine pi'imitive Wurzel jeder der Congruenzen 



r**" 1 ^ 0. X'' 1=0, ... (modjo) 



bezüglich mit q, a . . . bezeichnet; es ist dann nämlich das Produkt qc . . . eine primitive Wurzel 
der vorgelegten Congruenz (9. U)). 



E. Zerlegung in irreductible Faktoren. 

13. Aus einer primitiven Wurzel X, der Congruenz 

Xp"-^ 1=0 |mod^>, f\x)l 

worin die irreductible Funktion /'vom A'ten Grade ist, kann man alle irreductiblen Funktionen F 
bilden, deren Grad fi ein Theiler von (oder gleich) y ist. Es ist nämlich jede Potenz Xi*" eine 
Wurzel der Congmenz F{X)^0 nach demselben Doppelmodul, und folglich ist nach 8. (1) 

F(X) = (X x;) (X X;0 • • (^^ -^i ''" ') hnod7>. f\x)\. 

Zusatz (1). Dabei muss aber c der folgenden Bedingung genügen: Man zerlege^>» — 1 -- m-u, 
so dass H ein 7>" 1 eigener Divisor ist und wälile für e ein Vielfaches von nt. das prim zu // ist. 

Es gehören dann sowohl XJ' als auch F(x) zum Exponenten n. 

Zusatz (2). Jede solche Funktion i^Mst ein irreductibler Faktor von X^ X. 

Zusatz (3). Einen besonderen Fall erhält man für fi- y und einen noch specielleren, 
wenn ausserdem m - 1 . 

14. Serret betrachtet Jioch besonders (Alg. II. cap. IV) die irreductiblen Funktionen, deren 
Grad fi eine Potenz des Moduls ^> ist. indem er von der ganzen Funktion vom Gmde fi — vp"^ 
ausgeht: 



oder einfacher, da X ,^ X'' X und X ■ x. 



(!—/)•/' 






und das Produkt aller nach dem Modul p irreductiblen ganzen Funktionen vom Grade 7>" mit F„ 
bezeichnet, so dass 

r=X :X , = //(X''-' l)|mod7>). 

P P 

WO r von ^v"~' bis p"" 1 geht. 

Jeder Faktor dieses letzteren Produktes ist wieder congruent einem Produkte von der 
Form n{Xr y), wo // alle ganzen Zahlen von 1 h\^ p 1 bezeichnet, und jeder dieser Faktoren 
endlich lässt sich in p*^-*' irreductible Faktoren vom Grade y>" zerlegen. 

G 
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Zusatz (1). Dioso ganzen irreductiblen Funktionen vom Grade ;>'* werden in {p — l)i>"""* 
Arten eingetheilt, nach ebenso vielen Faktoren (Xf*"' 1), aus welchen sie durch Zerlegung ent- 
stehen. Die letzte Art (r p'' 1) heisst Hauptart. 

Zusatz (2). Ersetzt man in I',, überall x durch x^' x, d. h. X^ durch X^, so geht jeder 
Faktor (X/*~^ 1) in den folgenden über, der letzte aber in den ersten für Vn^\. 

Zusatz (3). Die Zerlegung des Faktors (X/'~' 1) in seine Partialfaktoren . d. h. die 
Auflösung der Congmenz 

X;-' l = ()(modi>) 

mit Hilfe von imaginären Wurzeln /, ... /„ gibt Serret (Alg. IL No. ;{(S8). 



II. -A^bsctmitt. 

Theorie der complexen Grössen. 

{Garns, Werke ü; Cauchy» Analyse Alg. und Exerc, 1847, t. 4; Biricldet in Crrffe's J., Bd. 24, S. 291; 

Kummer in Liouoille'» J., 1851). 



Vorbemerkung (1). Die complexen Grössen wurden von Eukr nicht als Theorie behandelt, 
sondern nur gelegentlich als Hilfsmittel zur Ableitung neuer Reihen. Auch eine lange Abhandlung 
KUhn's in den N. C. Petrop. (t. 8, 1750—51) behandelt dieselben nur zum Zwecke der Construktion 
quadratischer und cubischer Gleichungen. 

Vorbemerkung (2). Ausführliche Literaturnachweise über complexe Grössen findet man 
in Hdzmüüer^ „Isogon. Verwandtsch." (Leipzig 1882. S. 21). 

Vorbemerkung (8). Die AusdiUcke „reell" und „imaginär" finden sich schon in Bescartes 
Geometria (lib. 3, K.). Gauss (Werke IL S. 175—178) gibt sehr lehrreiche Erklärungen, um die bis 
zu seiner Zeit noch herrschenden Bedenken gegen die imaginären Grössen zu zerstreuen, und schreibt 
die geheimnissvolle Dunkelheit, die man bisher in diesem Gegenstande gefunden habe, den wenig 
schicklichen Benennungen „imaginäre" oder gar ,^unmögliche Grössen" zu. 

Vorbemerkung (4). Unter „complexen 'Gi;össen" sollen in diesem Abschnitte sowohl die 
algebraischen (im allgemeinen continuirlichen), als auch die arithmetischen (discontinuirlichen) 
behandelt werden. 



L Haiiptstück. 

Definitionen und Grundformeln. 

1. Sind p und q reelle Grössen und ist V 1 — /. so ist die Grösse 

w ■—- p -^ Iq 

der allgemeine Ausdruck einer complexen Grösse (Enler, 1775, Opusc. anal. II). Die beiden 
Ausdrücke ^> ± *'^ heissen conjugirt complex {Gauss: „conjuncti"). 

Zusatz. Die complexe Grösse w—p + iq ist nach Gauss (S. 103) ganz und rational, 
wenn sowohl j> als q es sind. Sie heisst nach Heine (Kugelfunct. I) positiv, wenn der reelle 
Theil 2) positiv ist. 

2. Setzt man 2^ ~ Q cos <p und q — q sin y, so wird w - q (cos tp + / sin y). und 

n -^ Vp^ 4- q^^ (f) — arc cos - - arc sin - - arc ts -. 

Q Q P 

Der Faktor q heisst Modul {Hamilton ?> „Dehnungscoefficient") und ist immer zeichenlos. der 

andere Faktor (cosy + isiiKp) heisst Amplitude {Hamiltons „Richtungscoefficient"). oder nach Cauvhy 

(Anal. Alg., p. 183) „Reduzirter Ausdruck**. Der Winkel y heisst Argument, und. wenn er auf die 

Werthe zwischen ± tt beschränkt wird, das Hauptargument. (Caurht/, Ex.. 1847. t. 4. p. 2(16). 



^^ II. Abschnitt. Thecirie der complexen Grössen. 

Zusatz. Die comploxo Grösse w lässt sich nach Neumaun durch einen Cosinus allein 

darstellen: 

ui=:p + iq -- cos (y Qi), 



wo cos {f — zt Vl^ und () - lg (J/Aj, + VL - 1). und die Grössen ^, L die Wurzeln der Gleichung sind 

^ * ?/^ _ . 
;i ^ A 1~ 

Diese Wurzeln sind, wie aus der Geometrie bekannt ist, die elliptischen Coordinateii des 
Punktes (p.q). d. h. die Quadrate der Halbaxen einer Ellipse und Hyperbel, w^elche sich in dem 
Punkte rechtwinklig schneiden und die beiden Punkte it 1 zu gemeinschaftlichen Brennpunkten haben. 

3. Das Produkt zweier conjugirt complexen Grössen ist immer reell und heisst 
nach Gauss die Norm der beiden Grössen. Dieselbe wird von Dirklüet bezeichnet durch 
{Grellen J.. Bd. 24. S. 295): 

und befolgt ähnliche Gesetze wie der Modul (s. unten 5.). z. B. 

N{k . l) ^. N(]c) N(l) . N(k : t) .-.-- N{Jc) : N(l). 

4. Die vier ausgezeichneten Fälle (^> — ± 1. q — 0) und (/> = 0, // — ± 1). für welche die 
Norm gleich Eins wird, liefern die Einheiten des complexen Systems 

w^ ± 1. zt-/. 

Zusatz (1). Diese vier Einheiten lassen sich durch Potenzen einer einzigen, der Haupt- 
einheit, darstellen: 

•»» '^l *! 

/, ?-. 'r. r. 

kehren also bei wachsendem Exponenten periodisch wieder. 

Zusatz (2). Auf diese Eigenschaft gestützt, suchte Cauchy (Ex., 1844, t. 3, p. 87 und p. 94) 
die Theorie der complexen Grössen zu ersetzen durch algebraische Congruenzen mit dem 
Modul P + 1. wobei er aber i als reelle Grösse betrachtete. Er beweist in der That viele der 
bekannten Sätze mittelst der vier Kongruenzen 

/i«=l. /:i'"^>=/, /4,«4-2= I ;i,«^-:i= / (mod/^ f 1). 



5. Berechnung des Moduls nach üamhy (Ex., 1829, t. 4, p. 47 ss.). Es sei 

H ■-- Q (cos a + i sin a) , V -- (s (cos ß ■\- l sin ß). 
also modw -(>.. mod t- a, dann hat man die Fonneln: 



mod (u r ') I^^- r a^ + 2q(S cos (a - ß)"^ mod ii ^- mod r, 

mod {n v) --- Vq^ -|- er- 2^ er cos {a ß)^ mod n mod r, 
mod (u ' v) r: Q.(j — mod n • mod r. 

mod (« : <) = Q. (S ~ mod u : mod r. 

mod (?('*) - ()'' = (mod u)". 

Viij - Vq - Vmodu, 

mod (log u) — |/(log ^)- + a- ^ log mod ?/, 

mod {q'' ^'«') — ß'* ^ ^ mod(n4-/«/) jp nachdem ^ ^ ± 1. 

6. Berechnung der Amplitude, Mo'wrc^ Formeln (Miscellanea analytica. 1730): 

(a) (cos ^1 + / sin yi) • (cos if^ f / sin (f^) — cos (y^ + ^2) ^ ' sin [q^ + y^), 

(b) (cos ^1 ^ / sin yi) : (cos y., -h / sin y^) — cos (y, - y^) + '* sin (y, y^,), 

(c) (cos y 4^ / sin (f) " cos — (y =b 2r7r) f / sin — (y ± 2r7r), 
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worin m:n ein irreductibler Binich und r = 0, 1, 2, ... n 1 sei. Der Ausdruck (c) hat « ver- 
schiedene Werthe. also unendlich viele, .wenn m:n irrational ist. 

Zusatz (1). Die Formel (c) heisst auch „ Goniometrische Binomialformer*. (EUin(;s)uiusen.) 
Zusatz (2). Diese Binoraialforrael liefert einen allgemeinen Ausdruck fUr die Sinus und 
Cosinus vielfacher Winkel (vergl. Theorie d. Reihen, VI, 12. (a)): 

cos r^' = 2 ^^^^ y + * sm ff)^ rp ^ (cos g> t sm q)^. 

7. Die geometrische Darstellung der imaginären Grössen in der Ebene, d. h. die 

Betrachtung der Wurzel V — \ als „Zeichen der Perpendikularität" wurde gleiclizeitig ausgesprochen 
\on Aryand in seinem anonymen y^Essai^ (Paris, 1806, und Gergonnes Ann., t. 4, pp. 133 — 147) und 
von Bu/e in den Phil. Trans. (1806, p. 28), aber erst durch Gauss (Selbstanzeige 1831. April 23; 
Werke n, S. 174 und S. 109) allgemein eingeführt. 

Zusatz. Die Ueberti-agung dieser Darstellungsweise auf den dreifach ausgedehnten Raum 
wurde ebenfalls von Aryand versucht durch Einführung der Potenz i* als Zeichen der Peii^en- 
dikularität auf der erwähnten Jlbene. Mit Recht aber erhob Scrvois in Gergonves Annalen (t. 4) 

den Einwurf, dass die Grösse 

_j_ 
/* — e '^ (r ■= beliebige ganze Zahl) 

nach Euler der reellen Zahlenreihe angehöre. Diese Aufgabe ist zuerst von Hamilton in seinem 
Quaternionen-Calcül (1844 — 53) gelöst worden und gehört eher in die Geometrie als in die 
Arithmetik und Algebra. 



IL Hauptstück. 

Die Elementarfunktionen. 

Vorbemerkung (1). Die allgemeinen Punktionen complexer Veränderlichen, die sogenannten 
monogenen Punktionen, finden sich behandelt im Abschnitte: Theorie d. Punktionen, 11. 

Vorbemerkung (2). Die folgenden Pormeln sind ausführlich behandelt bei (Jaucht/ 
(Ex., 1847. t. 4). 

1. Allgemeine Potenzen [Cauchy, p. 255). 

[p + ///)« + **• — [^(cosy« + /siny.)]«+i^» 

=rexp![alg^ -ß((f + 2r7x)\ f \ß\gQ -f a (y + 2r7r)|i| 
^ exp (P - Qi) = c^ (cos Q + i sin Q), 

Zusatz (1). Potenzen sind also unendlich vieldeutige Punktionen. Ueber ihre geometrische 
Dai-stellung sehe man Durctje in ScIdömilcJis Zeitschr. (Bd. 5, S. 345). 

Zusatz (2). Pur (/ - 0, « — hat man einfacher 

p ^ " — cos (jc Ig^;) ± / sin (x Igp). 

2. Wurzeln (Cauchi/, Anal. Alg. , p. 217). Bezeichnet w eine beliebige ])ositive oder 
negative, gebrochene oder ganze, reelle Zahl, so ist: 

Vp + qi Vq |cos - (q> ± 2r7r) f / sin (q rt 2r7r)|. 



4-6 II. Abschnitt. Theorie der complexen Grössen. 

Zusatz (1). Den Fall, wo n = a + ßi complex ist, erhält man aus 1. durch Inversion, 
indem man dort auf der rechten Seite der Formel überall « und ß bezüglich ersetzt durch 

und 



«2 + ^2 lOC^ + ß 

Zusatz (2). Insbesondere hat man 



n n 



V + l — cos — TT + t sin — TT 

'* " ' (± r = 0. 1, 2 . . .). 



2r + 1 , . . 2r + l ( 



1 — COS TT + i sin 



n n 

Zusatz (3). Die nte Wurzel jeder Grösse ist also w-werthig, entsprechend dem Satze, 
dass jede Gleichung wten Grades n Wurzeln hat. 

Zusatz (4). Der Ausdruck zzhV^;^- -1 lässt sich durch die Substitution 



j3 -. X + iy — a cos 6 + i sin 6 Va^ J 
auf die Normalform bringen: 



z db VJ~^ 1 ^: (a ± Va^ 1) (cos 6 i i sin ö). 



Da hier mod {z ± Vjs^ — 1) - a ± Va^ 1, so beschreibt der Punkt z =b Vz^ 1 einen Kreis, 
während z eine Ellipse mit den Brennpunkten =b 1 beschreibt. Der Radius des Kreises ist die 
Summe oder Differenz der beiden Halbaxen der Ellipse. (C. Neionann, Halle 1862; vergl. HeitWy 
Kugelf. I. S. 40.) 

Zusatz (5). Für den Fall n = 2 gibt Gauss (Werke, Bd. n, S. 104) den algebraischen 
Ausdruck: 






^\n 



3. Exponentialgrössen (vergl. Hennitc in den Corapt. Rend., t. 77, 1873): 

6'-' --: exp z — exp {x i ly) -- e^ (cos y ± i sin y) = lim ( 1 + 

exp {;2r7ti) — -h 1, exp l(2r f l)7r/J — 1. 

Zusatz (1). Die Bezeichnung exp z für c-' wird von Cayley (Encycl. Brit.. Artikel „Function") 
vorgeschlagen, so dass die Zeichen log und exp sich gegenseitig auflieben: 

^^ = exp (lg -2'). 

Zusatz (2). Die Exponentialgrösse ist also periodisch mit dem Index 2ni. 

4. Logarithmische Grössen sind die Umkehrung der Exponentialgrösse und sind definirt 
durch das Additionstheorem: 

lg (^^1 • ^2) --^ lg -2-1 + lg -2-2. 

Daraus folgt die allgemeine Formel {Camhy^ Anal. Alg.. p. :U8— 319): 



lg (P + üi) =^- lg k(cos (f + /sin y)| -^ \gQ + ((f + ^m) i = lg Vj)^ + q^ -t i arc tg \ 
Zusatz (1). Insbesondere ist, wenn r eine beliebige ganze Zahl bedeutet: 

lg(+ l) = 2r7i/, lg( l):--(2r f 1)71/. 

Zusatz (2). Der Logarithmus ist also unendlich vieldeutig mit der Priode 2ni\ der 
Hauptwerth des Logarithmus hingegen ist eindeutig, nämlich derjenige, welchen man aus obiger 
Formel erhält, indem man dem Logarithmus der Norm seinen reellen Werth beilegt, und das 

Argument q^ zwischen :h ^ tt oder zwischen und n nimmt. (Canchy, Ex.. 1847, t. 4. \^. 253.) 



tM^m^^am 
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Zusatz (3). Die conforme Abbildung der beiden Grössen z und Z, die durch die 
Beziehungen Z = exp z oder -s" = lg Z mit einander verbunden sind, d. h. eine Darstellung der 
Periodicität dei' ersteren und der Vieldeutigkeit der letzteren, findet sich bei Hdzmüller (Tafel 11), 
Die beiden Abbildungen stehen in derselben Beziehung zu einander, wie Krämers (Mercators) See- 
karte zur stereographischen Polaiprojektion. 

Zusatz (4). Die Grösse lg( 1) war Gegenstand eines langen Streites zwischen Lcilmitz 
und BemoullL Während ersterer an dem imaginären Werthe von 

lg( -a).-lga + lg( -1) 

festhielt, schloss letzterer aus der Gleichung lg (+ o)^ = lg ( - «)* auf die Identität lg (+ «) = lg ( «). 
(s. Euler in den Berlin. M6m.. 1749, p. 139.) 

5. Die trigonometrischen Punktionen lassen sich zuiiickführen auf Exponentialfunktionen 
{Etiler y Introductio. I, p. 104): 

sin^=prT(e=' e-'O. cos^ = -:(e"+ c-'O 
_ <- .1 e^'* \ _ {ey + e-y) sin x + i {e^ - - c-^) cos x 

Zusatz (1). Die Sinus und Cosinus sind also periodisch mit dem Index 27t. innerhalb 
einer Periode tritt jeder Werth zweimal auf; die Tangenten sind periodisch mit dem Index n. 
Die conforme Abbildung dieser Funktionen siehe bei Hdzmüüer (Tafel XX). 

Zusatz (2). Die Sinus und Cosinus complexer Grössen sind also complex, die Sinus rein 
imaginärer Grössen sind rein imaginär, die Cosinus rein imaginärer Grössen sind reell. 

6. Die cyclo metrischen Funktionen sind die Umkehrung der trigonometrischen und 
folglich logarithmisch. {Joh. BeryumlU, Paris. M6m., 1702, p. 305.) Sie werden bezeichnet, indem 
man die trigonometrischen Funktionszeichen mit der Vorsilbe arc. oder symbolisch, mit dem Ex- 
ponenten 1 versieht (vergl. Theorie d. Differenzen u. Summen, Vorbemerkung (3)). 

Dieselben sind definirt durch die Formeln (vergl. Th. d. Reihen, VI, 10.): 

arc sin -3' — ± - lg (V^l z'^ :ii iz) — - n arc cos z, 

arc cos z- ± - lg (-8' zt i Kl z^) — arc sin \\ z^, 

1 , W zi 
arctg. ^_lg^^__., 

arc cotg^^- -. lg -^T-—^ =r arc tg - ^^ ^ TT arc tg z. 

Darin gehören die oberen Zeichen zusammen, ebenso die unteren, und ist wie früher: 

z ^^ X Ar iy^^ q (cos 9 + * sin y). 

Zusatz (1). Wie die logarithmischen, so haben auch die cyclometrischen Funktionen ihre 
Additionstheoreme: 

arc sin -?, ± arc sin z^ — arc sin Iz^ i/l zl zL z^ lil z^\, 
arc cos ^j rt arc cos z^ - arc cos Iz^ z^ ^ i/ 1 z*^ i/l z^] . 



arc tg ^1 i arc tg z^ — arc tg 



1 ::f Ti Jjj ' 

arc cotg ^i 4- arc cotg z^ -- arc cotg 'l^\^\- ; 

z^ — ■ -I 

wie jene, so sind auch diese vieldeutig, die ersteren beiden mit dem Index 2n, die letzteren 
beiden mit dem Index n. 
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Zusatz (2). Die cycloraetrischen Funktionen lassen sich durch Einsetzen von z —. x + iy 
durch X und y darstellen, werden aber dann sehr weitläufig. Catichy (p. 285—291) sucht dieselben 
zu vereinfachen durch Einführung der hyperbolischen Sinus und Cosinus (v und w). 

Zusatz (3). Cauchy (p. 291—298) untersucht auch die ,,singulären" oder Grenz-Werthe 
dieser Funktionen, und findet z. B. 

arc sin (± oc) = ± - TT ± i lg (c>c), 
worin die ersten beiden Doppelzeichen paanveise zusammengehören, das letzte aber willkürlich ist. 



III. Hauptstück. 

Die Gauss'schen complexen Zahlen. 

Vorbemerkung (1). Die Zerlegung der Zahlen in complexe Faktoren wurde von Gauss 
in seiner „Commentatio secunda'* (Göttingen 1832; Werke 11. S. 102—109) behandelt und war 
veranlasst durch die Ausdehnung des Leyendreschen Reciprocitätsprincips (s. Theorie d. Zahlen, 
X, 5.) auf biquadratische Reste. 

Vorbemerkung (2). Jacobi (CreUes J.. Bd. 19, S. 314) deutet den Weg an, auf welchem 
Gauss die complexen Primzahlen gefunden hat, nämlich die Untersuchung der elliptischen Trans- 
cendenten, und namentlich der besonderen Gattung, welche die Rektification des Lemniskatenbogens 
gibt. Ja^ol/i sucht in diesem Aufsatze zum weiteren Studium der complexen Primzahlen anzuregen. 



1. Eine complexe Zahl wird definirt durch die Formel a + hi, wo l— Kl und a und h 
irgendwelche Zahlen sind. Die complexe Zahl heisst ganz und rational, wenn die beiden 
Zahlen a und b es sind, was in diesem Hauptstück vorausgesetzt wii*d. so dass a und h alle 
ganzen Zahlen von ^ bis + '^c bezeichnen können. 

Zusatz. Die Definitionen von conjugirt complexen Zahlen und ihrer Norm bleiben 
dieselben wie oben in I. 

2. Eine complexe Einheit ist eine complexe ganze Zahl, deren Norm gleich Eins ist; 
das Gauss ^ohe Zahlensystem hat also die vier Einheiten: ±1, ± /. 

Zusatz (1). Je vier complexe Zahlen, die sich nur durch die Einheitsfaktoren unter- 
scheiden, heissen associirt. 

Zusatz (2). Wie aber im reellen Zahlensystem, welches die beiden Einheiten ± 1 hat, 
die positiven Zahlen gleichsam die primären sind, so sucht Gauss auch unter je vier associirten 
Zahlen seines Systems eine als die primäre aufzustellen, unter Wahrung des Grundsatzes, dass das 
Produkt zweier primären Zahlen wieder ein primäres Produkt gibt. Er findet, dass eine solche 
Bevorzugung nur für ganze Zahlen möglich und nur für ungerade Zahlen nützlich ist. und wählt 
unter zwei Möglichkeiten die folgende Definition einer primären Zahl: 

a + 6/ = + 1 (mod 2 -f 2/). 

Zusatz (3). Alle associii'ten Zahlen lassen sich, durch Abtrennung der Einheitsfaktoren, 
durch ihre primären darstellen. 

3. Eine complexe ganze Zahl heisst zusammengesetzt, wenn sie sich in zwei (von den 
Einheiten verschiedene) Faktoren zerlegen lässt. sonst heist sie complexe Primzahl. 
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Zusatz (1). Jede zusammengesetzte reelle Zahl ist auch im complexen Zahlensystem 
zusammengesetzt aber nicht jede reelle Primzahl ist auch complexe Primzahl. Das letztere gilt 
von der Zahl 2 = (1 + i)(l -i) und von allen reellen Primzahlen von der Form 

4n + 1 = a^ + 6^ == (a + hi) {a -bi). 

Dagegen sind alle reellen Primzahlen von der Form 4w + 3 auch complexe Primzahlen. 

Zusatz (2). Je nach dem Vorhandensein der Faktoren von 2 = {1 + t){l i) unterscheidet 
Gaitss (S. 106) die complexen Zahlen in: 

ungerade, wenn sie keinen der Faktoren (1 + i). (1 - enthalten, 
halbgerade, „ einen ^ „ „ ,, 

gerade „ beide 

Die Zahlen a, 6 sind im ersten Falle theils gerade, theils ungerade, im zweiten beide 
ungerade, im dritten beide gerade; mit anderen Worten, die Norm der complexen Zahl hat im 
ersten Falle die Form (4n -f 1), im zweiten die Form (4w + l)-2, im dritten die Form (4« + l)•2^ 
wo aber im letzten Falle auch eine höhere Potenz von 2 aufti'eten kann. ^ 

4. Eine complexe Zahl ist prim oder zusammengesetzt, je nachdem ihre Norm prim 
oder zusammengesetzt ist. (GattsSy S. 105). 

Zusatz (1). Der Bereich der complexen Primzahlen umfasst also folgende vier Arten: 

(a) die vier Einheiten ± 1, ± i, die aber gewöhnlich nicht unter Primzahlen verstanden 
werden ; 

iß) die Zahl 1 + i mit ihren drei associirten; 

(y) die reellen positiven Primzahlen von der Form 4w + 3 mit je drei associirten; 

(d) die complexen Zahlen, deren Normen reelle Primzahlen von der Form 4w + 1 sind; 
jeder Norm dieser Art entsprechen 8 und nur 8 complexe Primzahlen, da die Norm nur auf eine 
Art in zwei Quadrate auflösbar ist. 

Zusatz (2). Der bekannte Satz von der eindeutigen Zerlegung einer reellen Zahl in ihre 
reellen Primzahlfaktoren (s. Theorie d. Zahlen, n, 1.) lässt sich auf dem complexen Zahlengebiete 
dahin aussprechen, dass jede complexe Zahl sich eindeutig (nur auf eine Weise) in primäre 
complexe Primzahlen zerlegen lässt: 

wo 11 = 0, 1, 2 oder 3, r = oder gleich einer positiven ganzen Zahl, und «, ß, y . . . positive ganze 
Zahlen sind. Der Faktor (1 + t) braucht nicht hervorgehoben zu werden, wenn man ihn, wie 
Gauss und DiricMet gethan haben, ebenfalls als primär betrachtet. 

5. Gauss sagt in einer Anmerkung (S. 102), das Feld der oben definirten complexen Zahlen 
sei hauptsächlich der Theorie der quadratischen Reste angepasst; die Theorie der cubischen 

Reste verlange als Grundlage Zahlen von der Form a + ha, wo « = :t + .j l^ 3 eine imaginäre 

Wurzel der Gleichung «^=^1 ist. Die conjugirte Zahl ist hier a + />a- = (a- &) — ha, also 
die Norm: 

(a + ha) (a + ha^) =. a^ ah + h\ 

Dieses Zahlensystem hat die 6 Einheiten: ±1, i a, d= «-. Seine complexen Zahlen 
gruppiren sich also zu je 6 associirten zusammen: 

(a + />«). (± 1, ±a, ±«2)^ 

unter denen man diejenige als primär ansehen kann, welche der Bedingung genügt: 

a + ha^ 1 (mod 3). 

Zusatz (1). Da alle reellen Primzahlen von der Form 6n + 1 sich als Norm (a^ -ah + h^) 
darstellen lassen, so sind sie auf diesem Zahlengebiete zusammengesetzt, während alle reellen 
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Primzahlen von der Form 6« -f 5 auch complexe Primzahlen sind. Die einzige reelle Primzahl, 
welche nicht in diesen zwei Klassen enthalten ist ist 3 = (1 «) (1 «*), die in dem früheren 
Systeme prim war. 

Zusatz (2). Der Bereich der complexen Primzahlen dieses Systems erstreckt sich also 
auf die Zahl 1 a, auf die reellen Primzahlen der Form 6n + 5 und auf die complexen Zahlen, 
deren Normen reelle Primzahlen von der Form 6w + 1 sind. 

Zusatz (3). Die eindeutige Zerlegung einer complexen Zahl in primäre complexe 
Primzahlen lässt sich auch für dieses System darthun. 

Zusatz (4). Nach einer Bemerkung JacohPs {Crelle's J., Bd. 19, 1839) lautet das Reeipro- 
citätsgesetz in diesem Zahlensysteme der a etwas einfacher als in dem obigen der i. Daselbst 
gibt Jacobi auch Andeutungen über die complexen Zahlen, welche aus 5ten. *8ten, 12ten Wurzeln 
der Einheit zusammengesetzt sind. 



IV. Hauptstück. 

Die Eummer'schen complexen Zahlen. 

Vorbemerkung (1). Kummer hat seine Untersuchungen über complexe Zahlen in Grelles J. 
(Bde. 30. 35 und 40) in den Jahren 1846. 47 und 50 veröffentlicht und dieselben in Liouville^s J. 
(1851. p. 377 SS.) zusammengefasst. Die letztere Ai'beit bildet ein abgeschlossenes Ganze und ist 
der folgenden Darstellung zu Grunde gelegt. Kummer beruft sich dabei auf eine Arbeit DirieJikfs 
in den Bei'lin. Monatsber. (Mäi*z 1846) und auf die Inaugui*aldissertation Kroneekers (Berlin, 1845), 
so wie umgekehrt Kroneeker auf eine filihere Arbeit Kummers verweist: „de numeris complexis. 
qui unitatis radicibus et numeris integris realibus constant'* (1S34). 

Vorbemerkung (2). Die letzterwähnte Ueberschrift deutet an. dass die Kummersoixen 
complexen Zahlen eine Vei'allgemeinerung der &a?f6v>' sehen sind, dass sie aber nicht die allgemeinste 
Art complexer Zahlen darstellen, weil sie aus den Einheltswurzoln gebildet sind, also auf der 
besonderen binomischen Gleichung beioihen. 

Vorbemerkung (3). Der Zweck dieser VeraUgemeinoruiig der complexen Zahlen war 
der Beweis dos allgemeinen Rociprocitätsgesetzes. (Vergl. Theorie d. Zahlen. X. 5.). 

A. Die au8 den Eiuheitswurzelii gebildeten complexen Zahlen. 

1. Bedeutet / eine ungerade Primzahl und « eine imaginäre Wurzel der Gleichung 
«^ 1 1. also eine Wurzel der Gleichung 

«^ 1 

a 1 

SO heisst die j-ationale ganze Funktion von a mit ganzen reellen Coefficienten 

/'(«) -- (i \- (fi a r (h a- -|- . . . -f n^-^ cc^~- 

eine complexe Zahl. 

Zusatz. Diese Darstellung einer complexen Zahl, die der Laffranf/c'^chen Hilfsfunktion 
nachgebildet ist (vergl. Theorie d. Gleichungen, VIl, A. 1.), ist immer eindeutig, d. h. völlig bestimmt. 

2. Setzt man an Stelle von a nacheinander die verschiedenen Wurzeln a,a*, . . . a^~^ obiger 
Gleichung, so erhUlt man die / 1 conjugirt complexen Zahlen 

/•(«). fW) fW~'), 
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deren Produkt, als eine symmetrische Punktion dieser Wurzeln, immer eine reelle, rationale- 
ganze Zahl ist und als Norm jeder derselben bezeichnet wird: 

Zusatz (1). Die Norm spielt bei Untersuchung der Eigenschaften der complexen Zahlen 
eine Hauptrolle, indem sich aus ihr die Primzahlen und Einheiten bestimmen. 

Zusatz (2). Kummer (p. 380—882) gibt einige Sätze über Addition, Subtraktion, Multiplication 
und Division complexer Zahlen. 

3. Die complexe Zahl /'(«) heisst complexe Primzahl, wenn ihre Norpi Nf(a)—2^ eine 

reelle Primzahl ist. 

Zusatz (1). Die reelle Primzahl 7> muss aber, um gleich einer Norm sein zu können, der 

Bedingung genügen 

j)z^ \ (mod /) oder 7; — m/ + 1. 

Zusatz (2). Dieser Satz gilt aber nicht umgekehrt, d. h. nicht alle Primzahlen^; — mJi -t 1 
lassen sich nach Art einer Norm in complexe Primzahlen zerlegen. (Vergl. unten C). 

!• Die complexe Zahl f\a) heisst complexe Einheit, wenn ihre Norm Xf\a) - 1 die reelle 
Einheit ist. Sie wird dann bezeichnet mit E(a). 

Die complexen Einheiten werden eingetheilt in einfache und zusammengesetzte. Sie 
lassen sich nämlich im Allgemeinen zerlegen in Produkte von der Ponn, w-enn Kürae halber 
k 1 — 2fi gesetzt wird: 

E(a) = a*[r + ri (« + «- ') -f c, («^ + «--*) -f . . . t^ c„ («" + «-.")|, 

wo a* die einfache und der Klammerfaktor die zusammengesetzte Einheit ist. 

• 

Zusatz (1). Das System / = 3 hat nur die einfachen Einheiten 

F(a)= ± 1, ±«, i«^; 

das System X = b hingegen (und alle höheren) hat unendlich viele Einheiten, die sich indessen 
sämmtlich in der Porm dai'stellen lassen 

t:(a) -- ± «M« ^- «^)'". 

wo m eine beliebige positive oder negative ganze Zahl ist. 

Zusatz (2). Kummer beschäftigt sich (§ 11) eingehend mit der Existenz von Systemen 
fundamentaler Einheiten und bemerkt wiederholt, (p. 883 und 400), dass die Darstellung aller 
Einheiten unter der einfachsten Porm die wichtigste, aber auch die schwierigste Aufgabe dieser 
Theorie sei. 

B. Die aus den Perioden gebildeten complexen Zahlen. 

6. Es sei y eine i)rimitive Wurzel der Primzahl /. also 

yx-i ^^ 1 (mod/). 

Dann können die imaginären Wurzeln der Gleichung «^ — 1 in folgenden l)eiden gleich- 
bedeutenden Reihen geschriel)en werden: 

a. a^. «•* a^~ '. 

«.«'.«' a'' 

Setzt man nun / l-_6'./', so kann man diese Wurzeln in r sogenannte . Perioden** 
(Kummer, p. 403) zu je /' Glieder reihen: 

fj^ - « -f «^ -\- U' + . . • . f- «'' 

fji - «> f- «y \- iey I- f «y 

r - l '2r- \ :W — I /♦■ — I 

tjr-} - ci' \ a' f- «' ^ . . . - «' 

die für /*= 1 wieder in die ui'sprünglichen Wurzeln « übergehen. 

7* 
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Zusatz (1). Die fj bilden zusammen ebenfalls eine Periode, indem sie bei wachsendem 
Zeiger cyclisch wiederkehren: tii,f_^f, = ij^, 

Zusatz (2). Ist z. B. A m 13, so ist y=:2 und A-l=r./*=:3.4 oder == 2 • 6. Im ersteren 
Falle hat man unter Berücksichtigung der Gleichung a^^ = 1: 

iy, = a» -t- «3 _|_ ^11 _^ ^10 

^g z=z a* + a« + a» + a\ 

Zusatz (3). Die fj lassen sich als Wurzeln einer Gleichung eten Grades darstellen; 
denn ihre Summe ist 

'^0 + ^l + ^2 + • • • • + ^f — 1 ^=^ " 1 

und das Produkt je zweier gibt eine lineare Gleichung von der Gestalt: 
woraus sich durch Elimination eine Bestimmungsgleichung eten Grades ergibt: 

6, Eine aus diesen Perioden gebildete complexe Zahl wird definirt als ganze 
rationale Funktion der iy, die sich aber, wie man aus obiger Darstellung der Produkte i^o^r 
erkennt, immer als lineare Funktion dieser Perioden darstellen lässt, und zwar eindeutig: 

Zusatz (1). Kummer (p. 411) betrachtet die complexe Z^hl F als Punktion der Anfangs- 
periode, und die verschiedenen Funktionen 



als conjugirt. Eine aus Perioden gebildete complexe Zahl hat zwei Arten von Conjugirten 
und folglich auch zweierlei Normen, erstlich in Bezug auf eine Vertauschung der Wurzeln «, 
und weiter in Bezug auf eine Vertauschung der Perioden «7. Die erstere Norm hat >t l = e«/* 
Faktoren und ist immer die /'te Potenz der letzteren. (Kummer p. 414). 

Zusatz (2). Jede Zerlegung von A X—e^f liefert für sich ein eigenes System 
complexer Zahlen. Von diesen ist ein besonderes, für /*= 1, oben unter A. betrachtet worden. 

Ein anderes einfaches System bilden die Halbperioden, für /'^ -(/ 1). indem die Gleichung 

der jy (s. oben 5.) quadratisch wird: 

iy- -}- 37 + 7 (1 i= /) ~ 0, je nachdem / ^ | (mod 4). 

4 ( iS 

?• Die complexe Zahl F(i^) heisst complexe Primzahl, wenn ihre Norm NF[fj) — q eine 
reelle Primzahl ist. (Kummer, p. 427). 

Zusatz (1). Kummer (p. 415) untenvirft die Primzahl q der Bedingung, dass sie zum 
Exponenten /' gehöre, d. h. dass /' der kleinste Exponent sei, welcher der C-ongruenz q^ ^ 1 (mod i.) 
genügt. Für /'- 1 geht diese Bedingung in die oben in 3. erwähnte über. 

Zusatz (2). Aber nicht alle Primzahlen, welche dieser Bedingung genügen, lassen sich 
nach Alt einer Norm in complexe Primzahlen zei'legen. {Kummer, p. 426). 

C. Die idealen Prinizalileii. 

8, Kummer (p. 426) betrachtet die reellen Primzahlen q. welche zum Exponenten /' gehören, 
untej* welchen also die reellen Primzahlen p — Xm + 1 für /'= 1 als besonderer Fall enthalten 
sind, und theilt dieselben in zwei Klassen, nämlich solche, die sich nach Art einer Norm in 
conjugirt complexe Primfaktoren zerlegen lassen 
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und solche, bei denen eine derartige Zerlegung nicht ausführbar ist. Die Zahlen dieser letzteren 
Klasse denkt sich Kummer (p. 429) in ideale Primfaktoren zerlegt. 

Zusatz (1). Die wirklichen complexen Primzahlen kann man als besonderen Fall der 
idealen betrachten, ähnlich wie die reellen Grössen in den complexen enthalten sind. 

Zusatz (2). Wenn eine ideale Primzahl gegeben ist, so gibt es unendlich viele andere, 
mit welchen sie multiplicirt eine wirkliche complexe Zahl gibt sie kann aber nie niit einer 
wirklichen Zahl ein wirkliches Produkt geben. 

Zusatz (3). Kummer (p. 431—433) dilickt die Bedingung, dass in einer complexen Zahl 
ideale Paktoren vorkommen, auf verschiedene Arten durch Congruenzen aus, und erwähnt 
(p. 433—439) verschiedene Eigenschaften, in welchen die idealen Zahlen mit den wirklichen über- 
einstimmen. 

Zusatz (4). Kummer vergleicht (p. 447—448) die wirklichen complexen Primfaktoren 
mit den chemischen Elementen, die idealen hingegen mit den hypothetischen Radicalen. die 
man nur in ihren Verbindungen kennt, abei* nicht getrennt darzustellen vermag. 

9. Alle jene idealen Zahlen, welche durch Multiplikation mit derselben idealen Zahl 
wirkliche Produkte geben, heissen äquivalent und gehören zu dei'selben Klasse (Kummer, p. 443). 

Zusatz (1). Die wirklichen Zahlen werden die Hauptklasse genannt. 
Zusatz (2). Diese Klassen äquivalenter Zahlen bleiben immer dieselben für alle beliebigen 
Multiplicatoren. Kummer vei'gleicht dieselben mit der chemischen Aequivalenz (p. 447). 

10. Die Klassen aller idealen Zahlen sind endlich an Zahl und bestimmt, so dass jede 
ideale Zahl nur einer Klasse angehört. 

Zusatz (1). Kummer stellt (p. 471) eine allgemeine Formel für die Anzahl Klassen bei 
gegebenem / auf und findet, dass für A — 3, / — 5 und / == 7 nur die Hauptklasse vorhanden ist. 
also keine idealen Zahlen auftreten, während für / = 23, 29, 31. u. s. w. sicher ideale Zahlen 
vorhanden sind und von X = 37 an die Zahl der Klassen i'asch wächst. Die Rechnung wird 
indess schon von /— 11 an schwierig, weil man jedesmal erst ein System von fundamentalen 
Einheiten zu suchen hat. Von der Wahl dieser Einheiten wird es nach einer Bemerkung Cayleys 
(Encyclop. Brit., 9. edit. „Numbers", p. 623, Anmerk.) abhängen, ob auch für die zwischenliegenden 
Werthe A~ 11, 13, 17 und 19 ideale Primfaktoren auftreten oder nicht. 

Zusatz (2). Aequivalente Zahlen, multiplicii-t mit äquivalenten Zahlen, geben wieder 
äquivalente Produkte, so dass die Klasse des Pj-oduktes durch die Klasse der Paktoren bestimmt ist. 

Zusatz (3). Zu jeder Klasse gibt es eine gewisse andere Klasse, welche mit ihr durch 
Multiplikation die Hauptklasse erzeugt. 

Eine Klasse von Zahlen, welche mit sich selbst multipliciit die Hauptklasse erzeugen, heisst 
am b ige Klasse. Solche gibt es. ausser der Hauptklasse selbst, im Allgemeinen nicht. 

11. Jede complexe ideale Zahl kann als Wurzel einer wirklichen Zahl dargestellt 
werden. 

Zusatz. So findet man im Falle / — 23 nach 6. für die Halbperioden jy^ und jy, die 
Gleichung iy^ -h iy + ß z=^ 0, also ly,, i- jyi — 1. iy„iyi — ß, und durch unmittelbare Berechnung die 
idealen Primfaktoren der Zahlen 2. 3. 13, u. s. w.: 

2 - vr~^,'\T~j, 



3 -Kl 2jyo-H 2jyi 



13:^ 131 12iyo-K31 12jyi, etc. 

Die beiden idealen Paktoren von 2 bilden mit der Hauptklasse der wirklichen Zalilen die drei 
Klassen äquivalenter Zahlen dieses Systems. 
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12. Eine Tafel der Kummer sehen complexen Primzahlen ist von RemcUe (Berlin, 1875) 
berechnet worden, entsprechend einem von Kummer {Liouvüle's J., 1851, p. 453) ausgesprochenen 
Wunsche. 



V. Hauptstück. 

Die allgemeinen complexen Zahlen. 

Vorbemerkung (1). Ausser den Gauss sohen und Kummer sehen gibt es noch die 
(rolois sQhen complexen Zahlen, als Wurzeln von unlösbaren Congruenzen (Liouväles J., 1846, 
p. 399 und p. 405; vergl. Theorie d. Zahlen. VI, 2.), die aber mit den genannten scheinbar 
in keinem Zusammenhange stehen. 

Vorbemerkung (2). Uanlcd behandelt in seinen Vorlesungen über die complexen Zahlen 
(Leipzig 1867) auch „Alternirende Zahlen", die aber im Grunde identisch sind mit Crrassmanns 
„Elementargrössen" (1844) und Cauchjs unbestimmten Coefficienten. (Vergl. Theorie d. Determinanten, 
IL Vorbem. (2)). Im 6ten Abschnitt gibt er einige geschichtliche Bemerkungen (§ 28) und 
allgemeine Gesichtspunkte (5J 29) über die Bildung allgemeiner complexen Zahlen. 

1. Die allgemeinen complexen Zahlen finden sich zuerst in den Götting. Nachrichten 
behandelt von Wekrstrass (1884, S. 395). Dedelcind (1885, S. 141) und Petersen (1887, S. 489). und 
später, unter Weglassung aller beschränkenden Voraussetzungen, von Kronecker in den Berlin. 
Berichten (1888), wo er für das Problem der Auffindung der allgemeinsten, unter Wahrung der 
algebraischen Rechnungsregeln zulässigen, complexen Zahlen die vollständige und zugleich 
ganz einfache Lösung zu geben v^erspricht. 

Zu diesem Zwecke führt er die von einander unabhängigen Rechnungssymbole i^. i^, .r. e» 
ein. für welche jedes Produkt sich eindeutig als lineare Funktion derselben darstellen 

lässt, für welche also die ;jr(r -^ 1) Produkte Ih'i-k je zweier derselben der Bedingung genügen: 

WO die a für jedes // und /*: sich ändern und so zu bestimmen sind, dass die Darstellung 
eindeutig werde. 

Zusatz. Den üehergang von den Kummer sehen complexen Zahlen zu diesen allgemeinen 
l)eschreibt Kronecker in seinen „Grundzügen'* (Berlin, 1882. S. 68—69). 

2. Kronecker behandelt die r 4- 1 Rechnungssymbole 

1 * ' 

1 , '1 • ''2 • ... »■ I* 

als ..Pundamentalsystem** eines sogenannten Divisoren- oder Modulsystems, dessen Theorie 
er in seinen ,. Grundzügen" (§ 20) gegeben hat. Die Theorie ist indessen noch nicht abgeschlossen 
und noch weniger in die Lehrbücher übergegangen. 

Zusatz. Ueber die Neuheit dieser allgemeinen complexen Zahlen siehe die Meinungs- 
verschiedenheit zwischen Weierstrass und Bedekind in den Götting. Nachrichten (1887, S. 1—7), 
welche sich um eine Bemerkung von Gauss (Werke, Bd. II. S. 178) dreht. 



m. A-bsclinitt. 

Theorie der Combinationen. 

{Wallis^ Discourse; BenwuUfs Ars Conjectandi; Moivre^ Mise. Anal.. Lib. VII, cap. 3; Etfifif/shauscns 

Combin. Anal.) 



Vorbemerkung (1). Zu den frühesten Abhandlungen über Combinationskunst gehören 
diejenigen von Pascal (Paris 1665, geschrieben um 1650), Leihnitz (Leipzig 1668, geschrieben um 1665) 
und Wallis (London 1685), die aber hauptsächlich in der Zusammenstellung von Aufgaben und 
deren Lösungen bestehen. Eine mathematische Theorie scheint sich zuerst in den Werken 
BenwuUis (Basil. 1713) und Mohre s (Lond. 1730) zu finden. Später, von 1780 bis 1820 bildete sich 
die sogenannte „ Combinatorische Schule" aus, deren Hauptverti'eter Hiudtnhnrff, Eschenhach und 
Hothe sind. 

Vorbemerkung (2). Die Combinationskunst stellt sich die Aufgabe, aus gegebenen 
Elementen nach irgend einem Gesetze Gruppen oder Complexionen zu bilden. Der combina- 
torische Werth eines Elementes ist im Allgemeinen unabhängig von seinem Zahlenwerthe und 
besteht in der Rangordnung, welche durch einen Stellenzeiger oder Index bezeichnet wird. 
Symbolisch kann also jede ('omplexion durch die Stellenzeiger allein dargestellt werden, z. B. 

a^ö^ • • • «n ^=^ (L-^ • • • ^0- 

Vorbemerkung (3). Die Anzahl denkbarer Combinationsgesetze ist unbegrenzt. Seit 
BernouUi betrachtet man gewöhnlich die drei Grundoperationen: Permutiren. Combiniren und 
Variiren. über deren Benennung aber Verschiedenheit herrscht. lAUmitz und Enler (Petersb. 
Mem., t. 3, 1809—10, p. 57) bedienen sich des Ausdiaicks Variiren für Permutiren. 11«///** bezeichnet 
die erste Operation als „Alternation'* und spricht von dej* dritten gar nicht. BcnwulU bezeichnet 
die dritte als „Gemischte Operation'*, während auch heute noch (in französischen und englischen 
Büchern) die erste und dritte Operation unter dem gemeinsamen Namen „Permutireir" zusammen- 
gefasst werden. 

Vorbemerkung (4). Die durch die drei Gmndoperationen gebildeten Complexionen. sowie 
auch die Anzahl aller möglichen solchen Complexionen werden gewöhnlich mit den Anfangs- 
buchstaben P, C\ V bezeichnet. Um Missverständnisse zu vermeiden, sollen hier, nach dem 
Vorgange von Stern (Crelle^ J., Bd. 21, S. 92), die einfachen Buchstaben P, (', V immer die Anzahl 
der möglichen Complexionen bezeichnen, die in eckigen Klammei*n eingeschlossenen hingegen die 
Complexionen selbst in ihrer algebraischen Form. 

• 

I. Hauptstück. 

Permutation. 

1. Definitionen. Stellt man ;/ Elemente in einer gewissen Reihenfolge zusammen, so 
nennt man diese Anordnung eine Permutation. 

Zusatz (1). Verwandte Permutationen der natürlichen Zahlen 1. 2. ... u nennt man je 
zwei Permutationen, welche auseinander entstehen durch Veitauschung aller Elemente mit ihren 
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Stellenzeigern, so dass r an der ^ten Stelle zu s an der rten Stelle wird. Bezeichnet Sn die Summe 
derjenigen Permutationen von m Elementen, welche sich selbst verwandt sind, so ist nach Rotl^: 

Sn^\—-Sn-\- nSn^ i . also s^ =r 1, s^ — 2, s^ — - 4, etc. 

Zusatz (2). Eine Permutation von lauter verschiedenen Elementen heisst „gut geordnet", 
wenn nie ein höheres Element einem niederen vorangeht. Steht aber ein höheres Element vor 
einem niederen, so nennt man diese Stellung eine Inversion („Derangement" nach Cramer, 
Introduction, 1750, p. 658; oder „Anastrophe" nach Cauchy. Ex., 1847, t. 4, p. 369; oder „Variation" 
nach Lajüace in den Paris. M^m., 1772, p. 294; oder „Abnahme" nach Oettinger, CreüesJ,, Bd. 53, S. 322). 

2. Eintheilung. Eine Pennutation von lauter verschiedenen Elementen gehört zur ersten 
oder zweiten Hauptklasse, je nachdem die Anzahl ihrer Inversionen gerade oder ungerade ist. 

Zusatz (1). Die Veranlassung zu dieser Eintheilung fand Bezont (Paris. M^m., 1764. p. 292) 
in dem Satze, dass jede Vertäu seh ung von zwei Elementen in einer Pennutationsform die Anzahl 
der Inversionen um eine ungerade Zahl ändert. Es zerfallen danach sämmtliche Permutations- 
formen von n Elementen in zwei gleiche Hälften (Klassen) derart, dass sich diejenigen derselben 
Hälfte nur durch eine gerade Anzahl solcher Vertauschungen aus einander ableiten lassen, die- 
jenigen aus verschiedenen Hälften dagegen nur durch einS ungerade Anzahl Vertauschungen. 

Zusatz (2). Der ersten Klasse theilt man den Modul t — -h 1. der zweiten den Modul e= 1 
zu, weshalb man die beiden Klassen auch als positive und negative Permutationen bezeichnet. 
(Vorgl. Cauchy^ Anal. Alg., Note 4. p. 522). 

Zusatz (3). Die Abzahlung der Inversionen bei grösseren Complexionen kann man in 
folgender Weise abkürzen (Gordan» Vorles., I. § 1): 

Man spalte die Complexion in zwei beliebige Gmppen. Sind dann alle Stellenzeiger, von 
Eins angefangen bis zum höchsten, ohne Unterbi'echung vorhanden, so ist die Anzahl sämmtlicher 
Invei^sionen gleich der Summe derjenigen der ersten und zweiten Gruppe, vermehrt um die Differenz 

(/'i ^ L + . . . -\- ir) ^r(r + 1). 

worin die i die Zeiger der ersten Gruppe sind. Ist aber der unterste Index Null statt Eins, so 
hat man - (r 1) r statt ;j r (r -h 1) zu setzen. 

3. Die Anzahl der verschiedenen Permutationen von w Elementen, unter denen eine 
Gruppe von a gleichen, eine andere von ß gleichen, u. s. w. vorkommt, ist (BcnwulU, cap. 1): 

P{n) 1 « 2 > 3 . . . /^ n_\ _ n{)i) 

P(a) P(ß) ... "l . 2 . . « • 1 . 2 . . // . . . ~~ « ! ßl ..'. ~ n{a) n(ß) . ~. 

Zusatz (1). Die Bezeichnung // ! stammt von Kmmp (6l(^mens d'Arithm.. Cologne. 1808), 
die andere n{n) von Gauss. 

Zusatz (2). Sind alle Elemente verschieden, so zerfallen die n(n) Permutationen in 
// Gmppen von je flin 1) Permutationen mit gemeinschaftlichem Anfangsgliede. 

Zusatz (3). Als ^vorzügliche Anwendung" dieser Regel bezeichnet BemouUl die Ana- 
gramme von Woltern, deren sich eine schöne Auswahl in der Aufgabensammlung von l/m(§90) 
findet, und die vielgestaltigen Proteus- Verse. Er zeigt an dem Beispiele eines Hexameters, der 
von dem Löwener Professor Baulms S. J. stammt. 

Tot tibi sunt dotes, Virgo. quot sidera coelo. 

wie man durch Einhalten, einer gewissen Ordnung die ^nützlichen" von den „unnützen" Versen 
unterscheiden könne. In seinem di'ei Seiten füllenden „Typus" findet er die Anzahl Lesaiten, in 
welchen Sinn und Versmass gewahrt bleiben und nur die C'äsur geopfert wird, .-^812, während seine 
Vorgänger die zu niedrigen Zahlen 1022, 2190 und \M)i) berechnet hatten. Die letztere Zahl wurde 
übrigens von Wallis nur als zweifelhaft aufgestellt. 



II. Combination. 5'Jf 

4. Permutationen mit beschränkter Stellenbesetzung werden bis jet^t nur in besonderen 
Aufgaben behandelt, z. B. von JEider (Pötersb. Möm., t. 3, 1809—10, p. 57), der die Funktion f(n), 
welche die Anzahl jener Permutationen von n Elementen angibt, in denen kein einziges Element 
an seiner früheren (Normal-) Stelle bleibt, durch folgende Rekursionsformel bestimmt: 

f(n) = nf\n - 1) + ( 1)»; also /(O) = 1, /(l) =. 0, f{2) = 1, /(S) = 2, /•(4) ^ 9, f(b) = U 

Zusatz (1). Dieselbe Funktion wurde später vielfach untersucht, z. B. von (kttinger (Lehre 
V. d. Combin., Freiburg 1837), von Cmüor {ScMmiücJis Zeitschr., Bd. 2, 1857, S. 410), von BaUzer 
(Determin. und Leipzig. Berichte, 1873, S. 534) und von Katitor [ScmmilcK^ Zeitschr.. 1883, Bd. 28). 
In diesen Schriften finden sich noch die folgenden beiden Formeln zur Bestimmung von /*: 

^ (r ) A>^ r) = n(n) ; f(n) ^ n{n) 2 i^ ; (r .- 0, 1 , . . . /e). 

Zusatz (2). Mittelst dieser Eider sehen Funktion /* lassen sich noch andere beschränkte 
Permutationen berechnen, z. B. (s. Weyraucfiy OreUes J., Bd. 74, 1871) die Anzahl Permutationen, in 
denen m beliebige Elemente in ihrer ursprünglichen Stellung bleiben 



Bedeutet m +, dass m oder mehr, und m -, dass m oder weniger Elemente gemeint 
sind, so hat man weiter 

F(m +) --^i+2 (j;) f(n fi), iii = m, ...n 2) 

F{m )= -Qa^' iu), (ii. = 0, . . . ///). 

Zusatz (3). Eine andere Beschränkung, dass nämlich keine zwei identischen Elemente 
nebeneinander stehen, wurde behandelt von Baur (ScMömilclis Zeitschr., Bd. 2. S. 267). 

5. Die Permutationen selbst, in ihrer algebraischen Form, die man mit \P\ bezeichnen 
könnte, werden in der Theorie der Substitutionsgruppen behandelt. 



IL Hauptstück. 

Combination. 

1. Definitionen. Wählt man aus gegebenen /* Elementen r aus, so nennt man diese 
Auswahl eine Combination zur rteii Klasse; verbindet man in einer solclien Auswahl die 
Elemente auch mit sich selbst, so nennt man sie eine Combination mit Wiederholung. 

Zusatz. BernouIU nennt den Klassenzeiger /• den „Exponenten" der Combination. Ferner 
nennt er die Combinationen 1., 2., 3., 4., . . . Klasse Unionen, Amben, Temen, Quatemen u. s. w. 
Statt der Benennung Combinatio, die strenge genommen nur Amben bezeichnet, schlägt er ver- 
schiedene andere vor, wie Complicatio, Complexio, Electio, und gibt letzterer den Vorzug. 

2. Die Anzahl aller möglichen Combinationen von n Elementen zur rten Klasse, ohne 
Beschränkung des Stellenzeigers, ist: 

(a) Für Combinationen ohne Wiederholung (Bcrmidlij cap. 2—4): 

nin 1) . . .(« r -\- \) in\ W -' 



Cr(n) = 



1 -2 . . . r \r/ ' r! ' 

b 
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Zusatz (1). Aus der ^ormel (s. unten IV, 2.) 

^w\ M ! 



[r] (n r) ! r ! 

folgt, dass die Zahl der Combinationen rter Klasse gleich ist der Anzahl Permutationen aller 
Elemente, wenn man dieselben in zwei Gruppen zu r und n -r Elementen theilt, und jede Gruppe 
als aus gleichen Elementen bestehend betrachtet. 

Zusatz (2). Wallis gibt statt einer Formel zwölf lateinische Hexameter (verbessert aus 
Bueldeys Arithm.) und bemerkt, dass man auf diese Weise alle aliquoten Theile des Produktes 
der n Elemente erhalte, wenn dieselben lauter verschiedene Primzahlen sind. 

Zusatz (3). Die Summe der Anzahl aller Unionen, Amben, Temen, Quaternen u. s. w. 

von n Elementen ist also ^(^.1—2** 1. .Bcrnoulli berechnet mit dieser Formel (die Unionen 

abgerechnet) die möglichen Conjunktionen der sieben Planeten zu 120, und die möglichen Ver- 
bindungen der zwölf Register einer Orgel zu 4095. 

(b) Für Combinationen mit Wiederholung (Bcrnoidli cap. 5 — 6): 

ri t . ^A^ + 1) ...(/* + r - 1) in + r - 1\ w»" "^^ 
^^("^== 1.2 ... -r =1 r ^-TT- 

Zusatz (1). Ist r^n. so ist folgende Umfonnung bequemer: 

r; - ') = r r; :- '). 

Zusatz (2). Diese Formel gibt als Anwendung die Anzahl Glieder im polynomischen 
Lehrsatze, wenn n die Anzahr Glieder des Polynoms und r der Exponent ist. Die Coefficienten 
bestimmen sich durch die Anzahl Permutationen, welche innerhalb eines jeden Gliedes möglich sind. 

Zusatz (3). Als Summe der Anzahl aller Unionen. Amben, Temen u. s. w. bis zur 
^>ten Klasse hat man also 

3, Combinationen mit beschränkter Auswahl sind ebenso wenig wie die beschränkten 
Permutationen allgemein behandelt worden. Man findet unter anderen die folgenden: 

(a) Ikmoulii (cap. 4. p. 106) scheidet aus n gegebenen Elementen m Elemente A. B, C\ ... 
aus und boti'achtot h dei'selben. Dann gibt es unter allen (^. j Combinationen zui* rten Klasse ohne 

Wiederholung ( ^. j^ | solche, in welchen gewisse b der ausgeschiedenen auschliesstich vorkommen, 

und (^. /Jm^I J^olche. in welchen irgendwelche h der ausgeschiedenen ausschliesslich vor- 
kommen. Benmillf erledigt mit diesen Formeln eine Menge besonderer Fragen. 

Zusatz. Eine besondere Art beschränkter Combinationen hat Caylay (Phil. Mag. 1850, 
Math. Papers I, p. 4SI) behandelt, nämlich Temen (/• — 3). von welchen keine zwei dieselbe 
Ambe enthalten. Er findet, dass sich aus 7 Elementen 7 Temen derart bilden lassen, ebenso aus 
15 Elementen 85 Temen, und zwar auf mehr als eine Weise, und empfiehlt die Theorie solcher 
Combinationen dem weiteren Studium. Da jede Terne drei Amben liefert, so geben die genannten 
Systeme von Temen alle möglichen Amben der gegebenen Elemente. Das letzt erw^ähnte 
System von 35 Temen lässt sich überdies in 7 Partialsysteme von je 5 Temen abtheilen, so 
dass jedes alle 15 Elemente enthält. Caylay löst damit die Kir/cman sehe Aufgabe, eine Schule von 
15 Kindern täglich zu je 8 auszuschicken, so dass innerhalb einer Woche jedes mit jedem 
einmal zusammenkommt. 

(b) Wichtig für die Invariantentheorie sind die Combinationen zu bestimmten Summen, 
d. h. diejenigen, deren Stellenzeiger eine bestimmte Summe, ein bestimmtes Gewicht haben, 
mit anderen Worten, die Isobaren Combinationen. 
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Die Anzahl solcher Combinationen rter Klasse von n Elementen mit dem Gewichte s 
der Stellenzeiger 

ist nach Etiler (Introductio, §§ 299 — 303) gleich dem Coefficienten von x'js'' in der Entwicklung 
einer gewissen Punktion, und zwar für Combinationen 

ohne Wiederholung, von (1 + x^z) (1 -f x^'-^^z) .... (1 + ^""^""'-s'), 
mit ^ ^ l:(l -x''z)(\ x^' + ^J) (1 — ä;«-^»-^-?). 

Zusatz (1). Ettingsliausen (§§ 40 — 43) gibt ein mechanisches Verfahren zur Darstellung 
Isobarer Combinationen (von Hindenburg als Involution bezeichnet), das gewöhnlich schneller zum 
Ziele führt, als obige Entwicklungen. 

Zusatz (2). Die Eidersche Tafel und die Formeln von (Jaylay und Sylvester finden sich 
erw^ähnt im Abschnitte: Theorie d. Zahlen (I, 4. und 6,). 

(c) Combinationen zu bestimmten Produkten, d. h. solche, deren Stellenzeiger ein 
bestimmtes Produkt haben, scheinen zuerst von Moehins (Crelles J., Bd. 10, 1831, Werke IV, S. 599) 
behandelt worden zu sein. Er macht darauf aufmerksam, dass die Combinationen zu bestimmten 
Sunmien als besonderer Fall derjenigen zu bestimmten Produkten betrachtet werden können. 

(d) BernotMi (cap. 6) gibt auch eine Formel für die Summe der Anzahl aller Unionen, 
Amben, u. s. w. bei beschränkter Wiederholung. Darf z. B. a nur « mal, h nur (i mal u. s. w. 
wiederholt werden, so ist die Summe der Anzahl aller Combinationen. die dieser Bedingung 
genügen, gleich 

(« + l)(/^ + 1)... -1. 

Zusatz. Setzt man also alle « = /!?=r . . . — 1, so erhält man die obige Formel 2. (a) 
Zusatz (3) für die Summe der Anzahl Combinationen ohne Wiederholung. 

4. Algebraische Darstellung von Combinationssummen. Betrachtet rtian die 
einzelnen Combinationen als Produkte, und die Gruppen von Combinationen gleicher Klasse als 
Summen, und bezeichnet solche algebraische Polynome durch eckige Klammern, so dass z. B. 

schreibt man ferner für C{ai . . . a„) einfach 0, und deutet das Fehlen eines Elementes Ur durch (/ 
an. so hat man die folgenden Identitäten: 

«1 jrA_,l + .*... f «nlC,-,l=- /j.|6VJ. 

fC^J + + \ü,\ -- (n k) [C,l 

(Ol) (a„) 

M> w w ;l^o] ^= l^ol =^ 1- 

a,|C,_,| + \C\]^-[C,\Ä 

(«r) ) 

5« Numerische Berechnung der Combinationssummen der natürlichen Zahlen. 
Bedient man sich der Bezeichnung in 4. und erlaubt sich die Abktii-zung C(n) für C(\, 2. ... u). 
80 dass z. B. 

[C,(4)J rtz: 1 . 2 . 3 4- 1 • 2 . 4 f 1 . 3 . 4 +'2 . 3 . 4. 
so hat man: 

(a) Die in depen deuten Reihen von Kramp (vergl. Ettinfßshausen): 



\C,(n 1)1 --^ 



M7 



\C\(pi)\ 



Uy\a^\ 2"'3"*4"3. . 

(n + k)(n + k 1) (;/ 4- k I ^J) 

«, ! a. ! (2"!r"''0V!y^ 



• • • 
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Darin sind die a irgend welche der Zahlen 1, 2, 3 welche der Bedingung genügen 

«1 -I- 2«^} + Sttj -I- ... 1= i 

und die Summenzeichen beziehen sich auf alle diese möglichen Combinationen. Dabei ist zur 
Abkürzung gesetzt 

/ =rr oc^ + «2 "I" • • • "I" ^•^' 

Zusatz. Die Bedeutung dieser Formeln erkennt man daraus, dass jede derselben nur 

7 Glieder verlangt, um beziehungsweise die Summen [65(10)] von 252 Produkten und [65(10)] 
von 2002 Produkten zu berechnen. Vergl. unten IV, 4. (b). 

(b) Die Differenzen {Gaxjlcy, Phil. Mag., 1853, Math. Papers, H, p. 98): 



%c 



1 



1 



,« — 1 



|<^'*(«)l = fT^'(o*■^'*)-(;^-^iT!^'• ^^*""~')' 



WO ^" und dl die ersten Glieder der «ten und (m - l)ten Differenzenreihe der Pundamental- 

reihen bedeuten, welche mit dem Gliede in der Klammer beginnen und nach Potenzen der natür- 
lichen Zahlen fortschreiten. 

Zusatz, lieber Grunert's und Cayleijs Tafeln dieser Grössen s. unten Theorie d. Differenzen 
u. Summen I, 6. 

(c) Die Recursionsformeln, wenn [6o| = 1 und [C_ J = gesetzt wird: 



C,{n) 




a (« 


1) 


+ M 


C,-i (n 


i) 


1 *-' 

. V 


ä (h) 




4 (« 


1) 


+ n 


c,-A«) 







■' (»)] (l 



n + 1 

+ 1 



r 
r 



)• 



V-M\{i + , %)■ 



(d) Berechnung mittelst Binomialcoefficienten. 



(J,= (k i-r !)•(.'/,_, +.</,'); .^, 



1. </^^, = 0. .</„r=0. 



^Un)\^^li(lX")- 



k—l 



k-\ 1 



:=0. 



Ä, — (k -r r l)hr-i + rhr., Ä, - 1. A* r-r ---- 0. Ao 
Zusatz (1). Darnach ist z. B. 

C\ (u 1)] -- (^). |c; (« 1)] -. 2g) + 3(:;). etc. 

Zusatz (2). Ueber die Berechnung der \C\ mittelst symmetrischer Funktionen s. Theorie 
der Funktionen, VIII, 7. (4). 



w 



Zusatz (3). Eine berechnete Tabelle der Combinationssummen bis [6'u(9)] und |6e(8) 
s. Ettinyshanscn, S. 291. 296. 
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IIL Hauptstück. 

Variation. 

1. Definitionen, (a) Gegeben r Reihen von je n Elementen. Nimmt man aus jeder 
Reihe irgend ein Element, so nennt man die so entstehende Complexion eine Variation rter Klasse 
von n Elementen, und zwar mit oder ohne Wiederholung, je nachdem derselbe Stellenzeiger 
wiederholt oder nur einmal auftritt. 

(b) Sind die r Reihen identisch, so erhält man die Variationen auch dadurch, dass man 
aus einer einzigen Reihe die Combinationen rter Klasse bildet und deren Elemente zugleich 
permutirt. 

Zusatz (1). Die Bezeichnung für die Anzahl Variationen im allgemeinen Falle ist 

tti ... «n 

Vr W ... hn 

und im besonderen einfacher 

(«i . . . a„ 

mit oder ohne darüber gesetztem «r. 

Zusatz (2). Als hauptsächlichste Anwendung der Variationen bezeichnet BermulU die 
Zusammensetzung von Wörtern aus Buchstaben und von Zahlen aus Ziffern. 

2. Die Anzahl aller möglichen Variationen rter Klasse von n Elementen, ohne Beschränkung 
der Auswahl und Anordnung, ist: 

(a) Für Variationen ohne Wiederholung (Bemmdli, cap. 7): 



Vr{n) = p) r ! = n(n 1) . . . {n r + l) ^- n^' -\ 



n I 



Zusatz (1). Schreibt man die Formel in der Gestalt 7 ^—-7. so erhellt, dass sich auch 

(n r) ! 

die Zahl der Variationen rter Klasse, ähnlich wie oben (11, 2.) die der Combinationen. durch die 

Anzahl Permutationen aller n Elemente darstellen lässt, wenn man darin n r Elemente als 

einander gleich voraussetzt. Ist also r = n. so geht die Variation in eine blosse Permutation aller 

Elemente über. 

Zusatz (2). Die Summe aller permutirten Unionen. Amben, Temen u. s. w. von n Elementen 
bis zur pten Klasse ist also 

lhr\=2 ^ ''' ., , (r 1.2,...i>). 
\r/ (n r) ! ^ 

ein Ausdruck, dessen Summation, wie es scheint, noch nicht gelungen ist. Für den besonderen 
Fall jf> =: n findet Bemoidli die Recursionsformel: 

aus welcher er eine Tafel von n = \ bis n — 10 berechnet: 1. 4, 15. 04 

(b) Für Variationen mit Wiederholung (BcrnouUij cap. S): 



tr 



t;(w) — ir = w^ '^ 
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Zusatz. . Für die Summe der permutirten Unionen, Amben, Temen u. s. w. bis zur rten 

Klasse hat man also die geometrische Progression 

n" — 1 

n + n^ + n^ + . , . -|- »»• = n 7-. 

n — 1 

3. Die Betrachtung beschränkter Variationen, sowie die algebraische Darstellung der 
Variation [V] gründet sich auf die beiden vorhergehenden Kapitel. 



IV. Hauptstück. 

Eigenschaften der Binomialcoefficienten. 

Vorbemerkung (1). Die Binomialcoefficienten bestimmen (nach 11) die Anzahl aller mög- 
lichen Combinationen gegebener Elemente zu bestimmten Klassen. Dieselben kommen als 
Zahlencoefficienten schon in Briggs^ Arithmetica (1624) vor, ihre algebraische Form \vurde 
aber erst von Newton (Brief an Oldejiburgh, 1676, Juni 13) entdeckt. (Vergl. Theorie d. Reihen, VI, 7.) 

Vorbemerkung (2). Die Eigenschaften der Binomialcoefficienten wurden erst von JEwfcr 
ausführlich entwickelt in seiner Airbeit „De mirabilibus proprietatibus" etc. (Acta Petrop., 1781, 
t. 1, pp. 74—111). Daselbst, wie auch in den übrigen lateinischen Abhandlungen jener Zeit (z. B. 
in Stirlmf/s Tractatus, 1749), werden sie als „unciae" bezeichnet. 

1. Definition des Binomialcoefficienten mit dem Exponenten n und dem Zeiger r: 

n{n - 1) .... (« r + 1) In] 



. , := n 
1.2 



• • • • 



Zusatz (1). JMcr (p. 89) hat für die Binomialcoefficienten das Zeichen 



n 
r 



oder l-l ein- 



geführt, das aber jetzt, seit Legendre, ausschliesslich auf die „quadi-atischen Reste" (s. Theorie 
d. Zahlen, X. 4.) angewandt wird. Das hier gebrauchte Zeichen ohne Bruchstrich findet sich in 
den Arbeiten Raabes (z. B. Crclies J., Bde. 42 und 43). Bei Caiichy findet sich die Bezeichnung {n)r, 

Zusatz (2). Die gegebene Definition gilt auch für negative und gebrochene n, nicht 
aber für negative oder gebrochene r. Insbesondere hat man nach Eider: 

'«\ _ {»\ _ 1 /o\ _ , 

„%)=o,(_%)^o,(._:).-o. 

2. Felder gibt folgende Umformungen: 

(a^ h^_J^<iO__../ n 

^ ^ \r] ' n(r)n(n - r) ~ \n - rj 

Zusatz (1). Nach Bernoidli heissen diese complementären Zeiger r und n -r „parallel". 
Zusatz (2). Ist also a-f-j^ + r+'+^ + i"' — ^» so hat man die Formel: 

n\ in - a\ In - a -~ ß\ M + i"^\ _ ^(^0 



(b) 



[«/ \ /^ / \ r i"\^l ' n(a) n(ß} . . . . n{X) nipY 

\n\ _ l n \ r + 1 _ In lU _ In 1\ n 
[rj '~ \r + 1} n r ~ \r 1/ r ~ \ r ] n - / 



(c) I ;1^( ir(" + : ' 



IV. Eigenschaften der Binomialcoefiicienten. 63 

3. Zur aufeinanderfolgenden Herstellung der Binomialcoefficlenten dient folgender 

Grundsatz: 

^n\ ^1 n \ In+r 

fj + \r + lj-\r + ll 

Zusatz (1). Mit dieser Recursionsformel wird das Pascalsche ^Arithmetische Dreieck" 
(Paris 1665) oder die BemouUt ^che „Tafel der Combinationen" aufgebaut: 

1 

1 2 1 
13 3 1 
14 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 etc., 

worin die Horizontalreihen die Binomialcoefficlenten für positive Exponenten, und die schiefen 
Reihen (abgesehen vom Zeichen) diejenigen für negative Exponenten darstellen. Die schiefen 
Reihen sind zugleich figurirte Zahlenreihen für die Differenz 1, nämlich die dritte die Dreiecks- 
zahlen, die vierte die Pyramidalzahlen erster Ordnung u. s. w. (vergl. Theorie d. Reihen, in. 7.). 
Auf diese Zahlen bezieht sich ein Satz, den Fermat (Randbemerkung zu Diophanti Alex, 
de multangulis numeris prop. 9) entdeckt hat und für den schönsten und allgemeinsten der Zahlen- 
theorie hält: dass nämlich jede Zahl der natürlichen Reihe, multiplicirt in die nächst höhere, 
gleich sei dem Doppelten ihrer Dreieckszahl; oder, multipliciit in die Dreieckszalil der nächst 
höheren, gleich dem Dreifachen ihrer Pyramidalzahl u. s. w.; algebraisch ausgedilickt: 

Andere bekannte Eigenschaften der Polygonalzahlen finden sich in dem erwähnten Buche 
des Diophantus und in Bacfiefs „Appendix** zu demselben (Tolosae 1670). 

Zusatz (2). BmimiUi (Ars Conjectandi. 11, cap. 3) zählt die „ausgezeichneten und 
bewunderungswürdigen" Eigenschaften dieser Tafel auf und findet in derselben nicht nur das 
„Mysterium der Combinationen", sondern auch die hauptsächlichsten Geheimnisse der Mathematik 
verborgen. 

Zusatz (3). Aus diesem arithmetischen Dreieck bildet Lcihwtz (Ars Combin.) sein 
harmonisches Dreieck, in dem er die reciproken Werthe in den einzelnen Reihen bezüglich 

^i^ T' T» ö» • • • • multiplicirt: 





1 






1 






1 


1 




2 


2 


1 


1 




3 


6 





1 , 

3 ^^'- 

4. Die Berechnung der Binomialcoefficlenten für grosse Exponenten und Zeiger geschieht 
näherungs weise durch Reihenentwicklung. 

(a) Logarithmische Berechnung. Wendet man die EuUrsche Summenformel (s. Theorie 
d. Differenzen und Summen, II, 9.) auf die Funktion log/7(x) an. so erhält man (s. Lanoix, Traitö 
d. Diflf^r., § 947): 

B, n 1 11 B, \\ 1 1 

Mf 



+ 



1 


1 


3-4 


1 


1 


»• 


1» r 


r» 



1-2 
wo die B die BemoHll fachen Zahlen bedeuten. 



{m iY 
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Zusatz (1). Ist m gerade, so erhält man für den Coefficienten in der Mitte der binomischen 
Entwicklung, wo rz=-m ist wenn man Caylet/s Bezeichnung e' = expj; anwendet: 



= • exp 






35, . 155, 63^5 



1 .2m ' 3.4m3 b'6m^ 



Mit der Berechnung dieses mittleren Coefficienten für grosse m haben sich besonders Jaccb 
und Joluinn BenmiUij StirVuKjy Mohre beschäftigt, weil er in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine 
Rolle spielt (vergl. Jok Bernotdliy Op. IV, p. 26). 

Zusatz (2). Da n(x) die Gaim sehe Bezeichnung der „Gamma-Punktion" ist, so liefern alle 
Reihenentwicklungen dieses JEulcr sehen Integrals zugleich ein Mittel zur Berechnung der Binomial- 
coefficienten. 

(b) Combi natorische Berechnung. Setzt man in der allgemeinen Formel (s. Theorie 
d. Reihen. H. 2. (b) Zusatz (2)). 

(a 4- x)(b + jl) . . . = JSx' [Cn- r (ö, h )] 

X = n, so erhält man 

worin die C nach n, 6. (a) zu berechnen sind. 

(c) Die tabellarische Berechnung der Binomialcoefficienten ist theilweise ermöglicht durch 
die Tafeln von Schulze (1778), Vega (1797), Barlow (1814), HmUscM (1827), Koefäer (1848) und in den 
unten in der Theorie der Productreihen und Pacultäten (in. 2.) erwähnten Tafeln für Faktoriellen. 
In der Sammlung von Vega—IMssc (Leipzig 1840) finden sich die Binomialcoefficienten 

(t)- ©• (3- ö- (ä- (i: 

von wC — 0,01 bis x=^ 1.00 zum Zwecke der Interpolation. 



V. Hauptstück. 

Summen von Binomialcoefficienten. 

Vorbemerkung (1). Summenformeln für Binomialcoefficienten finden sich ziemlich zahl- 
reich vor. aber so in Büchern und Zeitschriften zerstreut, dass eine vollständige Sammlung 
derselben wünschenswerth wäre. Die grössere Zahl der folgenden Formeln \vurden vom Verfasser 
gelegentlich nach dem Satze der unbestimmten Coefficienten entwickelt, von denen sich aber später 
manche als schon bekannt herausstellten. 

Vorbemerkung (2). Die obere Grenze ^ soll andeuten, dass die Summen fortzusetzen 
sind, bis sie' von selbst abbrechen. 

A. Suninieii einfacher Biuoiiiialcoefl&cieuteii. 

1 4 /w + s\ ^ln+p + \\ i n \ % In - 6\ ^ In - 1 

.~o\ q j~ \ q + l j W+l/'*~o\ q j W -fl 

Zusatz. Besondere Fälle erhält man für n — (/ oder =0. 



V. Summen von Binomialcoefficienten. 
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2. 



3. 



" in -s] 



,=oW 



In + 1 
Q 



[q~ m-lj ,^n\q 






^n + 1 



n 



i< •'■:='-'>'";' -'-ii "•(:)="■ 



Zusatz. Die entsprechenden Formeln ohne Zeichenwechsel siehe unten 7., Zusatz. 
4. Gamky (Ex., 1826, I, p. 49, (23)) gibt nur die erste der beiden folgenden Formeln: 



n 



n 



2{ \y[a sY\ \^n\\ :s( \y(a sY 



'w 



0, {t<n). 



Darin kann a beliebig positiv, negativ oder Null sein. 

Zusatz (1). Zwei allgemeinere Fonneln mit zwei Potenzfaktoren gibt Cauchy auf Seite 53, 
nämlich (36) und (37). 

Zusatz (2). Aehnliche Formeln mit besonderen Faktoren sind hier, weil sie keinen 
allgemeinen Parameter enthalten, ausgeschlossen worden. 



B. Summen zusammengesetzter Binomlalcoeüßcieuteu. 



6. 






s=o\n -sj \s 



^P + q\ . 






P 



n 



rrrolw + Sl 



\p + (f 

n + q\ 



Zusatz (1). Die erste dieser Formeln lässt sich aus einer Formel von Arndt [GmtierV^ 
Archiv, Bd. 3, S. 356) für steigende Faktoriellen ableiten, indem man dort im -1 setzt. Die 
zweite findet sich bei Euler (p. 94) mit einem besonderen Falle (p. 82). 

Zusatz (2). Setzt man p, q oder n theilweise einander gleich, so erhält man bekannte 



Fälle, z. B.die Lagrangesche Formel (Turin. 1770—73): - r j^=r /'^^^ 
in der Gestalt findet: 



die sich auch bei Eulcr (p. 74) 



4 IPV_'^'(y'10'U ... (4^) 2) 



1-2.3... p 

Die entsprechende Formel mit Zeichenwechsel siehe unten 14. 

Zusatz (3). Durch wiederholte Anwendung der beiden Formeln erhält man die beiden 
vielfachen Sunmien, wenn ^ + p + q + ... + a~k gesetzt wird : 



22 



2r 

'7\k 



n 

y 

n 



Mi 



s 
s 



'm + w 



r + . . . + 6"' 
1c 



'm + w + r + . . . + s^ 
II + n -{■ r -\- ... + s}' 



6. Die erste der beiden folgenden Formeln ist identisch mit der Formel (25) in (kuchys, 
Ex. (1826, I. p. 50): 

Zusatz. Besondere Fälle (s. 2.) erhält man für m — oder «/ = 0. 



.=o\M S] \ 



7. 



- I2p + m I Ip + .j ^ , (j> + ,n 1)\ 



^ / ^p + m 
.Zo[2p + 2s + II \ s 



.)( 



p + *i 



— *)m—l 



m 



{p + m 1)! 



p ! m ! 



worin m und p nicht zugleich Null sein dürfen. 



9 
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Zusatz. F\lr p = wird also, wenn s von Null an wächst (vergl. oben 8.) 



(j) t- 2m - 1) ! 
p ! (2w) ! ' 

(p + 2m)\ 



~ 12p + 2m\ 12p + 2m - 2s] 
.=0 2« + 1 P 



o S /2i> + 2m\ [2p 4- 2m - 2«\ „,_ , , , 

^- io( 2. )( p )=2-(p + «0 

- /2i, + 2m + 1\ I2p + 2m - 2s\ _ 
iol 2* + l H i> /-^ ^^^ + ^'" + ^^i,!(2m + l)!- 

~ \ p j\2m + l^p + 2mj- 
Zusatz. FUr i> = erhält man die Specialfälle von 7. wieder. 

2l( ^ i( ^' 1 = 2-(^W ^ U( '^^' 

.=o\2s + l| \2h - 2s} ,Zi,\2sj \2n --2s + 1/ \2n + 1/' 

2v/l' + M( /' l-2-(^W ^'+^ l-P^ + M + (_n-(i'' 
.Z(,\2s + ll\2n — 2sl~.Zo\2sj\2n--2s + lJ~\2n-\-lj^'' ^' [n, 

10. 2i ('' ^ ''^^ ^ '•^*1 P '^ ^*1 = (-^' ^ ^" ^ ^1 + (^ '*' "' 

y V /i' + ''J» - 2s + 1\ h; + 2s\ I2p + 2m + 2' 
.=ol ;> II i> ) l 2» + l 

« /i> + 2« 2s\ /i> + 2s\ I2p + 2» + 1\ Ip ■\- »1 
.=0 P \ l\ P 2»» + 1 \ n 



C Summen gemischter Prfxlnkte. 



"^ ' « \ / .y 



11. .2'( - 1)' =- 0; aber :r- ( i)» fur iii ----- n. 

Zusatz. Specialfall für m = (s. 3.). 

13. v( i).( P )('^ + *1-(^ '^ ' 

.=.1 l« • »/ 1 *• / \ « , , 

Daraus die 'Specialfoi'ineln: 

.1« -"•(/+ J f 1 1 - "'• *'■ ="»■■' = ''■ 

Zusatz. Statt der vorletzten Formel gibt Cauchy (Ex., 1826, I, p. 50, (27)) die etwas 
allgemeinere : 

-^< >'• (:)("„ 1- "■•*•■ -("»"")-'■■ 

worin h positiv, negativ oder Null sein kann, und in der letzten Formel als Zuwachs h=^jp 
von p zu betrachten ist. 



V. Summen von Binomialcoefiicienten. ()7 



13. Die erste der beiden folgenden Formeln findet sich in der Abhandlung von Arndt in 
CreOe^ J. (Bd. 31, S. 242): 

r;1^l.<-"fr)(!)=(' 

woraus folgt 



i^•)•l:::L1=r■;1^l^-')frl(.')=(^-" 



i(_i)./« + 



*=() 



M (!)= ^i< -'>•(»:) (»1 = "• 



i> + «» « i' + «\ ( j)T"| ^ ^ j ^ aber = 0, wenn m ungerade. 

m 

Also S (— !)• 

Zusatz. Die entsprechende Formel ohne Zeichenwechsel s. 5. Zusatz (2). 
16. ^ia^bs){^' ^]i;^ + '\ = ia + Ln--l±'W' + ^+'\ 




woraus man 6. und 6. wiedergewinnt. 

Zusatz (1). 2\(a> + 1 - n + 2) Ä - « (./ + 1)] j;'; ■ *| ['' + *] = 0. 



lys + ,s + ,n p,) (,^ l J (^^) ^- 0. 



welche letztere beiden Formeln für q:=.\ m die Rekursionsfonnel IV, 2. (b) übergehen. 
Zusatz (2). ^1 (« + ?>.) (n-'=: L + y lA M; J (2 .v j» \^^~ 0. 



n 



••• i.< »■'"^'»'i/'J("r) = h""7TT^-7Jf « 



i< »■<'-'■•)(: .:)(' 



= (« + &M ' ""'' '^ 



<^ — 1 — 2>+>ij\ « 
woraus man 12. und 13. wiedergewinnt. 

Zusatz. i ( - 1)' \(q+\ p) 4 -«(./ + 1)1 ( ^ ) ('^ *" *■) = 0. 

,=0 0^ - *^^^ (y + •'»■<^) 1 ^* •'»* / \ *' / ~ (P + 7) {P wrf) f/ \ // /' 

woraus man für d = 1 und d — die ersten Fonneln 15. wiedergewinnt. 



«»* 
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Zusatz. Für d -- - h und jß -=^ a erhält man 

;, _ J Ip sd\ Iq 4- iid] 

sZi) q -\- sd\ H if l\ s 

woj-aus man für d—i) die Formel 5. wiedergewinnt. 

18. Ausser den erwähnten Gattungen von Summenformeln trifft man noch Summen über 
Produkte aus drei und mehreren Binomialcoefficienten. ebenso Doppel- und mehrfache 
Summen (z. B. bei Kramp), endlich (z. B. bei Euler, Acta Petrop. 1781, t. 1, p. 74) bestimmte 
Integrale als geschlossene Form dieser Summen. Eine weitere Gattung von Sunmien über 
Produkte von Binomialcoefficienten bilden die Determinanten, deren eine grosse Menge von 
Zeipel aufgestellt wurden. (Vergl. Scott, Theory of Det., pp. 83—88.) 

Zusatz. Eine Ei'\\'eiterung obiger Summenformeln besteht in ihrer Uebertragung auf 
Polynomialcoefficienten. die in der oben erwähnten Combinatorischen Schule vielfach behandelt 
wurde. Bei RotJw (De seiier. revers.) findet man z. B. die Erweiteiaing der oben unter 5., 15. 
und 17. gegebenen Formeln. 



TV. A-bscluiitt. 

Theorie der Reihen. 

{Etdcrs Calc. Diff.; Laeroixs Tratte des Diff^r.; Caialan; Cauchys R6sum6s Anal, und Analyse Alg.; 

JRei/f^s Geschichte etc.) 



Vorbemerkung (1). Reihen im Allgemeinen werden eingetheilt in Summenreihen (Pro- 
gressionen) und Produktreihen (Fakultäten). Dieselben werden dargestellt entweder entwickelt 
oder durch die Symbole ^, /7, die sich schon in Eulers Werken finden. Unter Reihen im engeren 
Sinne werden immer algebraische Sunmien verstanden. 

Vorbemerkung (2). Eine Reihe kann einfach oder mehrfach sein, je nachdem sie 
nach einem einzigen Stellenzeiger des allgemeinen Gliedes fortschreitet, oder nach mehreren von 
einander unabhängigen Zeigern. Wird im letzteren Falle nur das einfache Summenzeichen gesetzt, 
z. B. wenn die mehrfache Summe eine symmetrische Funktion ist, so ist das Fortschreitungs- 
gesetz eigens anzugeben. 

Vorbemerkung (3). Eine (ein- oder mehrfache) Reihe ist endlich oder unendlich, und 
im letzteren Falle entw^eder bloss vonvärts oder vor- und i-üclcvvärts unendlich. Endliche Reihen 
haben immer einen endlichen Zahlenweith, so lange die einzelnen Glieder endlich bleiben, 
unendliche Reihen aber nur dann, wenn sie convergiren. 



I. Hauptstück. 

Convergenz und Divergenz. 

A. Deflnitioiieii. 

1. Eine unendliche (einfache oder vielfache) Reihe heisst convergent, wenn sich die 
Summe ihrer Glieder mit wachsender Anzahl einem bestimmten Grenzwerthe nähert, oder, 
wenn man immer einen solchen Stellenzeiger finden kann, dass die Summe aller auf ihn folgenden 
Glieder kleiner wird als irgend eine gegel)ene endliche Grösse. Im entgegengesetzten Falle heisst 
die Reihe divergent. (Cauchy, Anal. Alg., p. 123, und Ex., 1<S27, t. 2, p. 221). 

Zusatz (1). Cafülau (no. 7) macht darauf aufmerksam, dass die von Cauchy (Ex., 1M27, 
p. 221) aufgestellte Bedingung der Convergenz 

lim {Un + M„^i H- . . . -h Hn t-,«-i) " 0, (iu beliebig < ^) 



n=:-v 



z^ar nothwendig, aber nicht hinreichend sei. 

Zusatz (2). Die Bezeichnungen „convergenf* und „divergent** sollen zuerst von J. Grctjory 
(Patavii 1668) angewandt worden sein, aber, wie die Worte auch andeuten, nicht auf die Reihe 
selbst sondeni auf zwei Grenzreihen, zwischen welchen jene liegt. Auf die zu untersuchende, 



:J^.. 
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zwischenliegende, Reihe wandte Lcibnüz (z. B. Math. Schriften, in, S. 922) den bezeichnenden 
Naraen advergent an (Beiff, S. 16). Bei Eulcr (z. B. Calc. Int., vol. 4, suppl. II) finden sich die 
Benennungen convergent und divergent in dem heute üblichen Sinne. 

2. Eine Reihe heisst gleichmässig oder in gleichem Grade convergent, wenn der 
Stellenzeiger, hinter welchem die Summe aller Glieder kleiner wird, als irgend eine gegebene 
endliche Grösse, unabhängig ist vom Argumente der Reihe (Heine, Kugelf., I, § 13). Sonst 
heisst sie ungleichmässig convergent. 

Zusatz (1). Wird dieser Stellenzeiger bei Annäherung des Arguments an eine gewisse 
Grenze unendlich gross, so sagt man, die Reihe convergire an dieser Grenze unendlich 
langsam (Seidd, München. Acad., 1848, Bd. 5, S. 383). Diese unendlich langsame Convergenz tritt 
jedenfalls an jenen Stellen ein, wo die durch die Reihe dargestellte Punktion unstetig wird. 

Zusatz (2). Also kann man aus der Stetigkeit der Glieder einer Reihe in der Nachbar- 
schaft jener Argumente, für welche die Reihe convergirt, nicht auf die Stetigkeit der Summe an 
jenen Stellen schliessen, wie Cauchy (Anal. Alg.. p. 131 und 279) geglaubt hatte. (Vergleiche Abel 
in ürdle^ J., Bd. 1, 1827, S. 316). 

3. Eine Reihe heisst halbconvergent, wenn sie bis zu einer gewissen Anzahl von 
Gliedern convergirt und von da an divergirt. 

Zusatz (1). Die Halbconvergenz wurde zuerst von Eider an seiner Summenformel (s. unten 
Theorie d. Diff. u. Summen, n, 9.) wahrgenommen, die nach licnwuUi sehen Zahlen fortschreitet. 
Im Allgemeinen bewirken diese Coefficienten immer die Halbconvergenz. 

Zusatz (2). Man kann diese Halbconvergenz mit Glaislier (Quart. J., vol. 12, 1873, p. 52) 
so deuten, dass das Restglied, als Punktion des Stellenzeigers betrachtet, einen Minimalwerth 
erreicht. An derselben Stelle (p. 57) spricht Glais/ier die Vermuthung aus, dass sich fast alle halb- 
convergenten Reihen durch partielle Integration ableiten lassen. 

4. Eine Reihe heisst oscillirend oder neutral, wenn sie zwei vei'schiedene Grenzwerthe 
hat, denen sich ihr Werth abwechselnd nähei't, je nachdem man bei geraden oder ungeraden 
Stellenzeigern abbricht. De Morgan (Cambr. Phil. Trans., vol. 8, p. 182) bezeichnet diese Eigenschaft 
als „endliche Divergenz**. 

6. Die Reihen zerfallen in Bezug auf ihre Convergenz in zwei wesentlich verschiedene 
Klassen: in Reihen mit unbedingter Convergenz, in welchen die absoluten Werthe ihrer Glieder 
eine convergente Reihe bilden, und in Reihen mit bedingter Convergenz, welche nur in Folge 
wechselnder Vorzeichen convergiren. also aus zwei divergirenden Reihen zusammengesetzt sind. 

Zusatz (1). Aus dieser Zusammensetzung bedingt, convergirendor Reihen erklärt sich 
auch, dass ihr Summenwerth von der Anordnung der Glieder abhängt {DiricJdd^ Berlin. Abb., 
1837, S. 48; und Crdle^ J. Bd. 19. 1839, S. 329—330) und in der That jeden beliebigen Werth 
annehmen kann (liiemann, Werke. S. 221. 1854). 

Zusatz (2). Diese Anordnung der Glieder kann man nach PrlnysJmm (Math. Ann., Bd. 22, 
1883) auf doppelte Weise ändern: erstlich, indem man die Glieder der beiden divergenten Reihen 
gegeneinander verschiebt (die Häufigkeit dei' Zeichen ändert), und zweitens indem man die Glieder 
jeder der beiden Reihen unter sich pennutirt. Daselbst (S. 470—473) findet sich auch eine Methode, 
die erstgenannte Aonderung so anzuordnen, dass die Reilie eine gegebene Werfhvei-änderung erleidet. 

6. Das Mass der Convergenz ist eine Grösse, welche die Schnelligkeit der Convergenz 
anzeigt. 

Zusatz. Bedeuten Sn und S'!, zwei verschiedene Reilien von je // Gliedern, so l)edeutet 
die Ungleichheit 

lim (>9„:.S;)>1. 



/<=r "V: 



dass die erstere schwächer convergirt, bezüglich stärker (1 ive rgir f. als die zweite ljP/7///y,s'Ae/m). 



I. Convergenz und Divergenz. 'J J 

7. Es gibt keine letzte convergente Reihe mit positiven Gliedern, d. h. ist a^ + a^ + . ., 
eine convergente Reihe mit positiven Gliedern, so gibt es stets eine andere schwächer con- 
vergirende Reihe mit positiven Gliedern bi+b^-h,... deren Glieder von einem bestimmten 
Gliede an sämmtlich grösser sind als die der Reihe a, und zwar so, dass lim {bn:an)=^ ^. 

Zusatz. Methoden, solche Reihen zu bilden, mit Beispielen, geben Du Bois-Reymond (in 
Crelle's J., Bd. 76, S. 73 ff.) und Pringsheim (in den Math. Ann., Bd. 35, S. 330—334). 

8. Es gibt keine letzte divergirende Reihe mit positiven Gliedern, d. h. ist «i + öj, + . . . 
eine divergente Reihe mit positiven Gliedern, so gibt es stets eine schwächer divergirende 
Reihe mit positiven Gliedern 6^ + ftg + . . . , deren Glieder von einem bestinmiten Gliede an 
sämmtlich kleiner sind als die der Reihe a, und zwar so, dass lim (a» : ftn) — >^. 

Zusatz. Die folgenden Beispiele stammen bezüglich von Abel und I)hu (s. Prmgslwhn 
a. a. 0. S. 323—326): 

7 "n 1 ^n Q ^ 

On — o » ^n — Q~ * *^n — -^ fl r« 

*^»i — l *^n 



B. Allgemeine Convergenz -Bedingungen. 

9. Aus der Definition der Convergenz folgt, dass nur solche Reihen convergiren können, 
welche monoton abnehmen, sei es in Bezug auf die einzelnen Glieder, oder in Bezug auf 
Gruppen von Gliedern. 

Zusatz (1). Ueber die Bezeichnung „monoton" s. unten Theorie der Punktionen (L 14.). 

Zusatz (2). Eine Reihe 2ur kann also convergiren, obwohl die Glieder innerhalb einer 
Gruppe Mr = t'i + ^2 + . . . beliebig steigen oder fallen, wenn nur die Gruppen «j, w^, ... eine 
monoton abnehmende Reihe bilden. 

10. Wenn in einer monoton abnehmenden Reihe, deren späteste Glieder sich einzeln der 
Null nähern, die Zeichen von einer bestimmten Stelle an regelmässig wechseln, so convergirt 
die Reihe. (Catichy, Anal. Alg., p. 144). 

Zusatz (1). Bricht man nämlich in der fallenden Reihe mit wechselndem Zeichen 
Wi w^ -h % ... beim Gliede w„ ab, so ist das Restglied oder der Fehler in der Summe dem 
absoluten Werthe nach <<±M«^-l. 

Zusatz (2). Ist aber die Reihe nur gruppenweise monoton abnehmend, so sichert der 
Zeichenwechsel innerhalb der Gruppen die Convergenz nicht. Catalan (no. 43)^führt als Beispiel 
die divergente Reihe an 

_L_ _L_ + _J L_ + 

V2 1 V2 4- 1 V'3 1 )/3 + 1 

Zusatz (3). Wenn also in der Reihe :SQn\ " w^» wo 6 kein Vielfaches von 2rr ist und alle q 

von einer bestimmten Stelle an gleiche Zeichen haben und sich einzeln der Null nähern, so 
convergirt die Reihe. (Malmstm, Gnuiet-f^ Archiv, Bd. 6, S. 38.) Eine Verallgemeinerung dieses 
Satzes gibt Chmiier S. J., in Liouvilh'S J. (f. 18. 1853, S. 21). 

11. Die bis jetzt aufgestellten Convergenz - Bedingungen lassen sich nach Prinyshehn 
(Math. Ann., Bd. 35, 1889) in drei Arten eintheilen, je nachdem sie das allgemeine Glied 
selbst betrachten, oder das geometrische Verhältniss je zweier Glieder, oder endlich das 
arithmetische Verhältniss derselben. 

Zusatz (1). Das erste strenge Convergenz-Kriterium stammt von Gaiuss (Göttingen 1813, 
Werkein, S. 139—143), mehrere andere von (kmchy (Anal. Alg., 1821, und Ex.. 1827, und in einer 
Reihe kleinerer Arbeiten in den C'orapt. Rend.); Birichkt (CrellcsJ., Bd. 4, 1829) gab das l)ekannte 
für trigonometrische Reihen; ein sehr allgemeines, und deshalb lange unbeachtet gebliel)enes. 
stammt von Kummer (CrcUe^ J.. 1835); einen neuen Fortschritt bildete de Moiffou^ logarithmisches 
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Kriterium (Diff. and Integr. Calc, London 1836 — 42) und dessen Bearbeitung von Bertratul 
{Liouvilles J., t. 7. 1842); ein neuer Anstoss zur Verallgemeinerung der Convergenz- Bedingungen 
wurde in jüngster Zeit gegeben von Dini (Pisa 1867), Du Bois-Beymond {CreUe's J., Bd. 76, 1873) 
und Fringslieim (Math. Ann., Bd. 35, 1889). 

Zusatz (2). Obwohl wir vor Gauss kein allgemeines Convergenz-Kriterium finden, bildete 
dennoch die Convergenz und Divergenz den Gegenstand vielfacher Untersuchungen (vergl. unten 11, 8.), 
z. B. bei FAihr in seinem Calc. Integr. (vol. 4. suppl. II) und Lcigrange (Berlin. M^m., 1768, p. 314), 
wo die Umkehrungsformel behandelt ist. 

C. Besondere Convergenz -Bedingungen. 

Vorbemerkung. Die folgenden Kriterien sind nicht nach den drei Arten geordnet, 
sondern, soweit dies möglich war, nach deren geschichtlicher Aufeinanderfolge. 

12. Gau^s (s. oben 11.) behandelte den Convergenzfall (zweiter Art), wo das geometrische 

Verhältniss zweier aufeinanderfolgenden Glieder die Grenze Eins hat, d. h. lim " ^^ i= 1. 
Er stellt dann diesen Quotienten in der Fonn dar 

wo Cr die Divisions-Determinante (unten II, 3. (c)) bedeutet, für a„ = 6^, == l. Man hat dann: 

Für f?, — «1 -- 61 >0 immer lim m„ — '^c, also Divergenz, 
„ q — (/j - 6j =1 „ Ihn f ^| ^ , also Divergenz . 
^ 6\ = ^j ü^i <; „ lim u „ — , also Convergenz , 

wenn im dritten Falle ausserdem die Bedingung eifüllt ist: q — r/i ii<;— 1. oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, wenn: 

lim Jl - ^^\ = lim H (— ^ - 1) > 1. 

Zusatz (1). Die letztenvähnte Form des Gauss'schen Kriteriums stammt von Buahe 
{Grelles J., Bd. 11, 18:H). 

Dasselbe Kriterium ist später auch von Duhatml {LiouvilWs J., t. 4, 1839) veröffentlicht 
worden mit der Bezeichnung: 

Un . I ,. i>l' Convergenz, 
1 = a, also hm nal-^^ ^ _^. ° 

Un-^x (<1. Divergenz. 

Zusatz (2). Ist r, complex imaginär, so gelten die GaimsQhen Sätze noch, wenn die 
genannten Bedingungen für den reellen Theil von (\ erfüllt sind. [Wcicrstrass, in Grelles J., Bd. 51, 
und Funktionenlehre, S. 212 — 225). 

13. Das Fundamental-Kriterium (zweiter Art), nämlich dass die Reihe 2un mit lauter 
positiven Gliedern convergirt oder divergiit, je nachdem lim " ^ ' <; 1 oder ^ 1 , scheint in der 

oben erwähnten Arbeit von Gauss stillschweigend vorausgesetzt zu sein, woirde aber von Cauchy 
(Anal. Alg., 1821, p. 143) ausdrücklich erwähnt. 

Zusatz (1). Aus diesem Satze folgt: Wenn ^Un convergirt, so convergiit auch 2vu. falls 
von einer bestimmten Stelle an — !L±i ;;> -JLtI, Wenn aber JSu,^ divergiit, so divergirt auch 2Vn, 

u Jl ,j 

falls *i^Ltl < i!!L±i. 

Zusatz (2). Ein ähnliches Kriterium (aber erster Art) Cauchy's (Paris. Mem. 1823, p. 603—612), 
dass nämlich die beiden Reihen JS"?*« und 2'<?„ convergiren, sobald eine derselben convergirt und 
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lim — — =t 1, wurde von Dirichkt {Crelles J., Bd. 4, 1829. S. 158) an einem Beispiele als unrichtig 

befunden, wenigstens für Reihen mit wechselndem Zeichen. In Folge dessen ersetzte DirkUet den 
Cauchy ^ohl^rv Convergenzbeweis der Fowner sehen trigonometrischen Reihen durch einen strengeren. 
Zusatz (3). Das Pundamental-Kriterium lässt sich nach Cauchy (Anal. Alg., p. 53 und p. 132) 
auch in der gleichbedeutenden Form (erster Art) schreiben: 

n 

lim Vü^ < 1 oder > 1. 

Ist diese nte Wurzel der „Modul der Reihe", mehrdeutig und ist k der grösste dieser 

Grenzwerthe, so lautet das Kriterium: A^l. 

Dieses Kriterium gilt auch für imaginäre Reihen, wenn man für w„ seinen Modul setzt 
(Cauchy, p. 280). Dasselbe wurde später von Bofinet verallgemeinert (s. unten 18. Zusatz (D). 

14. Das logarithmische Kriterium Cauchy s (Anal. Alg., p. 137) bezieht sich auf den 
dritten Gauss' sehen Fall von lim (w„4-i :«n) = 1» und lautet: 

Convergenz, 
Divergenz. 

Zusatz (1). Dieser logarithmische Grenzwerth lässt sich durch Differentiation von Zähler 
und Nenner auf den Gauss' sehen zurückführen. Setzt man nämlich zur Abkürzung — z^ y («), so kommt 

Ign (f{n) (p{n) \Un + i / 

Zusatz (2). Dieses Kriterium wurde später von Bertrand verallgemeinert. (S. unten 18.). 

15. Das Integral-Kriterium Cauchy s (Ex., 1827, 11, p. 226) besteht darin, dass die Reihe 
(p{l) + y(2) + y(3) + . . . + y('^) mit positiven und gegen Null abnehmenden Gliedern dann und 
nur dann convergirt, wenn für beliebige m: 



lim (lg— :1g n ^/ ,.? 

n=^\ Un "^ I |<1. Dl 



n 



lim \(p 

n=3o J 



(x) dx — 0. 



n 



Zusatz (1). Das Kriterium lässt sich auch so darstellen, dass die beiden folgenden Aus- 
drücke immer gleichzeitig convergiren und divergiren: 



90 



2^ (p(r) und \ff(x) dx. 



Zusatz (2). Daraus folgt, dass auch die beiden folgenden Reihen gleichzeitig convergiren 
oder divergiren, wenn m eine positive Zahl bedeutet (vergl. Pauker, in Crclles J., Bd. 42, S. 138. und 
Cauchy s Anal. Alg., p. 135, für mrzz2): 

y(l) + 9(2) f y(3) + . . . 
(f,(\) -f mip{m) + m'^ (f,{m^ + m^y(/n^) + . . . 

Aus diesem Satze leitet Pauker die logarithmischen Kriterien ab. (S. unten 17. und 18.). 

Zusatz (3). Im Zusammenhange mit den Convergenz-Kriterien Cauchy s steht auch sein 
„Calcul des Limites" (Ex., 1841, n, p. 41 ss.), durch welchen er das „Restglied" oder die Fehler- 
grenze unendlicher Reihen berechnet. 

16. Das iCfim//^/sche allgemeine Kriterium (zweiter Art) findet sich in CrcUes J. (Bd. 13. 
S. 171 ff., 1835) und lässt sich nach Pringsheim (Math. Ann., Bd. 35, S. 3()2) in folgender Weise 
aussprechen: Die Reihe .^m^ convergirt, wenn es eine solche positive Grösse ([[n) gibt, dass 



lim 



n 



y(„)Jil±i^ y(« f 1) 



>0. 

10 
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Zusatz (1). Kummer hatte ausserdem noch die Bedingung gestellt, dass y(«).u« = sei, 
was aber von Dini als tiberflüssig erkannt wurde. (Vergl. unten 20.). 

Zusatz (2). Das Kummet sehe Convergenz-Kriterium ist eine Erweiterung des Gauss' sehen, 
indem es für y(w) = n in dieses übergeht. Seine Allgemeinheit als Divergenz-Kriterium ist indessen 
eine viel beschränktere. (Vergl. Pringsheim, S. 365). 

Zusatz (3). In Crelles J., Bd. 16, S. 206 gibt Kummer eine auf sein Convergenz-Kriterium 
gegründete Methode, sehi* langsam convergirende Reihen zu summiren, indem er das Restglied in 
zwei Grenzen einschliesst, deren übereinstimmende Decimalen den wahren Werth der Reihe liefern. 

17. De Morgan (DifFer. and Integral Calculus, London 1836—1842, pp. 325—327) hat das 
Gauss sehe Kriterium auf eine andere Weise verallgemeinert, indem er die Grenzwerthe, die gleich 
Eins werden, durch andere ersetzte. Schreibt man den Gauss sehen Grenzweith, wie oben in 14., 

in der Gestalt: limw^^-f-r. so berechnet De Morgan der Reihe nach die Grenzwerthe: 

y(w) 

i>0 = ^-^-T^ . Ih "= (i^O 1) lg '^ i>2 ^ {ih i) lg- W, ... Pr ={Pr-X 1) lg'' «• 

Die Reihe 2——^ convergirt dann und nur dann, wenn der ei*ste Grenzwerth Pr welcher 

(f (;?) 

nicht Eins ist, grösser als Eins ist. 

Zusatz (1). Darin bezeichnet Ig^'n in der von De Morgan richtig gebrauchten Symbolik 
(s. unten Theorie d. Diff. u. Summen. I, Vorbem.) die r malige Anwendung des Operationszeichens lg 
auf das Argument n. 

Zusatz (2). Schreibt man den GaM^^'schen Grenzwerth in der Bezeichnung von Du/tafnel 
(s. oben 12.) und verallgemeinert denselben durch die Reihe der Brüche: 

u„ ^ 1 ^ 1 1 1 

IH ha IH 1 r-— -f a 

n n n lg n 

so gelangt man nach Bertrand ebenfalls auf die De Morgan sehen Grenzwerthe. 

18. Die Kriterien von Bertraml {Lionvillcs J., t. 7, 1842. p. 37) hängen mit den De 3Iorgan sehen 
zusammen wie das logarithmische Kriterium von Cauehg mit dem Gauss sehen (s. oben 14. Zusätze). 
Bedrand ersetzt nämlich den Cnuclnj sehen Grenzwerth, falls er gleich Eins wird, durch einen 
zweiten, dritten u. s. w.. wie De Morgan dies mit dem Gauss sehen gethan hatte. Er berechnet 
die Grenzwerthe der Brüclie für n -- ^ : 

lg — : lg w, lg — p— - : lg2 ;?., lg — — : Ig*^ n, ... lg — f — ;— • lg ""^^^h 

wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

L'^n --. lg" n • lg n • lg- li . . . . lg'" n, und lg" n -- n. 

Die Reihe 2SUn convergirt dann und nur dann, wenn der erste Grenzwerth, welcher nicht Eins 
ist. grösser als Eins ist. 

Zusatz (1). Die Grenzwerthe von De Morgan und Bertrand lassen sich nach Bonnet 
(Liouvilles J., t. 8, 1843. p. 59) auch aus folgenden Ausdiilcken ableiten: 

«'n4-l . 1,1 1 ,,1 1 1 ,„ 

=■ 1 of. 1 - a. 1 —. « . 1 - — i— — i r-j— a , .... 

u„ n n n lg n n n lg n n lg n lg- n 



n 



Auch für den mit u„^i : */„ identischen Grenzwerth 1 «„ (s. ol)en 13., Zusatz (3)) hat Bonnet 
(pp. 99—106) ähnliche Grenzwerthe berechnet: 

fe.- 1 «.1 Isi' «'. 1 .l^Ji ^sli[ .„„ 

n n n 

,. na na )ta" 

„r.r^ lg'/' Ig"'^" Ig"^'^ 
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80 dass 2un dann und nur dann convergirt, wenn der erste dieser Grenzwerthe. welcher nicht 
gleich Eins ist, grösser als Eins ist. 

Zusatz (2). Das BertrmicTsche Kriterium lässt sich nach Prings/ieim (Math. Ann., Bd. 35, 
S. 368—370) in die Gestalt bringen 



lim 



^ ' Un-^p^i J l>0, Convergenz, 



wo L die oben angegebene Bedeutung hat und k eine positive ganze Zahl ist. Wird dieser Grenz- 
werth Null, so hat man das folgende Kriterium: 



lim lg* + ^ n 



nr::i3ü 



' Un+p^i J (>1. Conve 



ergenz, 
ergenz. 

In der ersteren Gestalt erscheint das Kriterium sofort als besonderer Fall des Kummerschen 
(s. oben 16.). 

Zusatz (3). Lehrreiche Bemerkungen über den Zusammenhang dieser verschiedenen 
Convergenz-Kriterien findet man in den erwähnten Abhandlungen von Bertrand und liotifiet. ebenso 
in einem Aufsatze Pauker 9> (in Grelles J., Bd. 42, S. 138) und besondei's in der Arbeit von Pringslieim 
(Math. Ann., Bd. 35, § 6 u. § 8). In der letzteren finden sich auch die Untersuchungen Bims und 
Bu BoiS'Beymond s (s. oben 11., Zusatz (D) vereinfacht und vervollständigt, zugleich mit Berichtigung 
einiger Irrthtimer. 

19. Die Frage, ob die logarithmischen Kriterien von Be Morgan und Beiirand in allen 
Fällen ausreichen, wird in Bodcs Finite.Differences (p. 136) noch als eine offene erklärt, von 
Bonnet bezweifelt, und ist jetzt dahin entschieden, dass es nach Bu Bois-Reymond {Grelles J., Bd. 76, 
Anhang) ein Convergenzgebiet gibt, an dessen Grenze dieselben versagen, und nach Prmysheim 
(S. 352—357) auch ein Divergenzgebiet derselben Art. 

2ß. Ein irrthümliches Kriterium (erster Art) wurde von Olloler {Grelles J.. Bd. 2) auf- 
gestellt, dass nämlich die Reihe 2"Wr mit positiven gegen Null abnehmenden Gliedern dann und 
nur dann convergire, wenn lim?f„-/* = 0. Abel {Grelles J., B. 3, und Oeuvres, t. 1, p. 111) gab die 
Bedingung als nothwendig zu. aber nicht als hinreichend, mit Verweisung auf die divergirende 
Reihe 2'l:rlgr. Das Kriterium wurde dann von Gauchy (Ex., 1827, U, p. 231) dahin abgeändert. 
dass die Reihe convergire, wenn lim m„ • w^ ^* = 0, wo k beliebig klein sein möge, hingegen divergire, 
wenn limWn-^^>0. Es wurde weiter von Bonnet (LiouvUles J., t. 8. 1843, p. 78) und von Gaialan 
(Trait^, Paris 1860, S. 17, no. 30) verallgemeinert, aber schliesslich von Pringslmm (Math. Ann., 
Bd. 35, 1889, S. 344 und S. 357) durch folgende zwei Sätze berichtigt: 

Es gibt keine, mit n unendlich gross werdende, positive Funktion y (w) von der Beschaffenheit, 
dass die Beziehung lim y(w)-Wn+p^^ (wo (r'^0) eine nothwendige Convergenzbedingung 
der Reihe 2un wäre, oder dass die Beziehung lim (f{n) • ?(„ ^;.^^>0 eine nothwendige Divergenz- 
bedingung bildete. 

21. Pringsheim (Math. Ann., Bd. 35, 1889) hat obigen Kriterien die folgenden hinzugefügt: 

(a) Allgemeines Kriterium erster Art (a. a. 0., S. 342): Die Reihe 2ur ist stets convergent, 
wenn man eine positive Zahl if(n) finden kann, für welche 



lim 



1 " 1 

lg \ .v_i 



>o. 



(b) Allgemeines Kriterium zweiter Art (a.a.O.. S. 372): Die Reihe .:^/(r convergirt, wenn 
es eine solche positive Grösse (f{n) gibt, dass 

^{n) Un^p 



lim 



n:— 



(f(n -{- l)lg 



if(n + 1) */„^;,,.I 



>0. 

10^ 
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(c) Pundamental-Kriterium dritter Art (a. a. 0., S. 380—386): Sind die Reihen 2ur und SOr 
monoton abnehmend, so hat man für die erstere das Kriterium: 

.. ^C+;>-M ^^7-^p i<^^ Divergenz, wenn 2a divergirt, 
n=oc a~^ a~^ )>0, Convergenz, wenn I?a convergirt. 

Zusatz. PringsJieim (§ 10) verallgemeinerte auch das Kriterium für den Grenzwerth 

-^^1, indem er an Stelle zweier aufeinanderfolgenden Glieder zwei beliebig weit entfernte 

Glieder oder auch zwei Gliedergruppen setzte, mit Berufung auf frühere Untersuchungen von 
WeyTj Kohn und Ennaholf. 



D. Vielfache und Imaginäre Beuten. 

22. Die Convergenz vielfacher Reihen kann man auf diejenige der einfachen Reihen 
zurückführen, entweder indem man die nach den einzelnen Stellenzeigern fortschreitenden Reihen 
betrachtet, oder indem man alle Glieder von gleichem Gewichte (Indexsumme) in ein einziges 
Glied vereinigt. Nach üaticht/ (Rösumös, 1838, p. 60) convergirt die vielfache Reihe sicher, wenn 
diese einzelnen Reihen unbedingte Convergenz haben, und der Summenwerth der vielfachen 
Reihe ist gleich der Summe dieser einzelnen Reihen. 

23. Imaginäre Reihen converglren dann und nur dann, wenn die beiden in ihnen 
enthaltenen reellen Reihen convergiren (Caiwhy, Rösum^s. S. 111). Hinreichende Bedingung ihrer 
Convergenz ist, dass die Moduln ihrer Glieder eine convergente Reihe bilden. (Vergl. oben 12., 
Zusatz 12)). 

Zusatz (1). Die Anwendung auf Potenzreihen siehe unten VI, 2. 

Zusatz (2)./ Obige Bedingungen lassen sich unmittelbar auf vielfache imaginäre Reihen 
übertragen. (Cauchy, a. a. 0., p. 161). 



E. Verwandlung der Reihen in raselier eoiivergirende. 

24. Nach Eukr (C^alc. Diff. 11, § 7) hat man die Formel (vergl. Theorie d. Diflfer. 
u. Summen, II, 6.): 



oc / -»• \ r 



worin die Differenzen .^ aus der Reihe der Coefficienten ohne Zeichenwechsel u^, n^. M3, u^, ... zu 
bilden und in dem Sinne zu nehmen sind 

^^1 ti^ -. u^ w, , u. s. w. 

Zusatz (1). Würde man die Differenzen im entgegengesetzten Sinne nehmen: J^u^ =:«i -w^» 
so würde in der Summe rechts der Zeichenwechsel verschwinden. 

Zusatz (2). Die Reihe rechts bricht nur dann ab. wenn die Coefficienten in arith- 
metischer Reihe fortschreiten, convergirt aber im Allgemeinen immer stärker als die Reihe links. 

25. Setzt man x - 1, so hat man die allgemeine Formel: 

^ ( l)»"-^ _, 1 "^ / 1 \'' 

"i W2 + «s ?'4 f- . . . ^■^^^- — 72-r ^<) "1 "" .j^zA 2 ^^*'^''* 

Zusatz (1). Diese Formel convergirt auf der rechten Seite in vielen Fällen, wo die linke 
divergirt, und mit ihrer Hilfe führt Euler (§ 9 und § 10) mehrere divergente Reihen auf ihre 
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erzeugende Punktion zurück, z. B. die vielbestrittene Reihe (s. Beiff, §7) 1—1 + 1 -1 + ... auf 
ihren ursprünglichen Werth , ferner die arithmetische Reihe 6ter Ordnung 

1 2 + 5 -12 + 29 — 70 f 169 ... 

auf den ursprünglichen Werth t— t-^j r = ?>. Andere Beispiele gibt Euler in seinem Calc. Diff., 

n, § 185. 

Zusatz (2). Ueber die Gültigkeit der Formel in solchen Fällen s. unten II, 8. 



IL Hauptstück. 

Das Rechnen mit Reihen» 

(Euler, Calc. DifF. I und 11; EttingsJiausen.) 

Vorbemerkung (1). Die folgenden Formeln unterliegen im Allgemeinen den in I besprochenen 
Convergenzbedingungen. Ueber das Rechnen mit divergenten Reihen s. unten 8. 

Vorbemerkung (2). Allgemeine Regeln kennt man bis jetzt fast nur für Potenzreihen. 

1. Addition und Subtraktion reeller oder imaginärer Reihen: 

Zusatz (1). Da die algebraische Summe von Reihen wieder eine Reihe von derselben 
Ordnung gibt, so hat man bei jeder Summe denselben Stellenzeiger zu nehmen und seine Grenzen, 
nöthigenfalls durch Hinzufügen von Nullgliedern, in allen Reihen gleich zu machen. 

Zusatz (2). Ist a = ft =: c =1 . . . , so kommt k • JS'a^ = 2har. 

Zusatz (3). Bei der Summirung einer vor- und iUckwärts unendlichen Reihe ist also der 
Ausgangspunkt willkürlich. {Cauchyy Ex., 1847, IV, p. 124). 

Zusatz (4). Obige Fonnel ist allgemein richtig, denn nach Cauchy (Anal. Alg., p. 147) ist 
die algebraische Summe convergenter Reihen wieder convergent. 

Zusatz (5). Die Addition und Subtraktion passend gewählter Reihen bildete für Leihnite 
und Befiioulli ein Hauptmittel zur indirekten Reihensummirung. {BenwulU, Ars Conjectandi, p. 252). 

2. Multiplication. (a) Allgemeine Formel: 

'«0^1 • • • 

2ar '2b,'2ct. , .^ 222 . . . ttrh^Ct . . . = Fl fto^i • • • I . 



worin V das Variationszeichen der in Klammer geschilebenen Reihen bezeichnet. (Vei^l. Theorie 
d. Combin., IE, 1.). 

Zusatz (1). Da das Produkt je zweier einfachen Reihen eine Doppelreihe gibt, so hat man 
für jeden Faktor einen anderen Stellenzeiger zu wählen. Die Grenzen brauchen also auch nicht 
tibereinzustimmen, wie oben in 1. 

Zusatz (2). Die Formel ist allgemein richtig, wenn die einzelnen Faktoren unbedingte 
Convergenz besitzen (Cauchy^ Anal. Alg., p. 147). Haben die Faktoren nur bedingte Convergenz, 
so ist die Convergenz des Produktes eigens zu untersuchen. So ist die Reihe Cauchy s (p. 149): 

1 . u 

\'2 V'd V4 
convergent. ihr Quadrat aber divergent. 
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(b) Potenzreihen. 






worin Vr alle Variationen vom Gewichte r bedeutet und die obere Grenze von r gleich der 
Summe der oberen Grenzen von a^ ß, . . . ist. 

Zusatz (1). Convergiren die Paktoren für alle Werthe der Veränderlichen innerhalb eines 
gewissen Gebietes, d. h. stellen sie sogenannte ganze Punktionen dar (s. unten IV,.Vorbeni.), so 
gilt dasselbe für das Produkt. Der Sat^ gilt auch für Potenzreihen mit mehreren Veränderlichen. 
{Weierstrass, Punctionenlehre, S. 237). 

Zusatz (2). Besteht jede Reihe nur aus zwei Gliedern mit den Exponenten Null und Eins. 
wie beim Produkte der Wurzeldifferenzen einer Gleichung wten Grades, so wird die Variation zu 
einer blossen Combination: 

(a + x)(b ^ x) .,. — 2 [Cn-r(a. i, . . .)| u^' = 2 [Cr {aX • . .)l -^'""'^ 
(1 + ax) (1 -^hx) . . . — 2 [6V(a, 6, . . .)] x\ 

Sind überdies die «,/>.... Potenzen ein und derselben Grösse: ^", //"^',... so folgt der 
JEufer sehe Satz über die Zerlegung der Zahlen in Summanden ohne Wiederholung. (S. Theorie d. 
Zahlen, I. 1.). 

(c) Werden die Stellenzeiger der Coefficienten zu blossen Exponenten, so wird die 
Variation zur Combination mit Wiederholung: 



2a'*x'' -2h^xi^ . . . —- 2 



Hl 



Cr (ö, 6, . . .) 



X\ 



Zusatz (1). Diese Voraussetzung trifft ein bei dem Quotienten 1 : (1 ax)—-\^- ax + a-j?- 

folglich hat man 

1 



V 



Cr («, i, . . .) 



x\ 



(1 ax) (1 bx) r-u 

Zusatz (2). Sind wieder die a, />,... Potenzen ein und derselben Grösse: //", //"^*. .. . 
so folgt der Eulcrsehe Satz über die Zerlegung der Zahlen in Summanden mit Wiederholung. 
(S. Theorie d. Zahlen, I, 2.). 

3. Division von Potenzreihen. Setzt man allgemein 

2 arX^ : 2 h.x' — 2 c^x'^ 

rz^Li) *:rr(l n=.{\ 

so kann man die unbestimmten Coefficienten c auf folgende drei Arten berechnen: 

(a) In recurrirender Form (Euler, Introductio I. no. 6:^ 1748): 

71 

Zusatz (1). Sind die oberen Grenzen von r und s bezüglich M und S, so ist der Quotient 
von der Stelle n^S an recurrirend von der A^ten Ordnung, weil jedes r„ aus S vorher- 
gehenden c l)erechnet werden kann. 

Zusatz (2). Sind Recursionsformel und Quotient gegeben, so kann man rückwärts Dividend 
und Divisor bis auf gemeinschaftliche Faktoren finden. (Vergl. unten III). 

(b) In combinatorischer Form [Uindcnlyurg, 1781): 

1 ^ 'fA b. b. 
Cn-^-f- 2arpC\ ^, ^ 



n — r 



a -f- 2a2 + '^«rj f . . . ~ '' >'. 
Darin bedeutet «, den in den Coml)inationen mit Wiederholung auftretenden Exponenten des 
Bruches 6, : 6o' und das Zeichen C ohne Klassenzeiger bezieht sich für jedes r auf alle Klassen, 
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welche mit obiger Exponentenbedingung verträglich sind; ferner ist p der „Versetzungsindex" jeder 

einzelnen Complexion, d. h. die Anzahl Perrautationen, die man mit den Paktoren jeder Com- 

plexion vornehmen kann, hat also, wenn k den Klassenindex der betreffenden Complexion bedeutet, 

die Porm: 

_ k\ 

Zusatz. Man hat also für jedes n r alle Zahlen ü, 1, 2, ... in obige Bedingung einzu- 
setzen, welche derselben gentigen können. Jede so prhaltene Variation (mit Wiederholung) dieser 
Zahlen bestimmt eine zu n r gehörende Combinationsklasse der Brüche b^ ib^, etc. 

(c) In Determinantenform (Hagen, Amer. J. of Math., vol. 5, p. 236, 1882): 

«0 b^ i) . . 
^i bi bfi . . 



Cn — 






«„ bn bn-l . . ^ 

Zusatz. Weierstrass (Punctionenlehre, S. 119) gibt als nothwendige und hinreichende 
Bedingung, dass von zwei Potenzreihen mit mehreren Veränderlichen eine durch die andere 
theilbar sei, das Verschwinden der Coefficienten gewisser anderen Reihen, deren Bau er auf 
S. 118 beschreibt. Eine ähnliche Bedingung gilt dafür, dass beide Reihen einen gemeinschaft- 
lichen Theüer haben (S. 125). 

4. Potenzirung. Polynomischer Lehrsatz, 
(a) Allgemeine Fonnel: 



m \n 
V 



aA = 








w 



p Cn (oq, üi ... a«) 



worin p den „Versetzungsindex" bedeutet wie in 3« (b). 

Zusatz (1). Umformung: Da die Combinationen «ter Klasse mit Wiederholung die 
allgemeine Porm haben ö"" . . . a^"^, wo die Exponentenreihe «o • • • «« irgend welche Variation 
mit Wiederholung (m + l)ter Klasse der Zahlen 0, 1, . . . «zur bestimmten Summe n bedeutet, so 
kann obige Formel auch geschrieben werden: 



V 



n\ 



QA =-2 







or, 







« 



»R 



(» W * 



«0 + «1 + • . . + a», = n, 

worin sich das Summenzeichen auf alle y^ "*" ^| möglichen Combinationen mit Wiederholung 

«ter Klasse der Glieder a^ . . . a^ bezieht. 

Zusatz (2). Andere Umformungen folgen unten (b) (4) und (c) (2). 
Zusatz (3). Für Binome ist (Ncictony 1676): 



u 



v\ 



(:)• 



'■ tt\{ii «)! 

Denselben Specialfall erhält man aus 2. (b) für a — b — . . . 

Zusatz (4). Den Fall v — 2 erwähnt schon Bnelwt (Porismatum, lib. 11, prop. 1) in seinem 
Commentar zum Diophantus (Paris, 1621). 

(b) Potenzreihen: 



/ rrrO 



- V 

r--0 




X\ 



ir 



P Cn K. ^1 . . . ^'.«) 



j:\ Indexsumme --- r 
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Darin bezeichnet Vr alle Variationen zur bestimmten Indexsumme n und p, wie in (a), die „Ver- 
setzungszahl" jeder Complexion. 

Zusatz (1). Erste Umformung. Aehnlich wie in (a) hat man 



m 



n 



arX""] = 2 x''2 



n\ 






/ r=iO Cfo : . . . CCm 

«0 + «1 + «2 + • • • + «m = W, 

ai + 2a2 -h . . . + man, = r, 

worin das zweite Summenzeichen sich auf alle Combinationen mit Wiederholung nter Klasse der 
Glieder ao . . . a„ bezieht, welche obigen zwei Indexbedingungen genügen. {Moivrey Phil. Trans., 
1697, no. 230, und Miscell. Anal., 1730, pag. 87). 

Zusatz (2). Zweite Umformung. Setzt man a^ + . . . + am — *, so ist k der Klassenindex 
der Gruppe a^ . . . a«, und die Formel nimmt folgende, für Berechnungen bequemere Gestalt an, 
wenn 2 dieselbe Bedeutung behält: 



m 



in 



2arX'\ =:?x'-:?|^|a"~* 



*! 



cr^ 1 ... er 



1 <'••■«:- 



/ r=:(> \^j 

ao + A; =rn, «^ + ag + . . . + a« = A;, 

a^ + 2a2 + . . . + ma„ = r. 

Zusatz (3). Dritte Umformung. Die zu demselben k gehörigen Complexionen sind nichts 
anderes als die Combinationen mit Wiederholung Ater Klasse der Elemente a, und der Quotient 
ist die „Versetzungszahl" j^ jeder dieser Combinationen, also: 



h^-hir^.Q<-' 



P 



to 



Üjc («1 . . . a«) 



wo «r der Exponent von ar in den Combinationen mit Wiederholung ist. 
Zusatz (4). Für ^=1 erhält man daraus die allgemeine Formel: 



2ar\ =2 



>»\ n-k 



a 







Gk («1 . . . öm) 



/ k—o\kl 

Zusatz (5). Die Formen des polynomischen Lehrsatzes, in welchen n nicht als Klassen- 
index oder in der Bedingung a^ + , .a^,— n auftritt, gelten auch für negative, gebrochene und 
irrationi^le w, wie die Formeln (3) und (4). 

(c) Recurrirende Form. Setzt man 

H 

SO hat man für die „Polynomialcoefficienten" Ur die Formel: 

n n 

rUf^Ur =^ 2 (ns + s —- r) ar-Ma». 

n 

Zusatz (1). Darin sind die a, bekannt und a^^ = a^. Setzt man also r = 1, 2, . . . so erhält 

n 

man a^ ... ausgedrückt durch die früheren. 

Zusatz (2). Der Satz gilt auch für ^=: 1. 

5« Radicirung. Aus 4. (b) (4) folgt: 



m 

2a^ 



V, 



*=o\ k 



a 







(0 



C* (Oj ... Um) 



6. Logarithmirung von Potenzreihen. (Hindetiburg^s 11. Samml., S. 339). 

logl ^arÄTM = 2ÄrX'-, 

\r=0 I r=0 

n— 1 

-4o = logao; 2(n — r)arÄn-r = nan, 

r — O 



II. Das Rechnen mit Reihen. g| 

7. Differentiiren und Integriren. Im Allgemeinen ist: 

Zusatz. Etiler (Calc. Diff. 11, cap. 2 und 8) macht ausgiebigen Gebrauch von diesem Satze 
zur Umformung der Reihen, besonders bei transcendenten Funktionen. Vergl. auch Catalan, ehap. 5. 

8. Ueber das Rechnen mit divergenten Reihen findet man in den Lehrbüchern auch 
heute noch Meinungsverschiedenheit: ^ 

Bekannt ist der Convergenzötreit zwischen Gratidi, Leibnitz und Varigmn, in welchem 
Letzterer (Paris. M6m., 1715. p. 203) alle divergenten Reihen als „falsches Resultat" bezeichnet. 

Nie. Bernoulll leugnet in einem Briefe an Euler (1743, 6. April), dass eine divergente Reihe 
den Werth der erzeugenden Funktion darstelle. Euler hingegen (an GcHdbach. 7. August 1745) 
glaubt gewiss zu sein, dass divergente Reihen die erzeugenden Funktionen sogar eindeutig dar- 
stellen, d. h. dass dieselbe Reihe nicht aus zwei verschiedenen Ausdrücken entwickelt w^erden 
könne. Er w^ar wohl der erste, der zwischen dem numerischen und dem analytischen Werthe der 
Reihen unterschied, nämlich zwischen dem durch Summirung der Glieder erhaltenen Zahlenw erthe 
und der Funktion, aus welcher die Reihe durch Entwickelung entstanden ist (N. C. Petrop., t. 5. 
1754, p. 205, „De seriebus divergentibus''). Indem er divergente Reihen nur in sofern in die 
Analyse eingeführt, wissen will, als sie die erzeugende Funktion darstellen, glaubt er alle Meinungs- 
verschiedenheit auf einen blossen Wortstreit zurückgeführt zu haben. (Vergl. Beiff. §§ 7 u. 11). 

Nach Lagrange (Berlin. M6m., 1768, p. 314) kann eine Reihe den gesuchten Werth nicht 
wirklich darstellen, wenn sie nicht convergirt, während Gmdorcet (Paris. Mem., 1769, p. 193) 
sich auf den Standpunkt Eiäers stellt. 

Lqplace (Oeuvres, t. 7. p. 192) und Gauss (Werke III, S. 152) scheinen sich nur über halb- 
convergente Reihen geäussert zu haben. Ersterer hält den von ihm selbst gemachten Gobraflch 
dieser Reihen für vollständig berechtigt, bediente sich aber auch divergenter Reihen; Letzterer 
erwähnte nur gewisse Schwierigkeiten, welche halbconvergente Reihen bieten, und hoffte später 
ausführlich darüber zu berichten, was aber nicht geschah. 

Auch Camhy scheint sich gegen den Gebrauch divergenter Reihen nicht ausdiücklich aus- 
gesprochen zu haben. 

Poisson (J. de T^cole Pol., 1820 und 1823) gibt ihnen, ähnlich wie Euler. eine analytische 
Berechtigung, hält aber das durch sie erlangte Resultat für unsicher. 

Abel (Oeuvres I, p. 67) lässt divergente Reihen zu als symbolische Ausdrucke, will sie 
aber den erzeugenden Funktionen nicht gleichgesetzt wissen, weil man sonst beweisen könne, was 
man wolle. Er verlangt sogar den Beweis, dass eine convergirende Reihe ihrer erzeugenden 
Funktion wirklich numerisch gleich sei. 

De Morgan (Differ. and Integral C'alc, London 183()— 42, p. 566) spricht sich in i)eredten 
Worten gegen die Verwerfung divergenter Reihen aus und mahnt nur zur „Vorsicht". Worin aber 
diese Vorsicht bestehe, ist er nicht in der Lage anzugeben. In den C'ambr. Phil. Trans, (vol. 8, 
p. 183) erklärt er die herrschende Strömung gegen die Zulassung divergenter Reihen als ein 
Hinderniss in dem Fortschritte der Entdeckungen, und hält ihr das Motto entgegen: .,l)enk' 

an l/~T". 

Sctdömileh spricht sich (in Grunert*^ Archiv, 1843, Bd. 3, S. 275) entschieden gegen den 
Gebrauch divergenter Reihen aus und nennt ihn in einer warmen Erörtemng ^ Gegen Hemi Doctor 
Barfuss" (Grunerfs, Archiv, 1844, Bd. 5, S. 374) „einen Schmuggel unter dem Deckmantel des 
Gleichheitszeichens" (S. 397). 

Prehn hingegen erklärt (in Grellen J., Bd. 41, 1850, S. 2) die Anwendung der divergenten 

Reihen bei analytischen Rechnungen für „unbeschränkt zulässig**, wenn man dieselben als ein 

arithmetisches Mittel auffasse. Er betrachtet die divergenten Reihen als eine Art imaginärer 

Form des entsprechenden geschlossenen Ausdnicks, ähnlich wie die Exponentialausdi'ücke für 

Sinus und Cosinus. 

11 



^2 ^^' Abschnitt. Theorie der Reihen. 

Ckujlc'f/ (C and D. Math. J., 1851. Math. Papers JI. p. 8) bedient sich einer divergenten 
Reihe, nicht nur zur Definition einer gewissen Punktion 6*„, sondern auch zum Beweise, dass 
diese Funktion identisch mit der Gamraa-Punktion ist, bezeichnet aber allerdings die Untersuchung 
als „vollständig paradox"". Er bezieht sich in einer Note (Math. Papers. p. 593 und Math. Ann., 1880) 
auf eine Arbeit Eiemanns (Werke, p. 881—344), in welcher ebenfalls eine divergente Reihe zu 
Grunde gelegt ist. 

(Jatalan (Traitö des Series. Paris 1860) und Bertrand (Traitö de Calcul Diff, etc., Paris 1864, 
p. 230) treten gegen die Verwendung divergenter Reihen auf. Letzterer hat einen eigenen 
Abschnitt über die „Nothwendigkeit der Convergenz der Reihen, deren man sich bedient" 

und begründet denselben durch ein Beispiel mittelst der BeniouUi' sehen Reihe :t + q + j + • • • 

Ä O t: 

GlaisJicr (Messenger of Math., vol. 1. p. 101) hebt vielfach die JEtifer'sche Unterscheidung 
wieder hervor und hält den analytischen Werth divergenter Reihen für berechtigt, mit Zurück- 
weisung des BertrandsQhen Beispiel-Beweises. 

Zusatz. Dieser geschichtliche Rückblick scheint darauf hinzudeuten, dass es noch an 
festen Regeln zur Handhabung divergenter Reihen fehlt. Als Pingerzeig in dieser Richtung könnte 
die Entdeckung Diric/Uefs (Berlin. Abb., 1837, S. 48) dienen, die später von Biemann und Pringsheim 
genauer untersucht wTirde, dass nämlich eine bloss bedingt convergirende Reihe, die sich als 
Differenz zweier divergenten Reihen betrachten lässt, jeden willkürlich gegebenen Werth anzunehmen 
vermag, je nach der Ordnung, in der man die Glieder verbindet. In Grelles J. (Bd. 19, S. 330) 
spricht sich Diric/det noch deutlicher dahin aus, dass die Methode, welche einen völlig bestimmten 
Summenwerth liefere, ohne dass die Anordnung der Glieder als wesentliches Element 
in die Rechnung eingehe, einen verborgenen Pehler enthalten müsse. Beispiele s. unten 
IV, 2. Zusatz (2). Auch die Mehrdeutigkeit oscillirender Reihen lässt sich auf dieses Dir icM^f sehe 
Princip zurückführen. (Vergl. Stern in Crelle's J., Bd. 37, S. 255). 



III. Hauptstück. 

Die arithmetischen Reihen. 

Vorbemerkung (1). Die arithmetischen Reihen wurden ausführlich behandelt von Etder 
in seinem Calculus DifF. (I, cap. 1 und 2). Daselbst (§ 55) bildet er folgendes Schema: 

U >J, /S., fS., IS, Ör 

I fi tt 4 •> 

Äj Ä^ 6', S^ Ä. 

Wo Hl U^ W3 U^ 

^l A A A 
2 *> *) 
^(. ^\ ^2 

Vorbemerkung (2). Die Reihen der S heissen Summenreihen, die der J Differenz- 
reihen und die der « die Pundamentalreihe (Ozamms Gnomonen-Reihe). 

Vorbemerkung (8). Statt //* kann man auch gleichbedeutend schreiben: ^*w„. 

1. Definition der Symbole: 

j' = ^'-\ .-/—'; 6" = Ä"^' -S'^\; u =S , S ; 

d. h. die .vte Summenreihe ist die erste DifFerenzreihe der (s + l)ten Summenreihe; die Pundamental- 
reihe ist die erste Differenzreihe der ersten Summenreihe u. s. w. 



III. Die arithmetischen Reihen. g^ 

Zusatz. Die Differenzen werden zuweilen im umgekehrten Sinne genommen: 

n n in- 1 

z. B. in Jacdb!^ Inauguraldissertation (Berlin 1825. Sectio IQ). Die obige Darstellung ist die von 
Stirling und Ikder. 

2. Eine arithmetische Reihe wter Ordnung ist eine Reihe, deren mte Differenzreihe 
aus gleichen Gliedern besteht {Eukr, cap. 2), oder deren allgemeines Glied eine ganze Punktion 
mten Grades seines Stellenzeigers ist {Catichy, Ex., 1847, t. IV. p. 112). 

3« Allgemeiner Ausdruck der Differenzglieder: 

Zusatz (1). Da fUr arithmetische Reihen ^w ter Ordnung ^/^ — ist sobald Ä>m. so erhält 
man für die Glieder der Reihe die Recursionsformel: 

2( iy[ \us-^n-r — 0. (5>>m. und n beliebig). 

EuJer (§ 46) bemerkt zu dieser Formet, dass die arithmetische Reihe auf unendlich viele Arten 

recurrirend sei, weil ihre Relationsscala ( l)*" | ) mi^ ^ 3,uf unendlich viele Ai-ten sich ändern kann. 

Zusatz (2). Lacroix (§§ 885—891) berechnet die Differenzen für lg (x + h), a^ sin x, lg sin x. 

4. Allgemeines Glied der Fundamentalreihe {Newton): 

m UA n-1 

Zusatz (1). Setzt man den Werth 



j: = 2j-.iy{l\n 



ff * — ** 



aus 3. in 4. ein, so erhält man das allgemeine Glied durch die ei-sten m -f 1 Glieder ausgediückt, 
mittelst der einfachen Summe: 

^^n = \\(n fn)2( 1)*' * 



^w/ s=o \s j n s 

wie Euler (§ 45) durch Induktion gefunden hat. 

Zusatz (2). Durch aufeinanderfolgende Anwendung der Identität (s. oben L): 

n — r M — r — 1 ' n — r — 1 

erhält man die Formeln: 






Zusatz (3). Es ist also das allgemeine Glied einer arithmetischen Reihe mter Ordnung 
eine ganze rationale Funktion seines Zeigers n, vom Grade m. Umgekehrt ist jede Reihe von 
diesen Eigenschaften arithmetisch {Eider, § 48). So bilden z. B. die mton Potenzen der natür- 
lichen Zahlen eine arithmetische Reihe mter Ordnung (s. unten IV, 7., liernoiüVi ^ohe Funktion). 

5« Allgemeiner Ausdruck der Summenglieder: 
Zusatz (1). Also ist für 6—1: 



n \ s J^ r ^ •' 



n-1/ .;^ \' n-l 



rrrO 

11* 



n A%' ;_ 1 / r 



g;J IV. Abschnitt Theorie der Reihen. 

wie man auch durch Summation der Formel 4. findet, mit Anwendung der Summenformel (s. Theorie 
d. Comb., V, 1.): 

ioUHl^ + ir 

Zusatz (2). Diese Formel dient also zur Summation arithmetischer Reihen durch ihre 

Differenzen. So oft ^^ — 1 ist, hat man die Summe der einfachen Binomialcoefficienten. (Theorie 

d. Comb., V.) 

Zusatz (8). Anidt (Crellcs J., Bd. 31, S. 237) wendet diese Differenzen- und Summen- 
Formeln auf verschiedene algebraische und transcendente Fundamentalreihen an. 

Zusatz (4). Für arithmetische Reihen erster Ordnung ist m^ 1 und ^^ = d constant, also 

n— 1 J 

Un — Wo + ^d\ Sn — ^ Ur — -Tn (Mq + Un-\)' 

r—O ^ 

6. Werden die entsprechenden Glieder mehrerer arithmetischen Reihen ad dir t oder 
subtrahirt, so ist dei* Ordnungsexponent der entstehenden arithmetischen Reihe gleich dem 
höchsten der verbundenen Reihen. Werden dieselben aber multiplicirt, so ist der Ordnungs- 
exponent gleich der Summe der Ordnungen der einzelnen Reihen. Wenn man also alle Glieder 
einer Reihe mter Ordnung zur rten Potenz erhebt, so ist die neue arithmetische Reihe von der 
Ordnung mr. (Vergl. unten IV, Harmonische Reihen). 

7. Figurirte Zahlenreihen sind Summenreihen von arithmetischen Reihen erster 
Ordnung; für dieselben ist also J — d constant, und gewöhnlich Uq — S^ = 1. Die erste Summen- 
reihe stellt die Polygonalzahlen dar: 

Vn =^ ^ (1 + ^0 (2 + nd)\ 2n = ^n (n + 1) [{n l)d + 3], 

die zweite die Pyramidalzahlen erster Ordnung: 

v„ = ^ (1 + ^0 (-' + n) (3 + nd)\ 2n-^^n (n + 1) (n + 2)[(n +l)d+4]. 

und so weiter, ebenso die (r + l)te Summenreihe die Pyramidalzahlen rter Ordnung [Eulcr). 

Zusatz (1). Setzt man d—\, 2, 3, so erhält man die Dreiecks-, Vierecks-, Fünfecks- 
zahlen u. s. w., beziehungsweise die drei-, vier-, fünfseitigen Pyramidalzahlen u. s. w. Im Falle 
d = 1 lassen sich diese Zahlen als Binomialcoefficienten darstellen (s. Theorie d. Comb., IV, 3.). 

Zusatz (2). Vor Euler herrschte über die Benennung der figurirten Zahlen grosse Ver- 
schiedenheit, z. B. zwischen Mercator, Wallis, BernouUi, Ozmmm (Dictionnaire, 1691) u. s. w. Ersterer 
untei-scheidet nach Bachcfs und Fenmfs Vorgänge in seiner Logarithmotechnia (London 1668) für 
die Differenz 1 die unitates, radices, numeri trigonales, pyramidales, trigono-trigonales, trigono- 
pyramidales, pyramidi-pyi-amidales etc. 

Zusatz (3). Die Berechnung der Polygonalzahlen geschieht nach Bachefs Anweisung 
(Commentar zu Diophanti Alex, de multangulis numeris über unus, prop. 9) nach der Formel 

^x\{n 2)x -{n 4)], 

worin n die Anzahl der Polygonseiten (Ordnungszahl der Polygonalzahl) und a;die Länge der 
Seite ist (ausgedrückt in Punkten, welche auf dieser Seite liegen). 

Zusatz (4). Tafeln figurirter Zahlen \\'urden berechnet von Jomoioi (Hagae Comitum 

\ 
1762). der die Dreieckszahlen ~x(x ^ 1) von ^=1 bis x—. 20000 gibt, und von Lamlcrt (Supple- 

menta. lateinisch von FMcI, Olisipone 1798), d#r in Tafel 37 die Zahlen :^ j^jg -^ (-^ + 1) • • • (^ + 11) 



gibt für X =- 1 l)is 30. 
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Zusatz (5). Den Ferniaf sehen Satz über die Zerlegung der ganzen Zahlen in n Polygonal- 
zahlen nter Ordnung siehe in der Theorie der Zahlen (I, 7). 

8. Die Polygonalzahlen stellen die Anzahl Kugeln dar, welche sich in Form von Polygonen 
anordnen lassen. Polglich ist die Anzahl Kugeln in einem geordneten Kugelhaufen die Sunune 
einer arithmetischen Reihe zweiter Ordnung, deren Glieder die einzelnen Schichten darstellen. 
So ist z. B. fUr die dreiseitige Pyramide (d= 1): 

v,= l(l+n){2 + n)\ 2, = ^n(n+l)(n + 2). 

und für die vierseitige Pyramide (d=2): 

«;„ = (! +n)(l +n); ^„ = in (n + 1) (2n + 1), 

u. s. w. Ist das erste Glied Uq nicht = 1, so sind die Pyramiden abgestumpft. 

Zusatz. Eine Zusammenstellung der Euier sehen Formeln über Polygonal- und Polyhedral- 
zahlen und deren Anwendung auf Kugelhaufen, aus verschiedenen Abhandlungen Eulers, findet 
sich in der französischen (unvollständigen) Ausgabe von Eulers Werken (Bruxelles 1839, t. 3, 
p. 417 SS.). 

9. Arithmetische Reihen wurden von älteren Rechenmeistern, wie Agrip^a von NettesJieim 
(1535), Michael Stiefel (1544), Adam Biese (1550), und vielen späteren in sogenannte „Magische 
Quadrate" vertheilt, so dass die Glieder von geraden oder gebrochenen Reihen, in verschiedenen 
Richtungen, dieselbe Summe geben. Be la Hire (Paris. M6m., 1705, pp. 127 und 364) fasste die 
früheren Versuchfe zusammen und gab allgemeine Regeln. Magische Würfel wurden diesen 
Quadraten nachgebildet von Frost (Encycl. Brit., 9te Ausgabe) und Barnard (Amer. Nat. Acad., 
vol. 4, p. 209 SS.). Letzterer gibt auch die mathematische Theorie der Quadrate und Würfel, mit 
einem Verzeichnisse früherer Schriftsteller. 



IV. Hauptstück. 

Die harmonischen Reihen. 

Vorbemerkung Besondere Fälle harmonischer Reihen findet man fast in allen Schriften 
über Reihen. Längere Abhandlungen wurden geliefert von Eider in den Comm. Petrop. (t. 7, 
1734—35, p. 156 und t. 14. 1769), von Baahe in einer Schrift: „Die Jacob BernouUrsche Function" 
(Zürich 1848), deren Inhalt nachher in Grelles J. (Bd. 42, S. 348, 1851) zusammengefasst und 
en\ eitert wurde, femer von Kinkelin (Basel 1862) und K7iar in GruneH's Archiv (Bde. 41 und 43, 
1864-65). 

A. Harmonische Beihen erster Ordnung. 

1. Nach Eulers Definition besteht eine harmonische Reihe aus Brüchen, deren Zähler 
sämmtlich einander gleich sind und deren Nenner eine arithmetische Reihe bilden: 

c c c c 

n' iT+T/ a + 2b' äT~Sb' '" 

Zusatz (1). Der Grund dieser Benennung liegt nach Euler darin, dass je drei auf- 
einander folgende Glieder A, B, C dieser Reihe in harmonischer Proportion stehen: 

(A B):(B -C) = A:C. 

d. h. dass jedes Glied B der Reihe das harmonische Mittel der beiden Nachbarglieder A. C ist. 



ti. . 
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Zusatz (2). Den gemeinschaftlichen Zähler kann man immer ausklammern, also gleich 
Eins voraussetzen. Sind auch az=ih—i, so erhält man die einfachste harmonische Reihe: 

i i • i 4_ 1 i. 

1 + 2 "^ 8 ^ 4 "^ • • " 

deren Glieder die Schwingungsverhältnisse der harmonischen Töne dai*stellen, und deren Divergenz 
von Johann Benwtdli entdeckt wTirde (s. Ars Conjectandi, pp. 250 und 262), allerdings auf fehler- 
haftem Wege. Abel (Oeuvres, t. 11. .p. 14 ss.) hat diese Reihe ausführlich behandelt und wegen 

Cdx 
ihrer Aehnlichkeit mit I — =zlgj; folgendermassen bezeichnet: 

2, Obwohl die Glieder der oben definirten harmonischen Reihe, ine Unendliche fortgesetzt, 
gegen Null abnehmen, so bilden sie doch {nach Euler) eine divergente Reihe, wenn sie sämmtlich 
gleiche Zeichen haben, und eine bedingt convergente Reihe im Falle von Zeichen Wechsel. 

Zusatz (1). Die Divergenz der Reihe 2 , (/* = 0, 1, . . . oo) ist derart, dass 

lim {d^2 ?— —J = 1 und lim (d»^ , . \, \ = oc. 

Der erste dieser beiden Grenzwerthe wui-de von Dirkhlet (Berlin. Abh., 1837, S. 51 und Grellen J., 
Bd. 19, 1839, S. 326) aufgestellt und von Heine {Grellen J., Bd. 31, S. 133) einfacher bewiesen. 

( - l)'' 
Zusatz (2). Die Summe der bedingt convergirenden Reihe 2-. -, (r = 0, \, . . . '^) ist 

1 + 1^ 
nach DiricUet (s. oben 11. 8, Zusatz) eine Punktion der Anordnung der positiven und negativen 
Glieder, und zwar 

I 

wenn auf je m positive Glieder n negative folgen. 

Ein anderes Beispiel einer solchen von der Gliederordnung abhängigen Summe gibt 
Riemann (Werke, S. 142—143). Aehnliche „Paradoxa" bespricht Glaislier im Messenger of Math, 
(vol. 1, p. 97). Einen ähnlichen Fall für Produktreihen s. Theorie d. Produktreihen u. Facultäten I, 
8. Zusatz (2). 

3. Die Summirung der endlichen harmonischen Reihen kmm durch die -Bw/crsche 
Summenformel geschehen, indem man dort (s. Theorie d. DifF. u. Summen n, 9.) u^ = 7 setzt 



und die Differentiation ausführt: 



a + xb 



"v' 1 =C7(«,6) + ilg« + "^ ' ^^' 



x=oa + xb ' ' ^ ' 6 ^ b 2(a + nb) 2 (a + nby 

, B,b^ B, ¥ 

■^ 4 (a + nby 6 (a + ribf '^ " ' 

Darin bedeuten B die Bernouüt Bohen Zahlen und C(a, b) die von Knar sogenannte „harmonische 
Con staute", die von n unabhängig ist, aber mit dem Anfangsglied und der Differenz sich ändert 
und durch folgende Formel (Knar, § 25) dargestellt werden kann: 



G(a, b) = ^C(h 1) + * "'' 



+ o/^ , rv + o/^ , oi,v + . / , or. + . . • 



b ' ' ' ' b [1 . a ' 2 (a + ft) ' 3 (a + 26) ' 4 (a + 36) 
Zusatz (1). Mittelst der beiden Formeln: 

C{a, b) tJ(b a, 6) = ~ cotg ^ und 6'(a, 6)=ri.(7||, ij 
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kann man die harmonischen ('onstanten immer auf andere zuiückführen, für welche die Differenz 
b= 1 ist und das Anfangsglied nahe an Eins liegt. Knar hat (§ 104) eine Tafel berechnet, welche 
ftUc 6— 1 und von a = l,o() bis a = 1,50 die Constanten C auf 7 Decimalstellen liefert, mit drei 
Hilfszahlen A, JB, G zur Interpolation. Die Tafel beginnt mit der bekannten Euler sehen Constante 
C(l,l) = 0,577 . . . und geht zwischen a — 1,46 und a = 1,47 vom Positiven zum Negativen über. 

Zusatz (2). Die Euler" sehe Constante C=: 0,577... wird gewöhnlich aus obiger Reihe 
für a — b= l unmittelbar berechnet, indem man letztere auf die Form bringt: 



V 



1 _ . 1 , 1 1 _ /r , 1 1 By^ B^ Br. 

r J 3 X \ ^ 2x Ix^ \x^ o.t'*' 



und dann der Reihe nach setzt :r = 10, — 20, ■=. 50, — 100, = 200, = 1000 u s. w. JEWer berechnete 
sie zum ersten Male auf 6, später auf 16 Decimalstellen. und stellte zu ihrer Berechnung im 
Ganzen 7 Reihenentwicklungen auf. Er schrieb eine eigene Abhandlung „De numero memo- 
rabili etc." in den Petersb. Acta (t. 5, 1781, P. 2, pag. 45) und fand keine Beziehung dieser Zahl 
zu irgend welchen andei'en mathematischen Constanten. Sie spielte anfänglich nur in den harmo- 
nischen Reihen eine Rolle, ])ald aber auch in der Theorie der Gamma-Funktionen, des Integral- 
cosinus, des Integralexponenten und des Integrallogarithmus. Glaisher (Mess. of Math., 1871, vol. 1, 
p. 25) betrachtet sie deslialb neben den beiden Zahlen n =^ 3,i4i . . . und e =z 2,718 ... als die 
wichtigste unter allen mathematischen Constanten und schlägt zu ihrer ständigen Bezeichnung 
den auch von Euler gebrauchten (Acta Petrop., 1769, t. 14) Buchstaben ;' — 0,577 ... vor. 

Zusatz (3). Es war Glaisher (Messenger of Math., 1871, vol. 1, p. 25) vorbehalten, der 
^Eulersehen Constanten"* ihren wahren Namen zuilickzugeben. Die sogenannte Maschcroni sehe 
Constante (Adnotationes ad Euleri Calc. Int., vergl. Lacroix Calc. Diff. et Int., t. HI, p. 521) ist in 
der 20sten Decimalstelle fehlerhaft. Soldner (1809) berechnete die Constante auf 25 Stellen richtig. 
Gauss (Disquis. generales, Götting. Abb., 1813; Werke, Bd. HI, S. 154) Hess durch Niedai 
40 Stellen berechnen, welche Mascheroms Fehler klarlegten. Trotzdem findet sich Maseheront's 
Constante noch in vielen Schriften, von denen Oettinf/er (Grelle' s J., Bd. GO, 1862, S. 375) einige 
aufzählt. 

Die Constante wurde dann wieder von neuem berechnet von Legendre (Ti'aitö, 1825) auf 
19 Stellen, von Lindimm [Grunerfs Archiv, Bd. 29, 1857) auf 35 Stellen, von Oettinger (Grelle' s J., 
Bd. 60, 1862. S. 375) auf 40 Stellen, von Shanks (Proc. R. Soc. 1866—67, vol. 15, p. 429) auf 
59 Stellen mit einem Fehler in der 50sten Stelle, von Glaisher (Proc. R. Soc, 1871, vol. 19, p. 514) 
auf 100 Stellen, und von Adams (Brit. Ass. Rep.. 1877. p. 15) auf 260 und (Proc. R. Soc, vol. 27, 
1878, p 94) auf 263. 

B. Harinoiiisehe Keilien höherer Ordnung. 

4. Die allgemeine harmonische Reihe )?ter Ordnung kann definirt werden durch: 

2Ur (a -^ rby =- ?/o ^'" + «1 (^ + hy + ^2 (« + *^'^)" + 

worin )i eine beliebige positive oder negative, reelle oder imaginäre Zahl ist und Ordnungs- 
exponent genannt wird. 

Zusatz. Die Reihe kann unbeschadet der Allgemeinheit auf die Form gebracht werden: 

r, u" + r, (j: + 1)" -f r. (u -^ 2)" -^ . . . 

5, Die Convergenz dei* Reihe 2?; —,— wird von den Coefficienten u abhängen. Ist 

^ (a + rh)" 

die Convergenz absolut fUr mod>/ -- mod*. so ist sie es auch für mod^i >>mod.v; ist die Convergenz 
bedingt für mod ?/ -- mod.v, so ist sie absolut für mod ?? >> mod (.v A- 1) (Srheihmr), 



88 • IV. Abschnitt. Theorie der Reihen. 

Zusatz. Nach Knar besteht zwischen den hannonischen Reihen erster Ordnung -2" — ■ — 7 

und denen höherer Ordnung 2-, 7T-*ein wesentlicher Unterschied, indem erstere immer 

divergiren, letztere im Allgemeinen convergiren. 

6, Die Surarairung der harmonischen Reihe höherer Ordnung kann wieder durch die 
JSwfer sehe Summenformel geschehen, indem man «a: = (a + xhy setzt und die Differentiationen aus- 
führt, wobei s positiv oder negativ sein kann: 

x=o ^ ^ (s + \)h 2 

+ (1) ^^^"^ + ''*^'"' "(3) 1^^'^^ + ''^>'"' + (5) ^^'^"^ + ''*^'"' 

Die Constante C kann durch die Bedingung bestimmt werden, dass die Summe für n=:0 
verschwinde, oder für n= 1 den Werth a" annehme. 

Zusatz. Die Summirung der harmonischen Reihe kann auch mittelst Fakultäten bewerk- 
stelligt werden (Kramp): 

x = r = 5 - /* + 1 • 



• • 



to 



Ur=^ 6V(1, 2 s — r)\ Ur = Cr(l. 2 s 1 + r), 

worin Cr die Summe der Combinationen rter Klasse der natürlichen Zahlen bedeutet, also nach 
Theorie d. Comb. (11, 5.) berechnet werden kann. 



C. Die BernouUrsche Funktion« 

7. Die von Rmbe (Zürich 1848) nach Jacob BemouUi benannte Funktion ist die Summe 
gleicher Potenzen der natürlichen Zahlen, also gleicher Weise eine arithmetische und 
eine harmonische Reihe, beides von der Ordnung ihres Exponenten (s. HI, 4. Zusatz (3)). Sie 
wurde behandelt von Jacob BeniaidU in seiner Ars Conjectandi (Basel 1713), von Simpson (lOth Math. 
Essay, 1740), von Euler (Calc. Diff,, I, § 29 und § 62—63, und ü, § 132), von Legendre (Traite 
des F. Ellipt., t. 2, p. 432), von Abel (Oeuvres, 11, p. 31) und den meisten älteren Mathematikern. 
Ihre gewöhnliche Bezeichnung ist (s. Theorie d. Diff. u. Summen, 11, 1.): 

B (x, s) = 2 X', oder JB (x, s) :=.x\ 

Zusatz (1). Sta,tt B (x, s) kann man, wo kein Missverständniss zu befürchten ist, mit Baabe 
einfacher jB(x) setzen. Letzterer unterscheidet die Punktionen mit geraden und ungeraden Exponenten 
bezüglich durch B" und B'. 

Zusatz (2). Abel (Oeuvres, 11, p. 31) bezeichnet die Bernoidlt sehe Funktion mit negativem 
Exponenten durch L (x, s) wegen der Beziehung von L{x, 1) zum Logarithmus (vergl. oben 1. 
Zusatz (2)). 

Zusatz (3). Uiiler setzt statt 2 häufig das Zeichen Ä, nämlich: 

Sx'— 1* -h 2' + . . . + -t'*, so dass Sx' = x' f Ix*=^ B(x + 1). 

8. Die Summation der Bernouüt sehen Funktion erhält man aus 6. wie folgt: 



X-- £• /*\^^._, ls\B,^^,_,^ls\£,^,_, 



Zusatz (1). Die Constante C lässt sich für jedes s berechnen aus der Bedingung, dass 
^(1, s) = ist. 
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Zusatz (2). Die yonx abhängigen Glieder werden zuweilen mit jE'(-c, a) bezeichnet, so dass 
B{x) = G + E(x) und folglich C=^-E(l). Dieses -E(l,s) ist identisch mit Riemanns !;( ~s) 
und Kinkdin'B ^iß)- 

Zusatz (3). Ist s eine positive ganze Zahl, so ist die Constante fUr gerade Potenzen 
Null. Man hat nämlich 

Ist hingegen s eine negative ganze Zahl, so ist die Constante gleich der unendlichen Reihe 

a=: E{\,—S)=r^ X-\ 

X -1 

Dieselbe wurde berechnet von Euhr in seinem Calc. DifF. (11, § 151, p. 365) von s^=:2 bis i?= 16 
auf 16 Decimalstellen, und in der Introductio (I, cap. 10) bis 5= 26; ferner von Ijcgendre (Traitö 
des P. EUipt., t. 2, p. 432) von *• -- 2 bis s — 35 auf ebenso viele Decimalstellen. mit Verbesserung 
einiger Fehler in Eulers Tafel. 

Eider (Introductio, I, no. 269) hat diese Reihe auch als unendliches Produkt dargestellt: 

/ZJl - — ) . worin p alle Primzahlen 2, 3, 5... bedeutet. (Vergl. den Abschnitt: Theorie der 

Zahlen, m, 7.). 

Aehnliche Reihten, wie 

T 2^ + 3- -••• "^^^ 1 +3^ + 5^+-- 

sind von Eul^r im Calc. DifF. (L § 187) und in der Introductio (I. cap. 10). von TscJiebic/ief in 
LiouvUlcs J. (t. 16, 1851, p. 337), von Glaislwr in den Proc. London Math. Soc. (vol 4. p. 56. 1872) 
berechnet worden. 

Zusatz (4). Aus obiger Formel für B {x, s) kann man die fillhere (3, Zusatz (2)): 

5(^, l)=rl +i + ... f-i-- :6' + lgx- i- p^ + pi .. 

2 X \ 2x 2x^ -ix* 

wieder ableiten, indem man *•— 1 setzt und bedenkt, dass: 

X*'^^ 1 

lim ~ — -- le X 

Zusatz (5). Baabe (CreUes J., Bd. 42, S. 356) empfiehlt die folgende Darstellung obiger 
Summe als besonders geeignet zur Beurtheilung der Funktion: 

^,,/, ..,=0.^ -(. -1) (;) ?...-. . (, - i) (;) a..-. (, .y (^1 ^..■-. . ... 



3 



Zusatz (6). Setzt man in dem Zusätze von G, a^=h=i 1. und nimmt s positiv, so erhält 
man die Summation durch Fakultäten: 

]i{jo + l,.s)^ .SV^ 2'' -i^-^-6Ml. 2 s r)..t--'- ^ " 

r=o .V r + 1 ' 

oder, wenn man a = x 1 , /> — 1 setzt: 

s — 1 1 to 

B (x. s) ^. 2"^* ^ 2' —— Cr (1,2 s r) • x-- '^ - ' - ^ 

Die Berechnung nach diesen Fonneln bis B{x, 10) findet sich in Hhidenhurf/s II. Sammlung. XIII. 
(Vergl. EUingshausen, § 157). 

9. Eine indirekte Summation der Bernotdli sehen Punktion erhält man durch folgende 
Recursionsformel Etders (Calc. DifF., I, § 63). Nimmt man an. man habe gefunden 

Sx'=:ax'-^^ + ßx' -\- yx'-^ dx'-^ -^ fX'-'' T-^*-' + . . 

12 
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80 findet man für die nächst höhere Summe 

Das letzte Glied tax befolgt nach Euler keine sichtbare Regel, ist aber fUr gerade 5 Null und kann 
für ungerade s durch irgend eine Substitution z. B. x—l gefunden werden. Die Berechnung 
bis Sx'^ gibt Etder, § 62. 

Zusatz. Eine andere Recursionsfonnel gibt Jacobi in Grelles J. (Bd. 12, 1834, S. 271 ff.). 
Zu diesem Zwecke formt er die Potenzen um durch die Substitution i4 — x(x 1) und findet für 
die ungeraden Potenzen: 

Sx^^^u\ Sx^ = ^uAu -^y Sf:r7 = it,Wti:i--lti + ||, etc. 

Für die geraden Potenzen gibt er die Formel: 

Sx^'p = .T-A— r i- Sx'^p ^ ^ z. B. Sx^ = i {2x + 1) w, etc. 
2jr> + 1 dx 6 ^ 

10, Besondere Fälle und Eigenschaften der Bemouüi sehen Funktion sind in grosser 
Anzahl aufgestellt worden von den unter 7. bis 9. genannten Schriftstellern, ferner von Sclüömilch 
(Compendium). Eiseiüohe {Crclies J., Bd. 28), Brioschi (Tortdims Ann., 11. Ser.. vol. 1) und Anderen. 
Viele dieser Fonneln folgen unmittelbar aus der Definition, und eine vollständige Sanmilung würde 
eine weitläufige Tafel bilden. 

Zusatz. Abel (Oeuvres, t. 2), Raabe (a. a. 0.) und Andere haben bestimmte Integrale 
aufgestellt, in welchen die Bernoullt sehe Funktion integrirt wird; und umgekehrt, bestinmite Integrale 
durch die Bernmdlisehe Funktion ausgedrückt, ebenso mehrere Reihenentwickelungen nach 
Sinus, Cosinus und Gamma-Funktionen, nebst Recursionsformeln für die Constante E{\). 



D. Die BeniouUi'schen Zahlen. 

Vorbemerkung (l). Eider (Calc. DifF., 11., § 127) bezeichnet die Entwickelung von cotg^i: 
nach Potenzen von x als Ursprung der Coefficienten, die man nach Jacob Bernoulli zu bezeichnen 
pflegt („ab inventore Jacobo Bernoulli vocari solent BernouUiani", §122). jBeiiJOM/Zi scheint indessen 
ihr Gesetz nicht erkannt zu haben. Die erste Recursionsfonnel für dieselben wurde von Moivre 
aufgestellt. 

Vorbemerkung (2) Eine Bibliographie der jBcn«öM7/r sehen Zahlen gibt -E/y im Amer. J. 
of Math. (vol. 5, 1882). 

11. Eulvr (C'alc. Üiff., U, § 128) berechnete die Bernoulli sehen Zahlen mittelst der 
Recursionsformeln, die er aus BermidU's Reihe für cotga; ableitete (§§ 119—127; vergl. unten 
VI, 15. (b)): 

A^l. i<^(J) Ia.. C= («) Ub. /.= («) |^C+ («) Ib', e.c. 

Zusatz (1). Euler bemerkt, dass die Zahlen erst fallen und dann fortwährend bis ins 
Unendliche wachsen, und zwar schneller als eine gewöhnliche geometrische Reihe, indem an der 
Grenze die (n + l)te sich zur wten verhält wie ii^ zu tt^ 

Zusatz (2) Obige alphabetische Bezeichnung der Bernoulli sehen Zahlen kommt bei Euler 
vor. Seit Baal^c ist jedoch der Buchstabe B allgemein, nur die Stellenzeiger sind bald 1, 2, 3 . . . 
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bald 1, 3, 5... Hier sollen immer die letzteren angewandt werden, so dass B^h-x die wte 
BemoidlC^chie Zahl bezeichnet, z. B. 

B,=^. ^«"^30' ^•^"'42' ^'""30' ^*^' 

Zusatz (3). Durch Differentiation der Reihe fUr cotga; lassen sich nach Etder unzählige 
andere Ponneln ähnlicher Art ableiten. Man findet solche Recursionsfonneln z. B. in Boclc^ 
FiniteDiff.. p. 117— 119, in den Abhandlungen Kmr% (G^ruwer^'s Archiv, Bd. 27), Kinicelins (Crelle'sJ., 
Bd. 57, 8. 122) und Anderer. 

12. Geschichtlich merkwürdig, als die erste, ist jene Recursionsformel, welche Moivrc 
(Mise. Anal., 1730, vergl. Lacroix. § 919) aus der Bedingung B{\.s) — i) für positive ganze und 
gerade s (vergl. oben 8.) abgeleitet hat: 

13. Laiihice hat (nach Lacroix, DifF^rences, §§ 918--919) einen independenten Ausdruck 
für die £erm>MÄ*'schen Zahlen erhalten aus der Vergleichung der Coefficienten in der Entwickelung 
der Funktion {e^ 1)~* nach Potenzen von x und nach der Etiler' ^ohen Summenformel: 

\t i) -- ^ 2 2! 4! f)! *'" 

nämlich den Differentialausdruck: 

2r l dV-''-'^ 1 

Zusatz. Von ähnlichen Exponentialausdiücken sind Glaislur und Hammond ausgegangen; 
vergl. unten 14. (d). 

14. Andere Ausdrücke für die Bcrnmdli ^ohen Zahlen bilden 

(a) das bestimmte Integral von Pla^m (Turin. Acad., 1820; vergl. Abel. Oeuvres, t. II, p. 226): 



no 



(» 

(b) die Differenzen-Entwickelungen (Book, p. 111 und p. 117): 

=:-./'2'-— ^ für X -0 und ^f ^^ {x + 1) ^^/ [Bauer, Crellcs J.. Bd. oS. S. 292). 

^l\ 17+4- T- + • • •) ^r~^ f^'* -^1 ^ 1 [Catcdan, TortoJuir^ Ann.. isr)9). 

(c) Die Reihen-Entwickelungen [Eider, Calc. Diff.. H, § 151): 

^ 2(2>0! ^ J_ _ 2(2n)! - _1_ 

Zusatz. Andere Reihen-Entwickelungen findet man aus der Vergleichung der verschiedenen 
Ausdrücke für die BemoulU'sQhe Funktion in 8. und 9. 

(d) Die Determinanten Glaisher^ (Messenger of Math., vol. (5, 1877. p. 02—55), deren 
Elemente aus Faktoriellen bestehen, z. B. die folgende von 2;? Reihen: 

12* 
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-B2„-1=( 1)"^'C'^")! 



_1^ 

2! 
Jl 

3! 
J_ 
4! 



1 







1_ 
2! 

3! 



— — 1 

2! 







1 



ferner diejenigen Hammond's (London Math. Soc. vol. 7, 187.5, p. 9), deren Elemente aus Binomial 
coefficienten bestehen, z. B. die folgende von 2« Reihen: 

12 0.. 

13 3 .. 

14 6 4 0.. 
1 5 10 10 5 .. 



ii-in — \ 



( 1)"-^ 

(2» + 1) ! 



15. Die Ausrechnung der liernoidir sehen Coefficienten geschah von Euler in seinem 
Calc^ Diff. (U, § 122) für die ersten 15 und in den Comm. Petrop. (t. 14, pars 1, 1769, p. 153) für 
die ersten 17, von Hindenhury (11. Sammlung) für die ei-sten 18, von Rothe ifirellesi., Bd. 20, S. 11) 
für 31; Thoman (Compt. Rend.. 1860, t. 50) gibt die Logarithmen der ersten 40; Adams (Brit. Ass. 
Rep., 1877, p. 8 und Crclles J., Bd. 85. S. 269) gibt 62, Glaisher (Cambridge Phil. Trans., vol. 12, 
1879, p. 384) gibt 250 mit 9 Ziffern und deren Logarithmen mit 10 Stellen. 

Zusatz (1). Adams gibt am angezeigten Orte und in den Cambridge Astron. Obs (vol. 22, 
1890. App. I) eine Darstellung seiner ausführlichen Rechnungen und eine Tafel der genauen 
Werthe der ersten 62 Zahlen (d. h. bis Bi^n), ausgedi-ückt als gemeine Biiiche. Der Zähler der 
letzten Zahl enthält 110 Ziffern mit dem Nenner 30. 

Zusatz (2). Die Berechnung wird sehr erleichtert durch v, Sfaudt'» Theorem (CrcUesJ., 
Bd. 21): Sind 1, 2. a, a\ . . . 2n alle Theiler von 2w. so bilde man (durch Addition von 1) die neue 
Reihe 2, 3, a + 1 und greife aus derselben die Primzahlen heraus: 2. 3, p, p', . . . Dann ist: 



^— (^i^"(^4 + ^+F+-) 



gleich einer ganzen Zahl, d. h. der Subtrahend bildet den Bioichtheil der wten Bernoidlf sehen 
Zahl, so dass die mühsame Berechnung sich auf die ganzen Zahlen beschränkt. Der Beweis 
dieses Theorems ist von Schläfli (Quart. J. of Math., vol. 6, 1864, p. 75) vereinfacht worden. 

Zusatz (3). Diese IkrnonUf sehen und andere verwandte Coefficienten sind nach symbolischen 
^Methoden sehr ausführlich beliandelt von BUssard (Quart. J. of Math., vols 4—9). 



V. Hauptstück. 

Die Potenzreihen. 

Vorbemerkung (1). Die Form der allgemeinen Potenzreihe ist 

t\x) — ax" + hx:^ + c^y + 

wobei a, ß, y, . . . ganze positive Zahlen bedeuten und gewöhnlich in natürlicher Aufeinanderfolge 
(1, 2, 3. . . .) geordnet sind. Sie heisst steigend oder fallend je nachdem x^l oder <C1 ist. 

Vorbemerkung (2). Ueber die Entwickelung der Punktionen nach Potenzreihen sielie 
unten VI. 
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A« Convergenz und Stetigkeit« 

1. Ist die Potenzreihe in der Form gegeben 

f\x) — «0 + «1^ + «2^* + «3^* + • • • 

und ist der absolute Werth des Quotienten 

lim ^ü-ni =; ^ 

. ein bestimmter endlielier Wertli, so ist die Potenzreilie innerhalb des Gebietes x — ± -^ (mit Aus- 
schluss der Grenzen) unbedingt und gleichmässig convergent. Das Convergenzgebiet ist also 
symmetrisch . um den Nullpunkt vertheilt. Für die Grenze selbst bleibt nach dem Fundamental- 
kriterium (oben I, 18.) die Convergenz unentschieden. {Heine, Kugelf.. I, S. 07). 

Zusatz (1). Convergirt also die Reihe der Coeffieienten. so convergirt die Potenzreihe 
sicher fUr alle Werthe von x zwischen und 1. und an der Grenze selbst hat man /"(l— 0) — 2fa„. 
{JDiricUet LiouvfJles J.. 1862, S. 253). 

Zusatz (2). Convergirt die Reihe f\x) für u;<Cl, so hat man immer (Gauss): 

lim f{x) — f/o . lim (x 1 ) f(x) — 0. 

2« Der obige Convei^enzsatz lässt sich auf complexe Reihen übertragen Hat nämlich 
die Potenzreihe Aq + A^z + A^z- + . . . die Modulreihe «„ + ci^r + a^r'^ -f- . . und ist für einen 
gewissen Modul II der Veränderlichen 2 fortwährend anR''<Z ^. so convergirt die Reihe unbedingt 
für alle Moduln r <C H^ d. h. innerhalb des Kreises (0, H). Bezeichnet B den Grenzwerth. bis zu 
welchem obige Bedingung erfüllt ist, so divergirt die Reihe ausserhalb dieses Kreises, während die 
Convergenz auf der Peripherie unentschieden bleibt. (Briot et Bouquvt, 1859. i)p. 12—18). 

Zusatz. Dieser Satz lässt sich auch auf Potenzreihen mit mehreren Veränderlichen 
anwenden. {Weierstrass, Funktionenlehre, S. 235). 

3« Eine steigende (j'^I) Potenzreihe ist innerhalb des Convergenzkreises synektisch, 
d. h. continuirlich. monodrom und monogen. (Briot et Boiupuft, p. 18). 

4. Convergirt die Potenzreihe für jeden endlichen Werth von x. so stellt sie eine ein- 
deutige, ganze und stetige Funktion dar, und zwar eine algebraische oder transcendente, 
je nachdem die Reihe endlich oder unendlich ist. (Weierstrass, Funktionenlehre. S. « u. 187). 

Zusatz (1). Es hat also eine transcendente Funktion den „Charakter einer ganzen Funktion", 
wenn sie sich in eine für jeden Werth der Veränderlichen convergirende Potenzi'eihe ent\vickeln 
lässt. wie z. B. die einfachsten Funktionen sinj:. cos,/-, exp-r. 

Zusatz (2). Verschwindet eine solche Funktion in unendlich vielen Punkten eines endlichen 
Gebietes, so ist sie identisch Null. 



B. Kecurrireiide Iteilien. 

Vorbemerkung (1). Die recurrirenden Reihen wurden zuerst behandelt von Jlo/nc. der 
seine Untersuchungen erst einzeln veröffentlichte, und schliesslich in seinen Miscellanea Anal. 
(1730, lib. n, cap. 2) zusammenfasste. Sie wui'den dann ausführlich behandelt und enveiteit von 
EuJer lIntix)ductio, L cap. 4). Spätei- hat auch Lciffmuffe (Berlin. Mem.. 1775. p. 188) sich mit 
denselben beschäftigt, indem er die Theorie auf die Integration von DifFerenzengleichungen giündete. 

Vorbemerkung (2). Molvrc hat sich seine Beweise dadurch sehr erschweit. dass er sie 
nicht auf die erzeugenden Biliche stützte. 
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5. Definition. Eine Potenzreihe Aq + AiX + A2X^ + ... heisst recurrirend von der 
kten Ordnung, wenn die Bedingung besteht: 

wo «1 . . . und Je Constanten sind, so dass jeder Coefficient A durch die k nächst vorhergehenden 
bestimmt ist. 

Zusatz (1). Die Bedingungsgleichun^ wird gewöhnlich als Recursionsformel bezeichnet, 
oder nach Stirling als „Relation der Glieder". Moivre nennt die Reihe binomisch, trinomisch, . . . 
multinomisch, je nachdem ä= 1, = 2 u. s. w. ist. 

Zusatz (2). Eine recurrirende Reihe erster Ordnung ist eine geometrische Reihe. Doch 
kann man durch künstliche Combinationen auch Beziehungen zwischen 3, 4 u. s. w. Coefficienten 
herstellen. {Moivre^ Theor., I— IH). 

Zusatz (3). Aehnlich kann man aus einer „Relationsscala" (s. unten 7.), welche k + \ 
auf einander folgende Glieder verbindet, andere Relationsscalen construiren, welche eben so viele 
alternirende Glieder mit einander verbindet. Dasselbe gilt auch für k + \ Glieder, w^elche zu je 
3, 4 u. s. w. von einander abstehen. Dabei ist aber eine Gleichung Aten Grades zu lösen. 
(Moivre, p. 31; vergl. Euler, no. 227 und 230). 

Zusatz (4). Jede arithmetische Reihe ist recurrirend, und zwar auf unendlich viele 
Arten (s. oben HI, 3.). 

6. Lässt sich eine echt gebrochene irreductible rationale Funktion in eine convergente 
Potenzreihe ent\vickeln, so ist diese Reihe recurrirend und ihre Ordnung ist gleich dem Grade 
des Divisors. 

Zusatz (1). Verbindet man also beliebig viele recurrirende Reihen durch Addition, 
Subtraktion, Multiplikation oder Division, so erhält man wieder recurrirende Reihen, deren 
Ordnungen gleich sind dem Grade des Divisors des erzeugenden Bruches. Insbesondere kann 
man also aus k geometrischen Reihen durch Addition eine recurrirende Reihe iter Ordnung bilden. 

Zusatz (2). Irrationale Punktionen lassen sich zwar (nach dem polynomischen Lehr- 
satze) auch in Reihen entwickeln, in welchen jeder Coefficient eine Punktion des vorhergehenden 
ist. aber nicht in der Art einer Recursionsforn^el. 

7. Fjuler (no. 63) bringt den rationalen Bruch auf folgende Form: 

. -^r-^ 7. -. A + Bx + Cx^ + Dx^ + . . . 

\ ~ ax ßx^ yx'^ ... 

und findet für die Coefficienten A. J3, , . . folgende Recursionsformeln. deren Ordnung vom Grade 
des Nenners abhängen wird. 

^ :^ a, 

B = aA + 6, 

C = aB + ßA + i\ 

I) = aC + ßB + yA + d, etc. 

Zusatz (1). Die Reihe der Coefficienten + a, + ß, -^ y, . . . wird von Moivre ,,scala 
relationis" genannt. (Nach Etiler, no. 224.) Abweichend von dem allgemeinen Gebrauche bezeichnet 
üatdan (p. 72) die Recursionsformel selbst mit diesem Namen. 

Zusatz (2). Enthält Zähler oder Nenner kein von x unabhängiges Glied, so hat man den 
gemeinschaftlichen Faktor ./; erst abzutrennen und nach der Entwickelung wieder hinzuzufügen. 

8. Umgekehrt ist jede unendliche recurrirende Reihe, die convergirt, gleich einem rationalen 
Bruche, der sich, wenn man die Relationsscala kennt, durch Multiplikation des Nenners mit dem 
Quotienten, nach den Formehi 7. immer bilden lässt. wobei zu beachten ist. dass die Dimension 
des Zählers kleiner sein muss als die des Nenners. 
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Zusatz (1). Damit ist auch die Summation der recurrirenden Reihen geleistet. Will 
man die Summe nur bis zu einem bestimmten Gliede haben, so stelle man diese Glieder als 
Differenz zweier unendlichen Reihen dar, wodurch man die gesuchte Summe als Differenz zweier 
rationalen Funktionen erhält. 

Zusatz (2). Viele besondere Fälle recurrirender Reihen hehSLiidelt Stirling im ersten Theile 
seines „Tractatus**. Er summirt dieselben ent^^eder durch Brüche oder durch „fluxions'', d. h. 
Differenzialgleichungen. 

9. Zerlegt man den erzeugenden Bnich einer recurrirenden Reihe in Partialbrüche, so 
erzeugen diese letzteren ebenfalls recurrirende Reihen niedrigerer Ordnung, deren Summe identisch 
gleich sein muss der ursprünglichen Reihe, so dass die Coefficienten gleich hoher Potenzen beider- 
seits einander gleich sind. 

Zusatz (1). Möhre (lib. IV) und Euler (cap. 13) benutzen diese Zerlegung, um aus den 
allgemeinen Gliedern der Partialreihen, die man nach dem binomischen oder tiinomischen Lehr- 
satze für den Exponenten 1 finden kann, das allgemeine Glied der Hauptreihe durch 
Addition zu bilden, ohne die vorhergehenden Glieder kennen zu müssen. Sind also die Nenner 
der Partialbrüche sänmitlich linear, so lässt sich die recurrirende Reihe kter Ordnung in eine 
Summe von k geometrischen Reihen zerlegen. {Mohre, p. 31). 

Zusatz (2). Dieselbe Methode befolgt Cayley (Phil. Trans., vol. 146, 1856) in der Ent- 
wickelung des erzeugenden Bruches 1 : (1 xz) (1 x^z) . . . zur Eimittelung der Anzahl von 
Zerlegungen einer ganzen Zahl in Summanden (s. Theorie d. Zahlen, I, A). 

Zusatz (3). Lagramje (Berlin. M6m., 1792—93) bildet das allgemeine Glied der recurrirenden 
Reihe aus den Wurzeln der sogenannten „erzeugenden Gleichung". 

Zusatz (4). Lai)lace behandelt auch doppelt - recurrirende (r^curro-r^currentes) Reihen. 
(Vergl. Paris. M6m., 1779. p. 208). 

C. Geometrische Keiheii. 

10. Sind in der Potenzreihe ax" + hx^ -h . . . die Coefficienten «, 6, r, . . . einander gleich, 
und bilden die Exponenten a, jöf, y, , . . eine arithmetische Reihe beliebiger Ordnung, so heisst 
die Reihe einfach geometrisch. Schreiten aber die von Glied zu Glied hinzutretenden Faktoren 
selbst in arithmetischer Reihe voran, so heisst die Reihe hypergeometrisch. {Wallis, und Euler, 
Calc. Diff., n- § 10 und N. A. Petrop., t. 7 und 8). 

Zusatz (1). In einer einfach geometrischen Reihe mter Ordnung bilden die Exponenten 
eine arithmetische Reihe mter Ordnung. Ihr allgemeines Glied ist also eine Potenz, deren 
Exponent eine ganze Punktion mten Grades des Stellenzeigers ist. (Cauctnj, Ex., 1847. t. IV, p. 112; 
vergl. Giuisher im Quart. J. of Math., vol. 11. 1871, p. 328). Dieses allgemeine Glied kann also 
auf zweierlei Weise dargestellt wei'den: 

Zusatz (2). Cauclnj Q). 118) untersucht für diese letztere Gestalt des allgemeinen Gliedes 



u 



seinen „Modul der Reihe "" Vn,, zum Zwecke der Convergenzentscheidung (s. oben I. 13.) und findet, 
dass die Reihe convergirt oder divergirt. je nachdem die erste der Grössen (oder ihr Modul, wenn 
sie complex ist) von links an 

welche nicht Eins ist, > 1 oder < 1 ist. 

IL Für geometrische Reihen erster Ordnung hat man die bekannten Formeln; 

^« 1 
Vn — dx". 2Uy r= a -. (r = 0, 1, . . . « 1). 

X 1 
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Zusatz (1). Durch wiederholte Differentiation erhält man hieraus andere Reihen, die 
aber nicht mehr geometrisch sind. 

Zusatz (2). Die Summe J? liegt immer zwischen den Grenzen an und anx''-^, und das 

arithmetische Mittel aller n Glieder -R„ = - wird mit wachsendem n grösser oder kleinen 

je nachdem x>>l oder <C1 ist (Gmichy. p. 202—204). 

12. Besondere geometrische Reihen zweiter Ordnung von der Form 

1 + ^ + (Z^ + (Z^ + . . . 

wurden mittelst bestimmter Integrale summirt von Cauchy (Ex., 1827, p. 148), von Jacobi (Fund. 
Nova. p. 184), von Kummer (CreUes J., Bd. 17, S. 220), von ScJdömüch (Anal. Studien, 1848, I, S. 158) 
und Glaislwr (Quart. J-. of Math., 1871, vol. 11, p. 328). Letzterer dehnte seine Methode auf besondere 
geometrische Reihen 3ter und 4ter Ordnung aus: 

^ + ^'^ + (Z^' + • . • und a + r/7 + ^125 ^ 

wobei die Ent\vickelung aber schon sehr weitläufig wird, und gab eine Methode für geometrische 
Reihen höherer Ordnung, deren Exponenten fortschreiten wie die folgenden 



D. Hypergeonietrische Reihen« 

Vorbemerkung. Die hypergeometrischen Reihen sind noch nicht allgemein definirt und 
in Ordnungen eingetheilt wie die einfach geometrischen. Besondere Arten derselben wurden 
behandelt von Etiler (N. A. Petrop.. t. 7, 8 und 12; Calc. Diff., ü. § 10 und Calc. Integr., IV, Suppl. II), 
Pt'aff (Disq. anal., Helmstadii 1797), Garns (Werke, HI, S. 125). Clamen (Crdles J., Bd. 3, 1828). 
Kum)}ier (Crdles J.. Bd. 15, S. 39 u. 127), TJiomae (Math. Ann., Bd. 2, 1870), Riemann (Werke, IV), 
A2)2)dl (Compt. Rend.. t. 89. 90. 91. 1879—80). Ilchie (Kugelf., I. S. 97), Sehwarz {Crelles J., Bd. 75, 
S. 292-335). 

13. Etiler behandelt in seinem Calc. Integr. (IV, Suppl. 11) die Reihe 



a ^ a(a + n) 



und die noch allgemeinere 



n) a{a + n)(a + 2») 

n) '^ h{b + n) (6 + 2») "*■ " ' ' 



a ab ahc 

und versucht hauptsächlich ihre Summation. bei der ersten durch ein Integral, bei der letzteren 
durch ein Restglied. 

Die später von Gauss bearbeitete Reihe untersucht er in den N. A. Petrop. (t. 12, 1794, 
p. 58 SS.) in der Gestalt: 

. ^ ah ^ ab (a+ \) {b + 1) ^ , 
1 -c 1 -e 2-(c + 1) 

und stellt ihre Differentialgleichung auf. die von Gauss zur Definition der Reihe benutzt wurde: 

x{l •^)^ + [^ {a + b -^ l)x]^-abs=iO. 

Zusatz. Die zuletzt envähnte Reihe ist dann und nur dann endlich, wenn a oder 6 eine 
negative ganze Zahl ist. In diesem Falle also stellt sie eine algebraische Funktion dar, in allen 
anderen eine transcendente (s. oben 4.). 
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14. Grüuss behandelt diese dritte jEwfer sehe Reihe im III. Band seiner Werke (S. 125) in 
der Bezeichnung: 

und untersucht zunächst ihre Convergenz (S. 139) mittelst seines Kriteriums (s. oben I, 12.). 
Man findet unmittelbar: 

«,»i ^ »' + {a + ß)n+ aß 
M» n* + (y + 1) „ 4- y ^• 

folglich convergirt die Reihe immer fUr raoda;<; 1 und für x = l nur dann, wenn a + ß<iy. 

Zusatz (1). Pur diesen besonderen Fall x = 1 gelingt auch die Summation {Gauss, S. 147): 

F(a Ä V n - n{r-i)niy -«--/? i) 

• . ^^"'^'^-^^-my a-l)n(y-ß - 1)' 

Aus dieser Summenformel zieht Gauss mehrere „elegante Gleichungen" für Produkte und Quotienten 
je zweier Reihen, die so gewählt sind, dass der Werth auf der rechten Seite Eins wird. Kummer 

{Creües J., Bd. 15. S. 134) gibt auch die Summation für die Werthe x= —1 und x = -^, 

Zusatz (2). Gauss bezeichnet die vier Grössen a, ß, y, x als erstes, zweites, drittes und 
viertes Element und bewirkt durch Aenderung dieser Elemente verschiedene Transformationen, 
z. B. (S. 208) die schon von Euler angeführten: 

F[a, /?, r. x) =- (1 x)y- — (^F(r «, y ß. ^ x), 



-(1 -x)-^F^a,y /?,^J^). 



Kummer gibt eine Menge TransfoiTnationen durch Integration der definirenden Differentialgleichung 
(oben 13.) unter Anwendung des Satzes, dass alle jene Integrale, welche sich nach ganzen auf- 
steigenden Potenzen von x entwickeln lassen, sich nur durch constante Faktoren von einander 
unterscheiden können. Er dehnt dann (S. 157) seine Umformungen auch auf complexe Werthe 
von X aus. 

Zusatz (3). Die einfachste dieser Transformationen besteht darin, dass nur eines der 
drei Elemente a. /?. y sich um i±= 1 ändert. Gauss bezeichnet diese Transformirten als functiones 
oder series contiguae, und übersetzt diese Benennung selbst (Götting. Anzeigen. 1812. und Werke, 
in, S. 199) durch „Verwandte Punktionen". Es hat also die Hauptfunktion F die sechs 
verwandten : 

F(az^\). F(ß±l), F(y±l). 

worin Kürze halber nur das veränderte Element angedeutet ist. Sie lässt sich auf L^j = 15 ver- 
schiedene Weisen linear durch zwei der letzteren ausdrücken, z. B.: 

{ß a)F+ aF(a + 1) ßF{ß + 1) = 0. 

Aus diesen 15 Gleichungen kann man Differenzengleichungen erster und zweiter Ordnung 
von F in Bezug auf «, ß. y bilden, so dass also F in Bezug auf x einer Differentialgleichung 
zweiter Ordnung (oben 13.) und in Bezug auf die übrigen Elemente einer Differenzengleichung 
zweiter Ordnung genügt. (Vergl. Theorie d. Diff. u. Summen. IV, 7.. Zusatz (3)). 

Zusatz (4). Eine allgemeinere Transformation besteht darin, dass alle drei Elemente 
a, /?. ;' sich um ± 1 ändern können, z. B.: 

l^i'V, ß, y, X) ^"^Fia + 1, /? + 1, ;. -f 1, x), 

Gauss (S. 132—133) leitet weitere lineare Beziehungen zwischen je drei solcher Transformirten ab, 
und bezeichnet die Bearbeitung einer Tafel sämmtlicher so entjstehender 325 Gleichungen als eine 
nützliche Aufgabe. 
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Zusatz (5). Die Entwickelung des Quotienten zweier solcher Transformirten in einen 
Kettenbruch findet sich in der Theorie der Kettenbrüche (VH, 7.). 

Zusatz (6). Gratiss (Werke, m, S. 197) war der Ansicht, dass fast alle zu seiner Zeit 
bekannten Funktionen als besondere Fälle in der hypergeometrischen Reihe enthalten seien. Er 
selbst gibt eine Tafel (S. 127) von 23 algebraischen und transcendenten Funktionen, die sich 
durch diese Reihe ausdrücken lassen. Heine wiederholt und erweitert diese Tafel an verschiedenen 
Stellen seines „Handb. der Kugelfunkt.", z.B. S. 99— 100, wo- die Eleraentarfunktionen erwähnt 
sind; S. 131 werden ,die Etiler'schen Integrale (die Gamma-Funktion) und S. 148 die Kugel- 
funktionen (P" und Q"") durch die Reihe F dargestellt. Nach Kummer (CreUes J., Bd. 15, S. 153) 
wäre es weitläufig, eine nur einigermassen vollständige Sammlung solcher Reihen F zu geben, 
welche sich durch unbestimmte elliptische Integrale summiren lassen. Schtvarz (ereile's J., 
Bd. 75, S. 292) gibt eine allgemeine Methode, alle algebraischen Funktionen zu finden, welche 
sich durch die Reihe F darstellen lassen. 

15. Heine (Kugelfunkt., I, S. 98) behandelt die „verallgemeinerte hypergeometrische Reihe** 

g> («, /y, r. q. 5) -y la, 0. c,q,x\-l + ^^ ^^.^^ - -,j)^ + (i -g) (i -e/«) (i -c) (1 -qe) ^ + * " 

wo zur Abkürzung gesetzt ist: q'' = a, q(* = h, qy = c, q^^x. Für q=^\ gehen die Coefficienten 
von ^>", und so weiter, in die entsprechenden der Gams'sohen Reihe F über. Setzt man aber: 

(/ = 1 + - Ig^, so ist auch lim q^ = ^, also: 

5 



w na 



lim (f (a, ß, r, q, |) = F(a, ß, ^, z). 



?— 



9C 



Macht man den Parameter q kleiner als Eins, was nach der Formel 

1 1 1 1 a6 



y [o, ft, c, (2,x\ = ^ 



» 7 ? 1 » •*' 

a c q qc 



immer möglich ist, so convergirt oder divergirt g>{x) wie -F(a?), je nachdem moda;<;i oder>l 
ist. Die Reihe y bricht dann und nur dann ab, wenn a oderiß eine negative ganze Zahl ist. 

Zusatz (1). Für den besonderen Fall | = ^ a -ß gelingt die Summation: 

S2(y- l)S2{r ~a~ß -1) 



y(a. /^. r.g. r a -ß):^ 



t'\ ' 



S2(y a -l)n(y - ß ~~ 1) 

wo S2 die i/c?W sehe geometrische Fakultät bedeutet (s. Th. d. Produktreihen etc., n, Vorbem. (3)): 

/i(?) = ß(2, I) = (1 -q) (1 ~q') .... (1 -q^\ Si{q. 0) = 1. 

Zusatz (2). Durch Aendening der Elemente a, ß, y, q,^ leitet Heine eine Anzahl von 
Umformungen ab, z. B. die der Eider sehen (oben 14.) entsprechende (Heine, S. 115): 

9>(cc.ß.r^q.^) = <p(a + ß ~r 1, 1, 1) • y (r — «, r - /?, r, g. I + « + /?- r) 

und die besondere für ß = y=^l (Heine, S. 105): 

»(l) = V:^y(l+i). 

Durch wiederholte Anwendung dieser letzteren Formel (ß = y = 1) kann man diese Reihen in 
Produktreihen verwandeln, und umgekehrt: 

<f (a, 1, !,(/,?) = 77^^^^, (n^O, 1,... ^; |>0, | + a>0). 

Die Darstellung der allgemeinen Reihe (f (a, ß, y, ?) als Produkt folgt unten (Th. d. Produkt- 
relhen etc., I. 7.). 
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Zusatz (3). Die einfachste dieser Transformationen besteht wieder darin, dass nur 
eines der vier Elemente a.ß^y^l^ sich um ± 1 ändert, was die sogenannten „Verwandten 
Punktionen" liefert [Heine, S. 103). Es hat also die Hauptfunktion y die acht verwandten Reihen: 

y(a=tl), y{i»±l), y{r±l), y{5=tl), 

und kann auf (2) =" *^^ verschiedene Weisen linear durch je zwei derselben ausgedrückt werden, 

woraus sich, wie bei den 6ratiÄ5 sehen Reihen J*^, Differenzengleichungen zweiter Ordnung bilden 
lassen. (Vei^l. Heine. S. 103—105). 

Zusatz (4), Eine allgemeinere Umfonnung besteht darin, dass mehrere der Elemente 
sich um =t 1 ändern können, z. B. : 

J9{cc.ß,r.q^^)^ ^^ \^^\^ ^K .ip{a+ 1^ ß + l, y+U q^ 5), 

wo J sich auf 5 bezieht, also die Bedeutung hat J<p — (f(^ + 1) y(?). 

Zusatz (5). Einige sehr einfache Reihen erhält man aus den besonderen Fällen (vergl. 
Heine, S. 99-100): 

1 '^ 
y (1, 1. 2. (/, ?), y (1, ;r, -^-, (?^ ^), y (1, ->;i, 1, (/. ?), f/)(l, -oc. 1, (/.? + !/). etc. 

tpi ?, 1. !,(/,?+ 1) := i2 ((/, ?). 

Zusatz (6). Den Zusammenhang dieser Reihen mit den elliptischen Funktionen hebt 
Heine (S. 99—100) her\^or. 

16. Allgemeinere hypergeometrische Reihen wurden behandelt von TJwmac und Riemann, 
Ersterer untersucht in den Math. Ann. (1870, Bd. 2) die Reihe: 

gp ax a^ ^0(^0 + 1)«! (^1 + 1)^2(^2 + 1) . ^ 

'^i.ft,fcr 1.2.61(6, + 1)6,(^2 + 1) 

und letzterer führt (Werke, IV) die sogenannte P- Funktion ein: 

!a h c 
a ß y X 
a' ß' / 

in welcher die lateinischen Buchstaben a, 6, c drei algebraische polare Unstetigkeitspunkte, und 
die unter ihnen stehenden griechischen die zugehörigen Ordnungszahlen bezeichnen. Die letzteren 
sind nicht von einander unabhängig, sondern gentigen den Bedingimgen 

(« + «;) + {ß + ß') + {r + /) ^. i 

und, dass keine der Differenzen « a\ ß ß\ y / eine ganze Zahl sei. Die Unstetigkeits- 
punkte a, 6, c verlegt Riemann, ohne der Allgemeinheit zu schaden, in die Punkte 0. oc, 1. und 
lässt dann die oberste Zeile in der Bezeichnung von P aus. 

Er stellt dann für P, unter der vereinfachenden Voraussetzung y^^O eine Differential- 
gleichung zweiter Ordnung auf (S. 75), welclie von iffc/>^Vorles. ti. d. Ikos., S. 81) im allgemeinen 
Falle so dargestellt wird: 

^' + ^^{TT) t^* a a')-{\+ß + ß^) x] + ;;jj^^, [««' («« + ßß' yy) x + ßß'x^\ - 0. 

Zusatz. Nach Riemann (S. 77 — 7cS) hat man zur Darstellung einer P-Funktion im Allgemeinen 
24 verschiedene hypergeometrische Reihen, von denen wenigstens 12 convergiren. Die GawÄ^sche 
Reihe F erscheint dann als besondei'er Fall von P: 



^'(«.6.C-.X) :.-P«(/\. l ^ , ,^| 



13' 
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17. Appell (Cömpt. Rend., f. 89, 90, 91, 1879—80) hat hypergeometrische Reihen mit zwei 
Veränderlichen eingeführt, und die vier Hauptfunktionen aufgestellt: 

T-r / .1 ^f X ^ («' ^w + n) iß, m) iß', n) 

{y^m ^r n) (1, m) (1, n) 

n i n ^, , ^ ^(cc, m + n) (ß, m) (ß\ n) 

FAa, «', ß, ß'. ,, .. y)=2 («■ -^) K- n)(P, m) y. n) 

(r, m + n) (1, m) (1, n) 

TW ^ / V ^ (cc, m + n) (ß, m + n) 

(y.m){y,n)(l,m)(l,n) 
worin zur Abkürzung gesetzt ist 

(A, x) = AU + 1) . . . (A + X 1); (A, 0) = 1 

und die Summen nach w* und w von bis oc gehen. 

Zusatz. Ap2)ell stellt für jede dieser Funktionen eine partielle Differentialgleichung nach 
X und p auf, nebst einer Reihe merk\vürdiger Beziehungen. 

E. Theilbruchreihen und Kettenreihen. 

18. Setzt man in der oben (13.) angeführten zweiten i'M/er' sehen Reihe alle J^=JS=C=... = 1, 
so erhält man eine Reihe von Brüchen, von welchen jeder ein aliquoter Theil des vor- 
hergehenden ist. eine sogenannte Theilbruchreihe. Der einfachste Fall ist derjenige, in 
w^elchem alle Zähler gleich Eins sind {Ileis, Aufgabensamml., § 86): 

11 1 1 1 , , 1 j , 

a ab abc a b ^ c ^ 

Zusatz (1). Die einfache Theilbruchreihe lässt zwei äquivalente Kettenbruchentwicke- 
lungen zu, eine aufsteigende und eine absteigende (s. Theorie d. Kettenbrüche, VII, 5. u. JX, 1.): 

1+1 + --- 
111. 1 + r (^ 1 

a ab abc a ö -^ — ■ — - b 

b + 1 



c+ 1 



d+ 1 '" 
mit den gemeinschaftlichen Näherungsbrüchen: 

1 b + 1 bc + c +J. brd + cd + d + 1 
a' ai ' abc ' abcd 

n 
Zusatz (2). Um einen gegebenen Bruch - in eine Theilbruchreihe zu entwickeln, 

setze man: 

m X xy xyz 

^ m m ^ m 

x>-, f/> , z^ r , etc. 

n nx m [nx m)y m 

Sollen X, y, z, . . . möglichst klein werden, so muss sein : 

^'<- + 1. y< + 1, ^<, ^^ + 1, etc. 

n nx - m (ux — m) y m 

19. Lässt sich die allgemeine Theilbruchreihe so umformen, dass die Nenner Potenzen 
ein und derselben Grundzahl werden, so heisst sie Kettenreihe (Heis, Aufgabensamml., § 83): 

a ß y ä , 

- + -. + ~, -t- -j + . . . 
a a- a^ ö' 
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Zusatz (1). Günther (Monumenta Germ. Paed., m, S. 321) führt die Kettenreihen auf 
Leonaräo Pisano und Clavius zurück. 

Zusatz (2). Um einen gegebenen Bruch - in eine Kettenreihe zu entwickeln, dividire 

man m in w und in alle Reste, nachdem man dieselben jedesmal mit der Grundzahl a multiplicirt 
hat. Für a = 10 wird die Kettenreihe Deciraalbruch genannt. 



VI. Hauptstilck. 

Entwickelung der Funktionen in Reihen. 

Vorbemerkung (1). Jacob Bcrnouüi vergleicht in seinem Tractatus de Seriebus (Basil. 
1713, Praefatio) die Reihenentwickelung mit einem Anker, der in hoffnungslosen Problemen, wo 
alle anderen Kräfte des menschlichen Scharfsinns Schiffbruch leiden, das letzte Zufluchtsmittel bilde. 

Vorbemerkung (2). Die Zerlegung der rationalen Brüche in Partialbrüche, sowie die 
Entwickelung nach periodischen Reihen mit Integral-Coefficienten, wie die von jPöun'er, BiricUet 
und Heine, ist in die Integralrechnung verschoben worden. 

1. Satz der unbestimmten Coefficienten: Sind zwei gleichartige Reihen identisch 
(für jeden Werth der Veränderlichen) einander gleich, so müssen die Coefficienten gleich- 
namiger Glieder einander gleich sein. Für die Identität zweier Reihen hat man folgende 
Kriterien : 

Eine Funktion kann nur auf eine Art in eine convergirende Reihe ent\vickelt werden, 
die fortschreitet: 

(a) nach aufsteigenden oder absteigenden; oder nach auf- und absteigenden Potenzen 
einer Veränderlichen; 

(b) nach dem harmonischen Gesetze 2 — , (r — l, 2, 3 . . .); 

(c) nach Exponenten von der Form {Cauchy, Ex., 1841, t. 11, p. 290): 

a + he?^ + ccy^" + de^"" + ; 

(d) nach gegebenen Vielfachen von Sinus oder Cosinus, oder von Sinus und Cosinus; 

(e) nach Kugel-, Cylinder- oder Kegelfunktionen erster und zweiter Art oder deren 
„Zugeordneten^ [Heine, Handbuch, I). 

Zusatz (1). Auf divergente und halbconvergente Reihen lässt sich der Satz nicht 
ohne besondere Untersuchung anwenden. 

Zusatz (2). Das Kriterium (a) lässt sich noch allgemeiner fassen: Sind zwei ganze 
Punktionen einer Veränderlichen für eine solche Anzahl Werthe dieser Veränderlichen gleich, 
welche den Grad jeder der beiden Funktionen übersteigt, so sind die Funktionen identisch gleich. 

Zusatz (3). Ist eine Reihe identisch Null, so sind alle ihre Coefficienten Null. 

Zusatz (4). Die Identität logarithmischer Reihen lässt sich auf diejenige der Produkt- 
reihen zurückführen,. 

Zusatz (5). Der Satz der unbestimmten Coefficienten findet sich in einer Abhandlung von 
Leibnitz (Acta Erud., 1693), scheint aber ilim, sowie auch Newton, schon im Jahre 1676 bekannt 
gewesen zu sein [Beiff, S. 49). In der Hand Euler ^ (Calc. Difif., n. cap. 8) bildete er das Werkzeug 
zu zahlreichen Umformungen algebraischer Funktionen. 
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A. Allgenieine Potenzreihen« 

2. Satz von Gauchy (Turin 1832; Rösum^s anal., 1833, p. 113): 

(a) Jede Punktion von z, welche für mod^>a, d. h. ausserhalb eines Kreises um den 
Nullpunkt als Centrum mit dem Halbmesser a, monogen und monodrom ist, lässt sich für alle 
Punkte ausserhalb dieses Kreises in eine nach Potenzen von z absteigende Reihe entwickeln. 

(b) Jede Funktion von z, welche für alle Punkte mod-8r<;6 monogen und monodrom ist, 
lässt sich fUr alle Punkte innerhalb dieses Kreises mit dem Halbmesser h in eine nach Potenzen 
von z aufsteigende Reihe entwickeln. 

(c) Ist die Funktion monogen und monodrom, so lange 6>mod-8r>a, so lässt sie, sich 
für alle Punkte zwischen beiden Kreisen in eine nach auf- und absteigenden Potenzen 
von z fortschreitende Reihe entwickeln. (Vergl. Briot et Bouquet, p. 26—31; Laurent in den Compt. 
Rend., 1843). 

Zusatz (1).' Im Jahre 1841 fUhrte Gauchy die Bedingung ein, dass der Differential- 
quotient der Funktion stetig und eindeutig sei, liess dieselbe aber später wieder fallen. (Compt. 
Rend., 1844). 

Zusatz (2). Die Entwickelung geschieht meist am einfachsten nach der JfocZawnVschen 
Reihe und für Wurzeln von Gleichungen nach der von Lagrange, 

Zusatz (3). Der Satz Cauchys lässt sich auf mehrere Veränderliche ausdehnen, 

Zusatz (4). Eine sehr ausgedehnte Anwendung der Entwickelung nach Potenzreihen 
bildet Ärbogasfs „Calcul des D^rivations" (Strassb. 1800). Daselbst werden Funktionen von ein- 
fachen und mehrfachen Summen nach Potenzen entwickelt, z. B. 

(p{a + bx + cx^ + , . ,) = Ä + Bx + Cx^ + ... 

mit Hilfe einer neuen Symbolik, die sich nicht eingebürgert hat. Ein bekanntes Problem derart 
ist dasjenige, in welchem y einen Logarithmus bezeichnet, und das von Mercator (1668) und 
Newton (1707) gelöst wurde (vergl. oben 11, 6.). 

3, Tayior'sche Reihe. (Methodus Incrementorum, Londini 1717, Theor., EI). Ist die 
Funktion f mit allen ihren Ableitungen in den Intervallen 

X und X + h, y und y + h etc. 

endlich und stetig, bezeichnet ferner f' den rten Dififerentialquotienten von /*, und 6 einen echten 
Bruch, so hat man: 



(a) f(x + A) r= S ^; fr^x) = e'^^fix) ^ E^f^ 



h 

Restglied: ^' /--^«(x + e/») = J i*^-^ /"r^ . (^ + t)dt; 
(b) f{x + A, y + i, . . .) =J 1*4 + *i + • • I^ ^^^'h" - = e'^'"''^y"" f{x. y, . . .), 



Restglied: 



A ^7 7T-V + ^^ 



'-^'f{x + 6A, y + eh ...) 



d{x + eh) d(y + eic)\ r\ 

Zusatz (1). Wenn diese Reihen abbrechen (wenn z. B. f eine ganze rationale Funktion 

ist), so braucht man nur die Hälfte der Glieder zu berechnen, indem man x, y, . . . mit A, k 

vertauscht. 

Zusatz (2). Ist A = dx, k — dy,... so kann man die Reihen kürzer schreiben: 

drf 



t\x + dx, y + dy. . . .) = 2 



■5^ 

V 



>• ^* 



.' ^ »■ 
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Zusatz (3). Das Restglied für eine Veränderliche >Mirde von Schiömilch (LiouvUle^ J., 1858) 
in der allgemeinen Gestalt gegeben: 






worin die willktiriiche Punktion tp den beiden Bedingungen zu genügen hat, dass sie mit ihrer 
Abgeleiteten ip' von x = bis x — h endlich und stetig ist, und dass i/j' innerhalb dieser Grenze 
sein Zeichen nicht ändert. 

Nimmt man tf;(h) = 11^-^^ so erhält man die Form von BocJie {LiouviUes J., 1858, p. 271) 

A'--^i (1 öU-^ 

^j,+ l)r\ /■' " ' (^ + »A). (i» beliebig). 

welche ihrerseits für j? = r in die oben gegebene, und für 2> = in die zuerst von Cauchij (Ex., 1826, 
t. I, p. 27) gegebene Formel übergeht. 

Zusatz (4). Die nach Taylor benannte Reihe war schon vor ihm Newton und Bernoulli 
bekannt, ist aber erst durch Maclaurin zu allgemeiner Bedeutung gelangt. Taylor hat seine Reihe 
erst fUr endliche Differenzen bewiesen und in folgender Gestalt gegeben: 

jyx-vn)-T\x)-v ^ ^^^ 1.2 Jx^^ 1.2.3 .^^r^ ^ * ; * 

Setzt man, wie Taylor es thut, h^::nJx, so erhält man die von Neuion schon im Jahre 1676 
erwähnte Interpolationsformel (s. Theorie d. Diff. u. Summen, m, 3.): 



/'+(j)-//'+(2)^Y+ (3)^Y+... 



Setzt man hingegen h= ~x und f'{x)=y, so erhält man BernoulVi^ „series universalissima" für 
die Quadratur der Curven (Joh Bernoulli, in den Acta Erud., 1694, p. 438 und Opera, t. I, p. 126): 



z 

= /, 



X x^ . x^ 



die aber die Vortheile der Ta^ör sehen Reihe dadurch eingebüsst hat, dass sie keine reine Potenz- 
reihe ist indem x auch in den y vorkommt. 

Zusatz (5). Arhogast (Calcul, no. 20) erweiterte die Taylor ^che Reihe für eine Veränder- 
liche auf mehrgliedrige Argumente (vergl. oben 3., Zusatz (4)), und Lagrange (Berlin, M6m., 
1772, p. 192) delinte dieselbe auf mehrere Veränderliche aus. 

4. Maclaurin ^ che Reihe (Treatise of Fluxions, Edinb. 1742). Setzt man in der Taylor ^ohen 
Reihe a: = y =...=: und für h und h u. s. w. wieder x, y, . . . %o kommt: 

(a) m = V j:/-r(0) ^ exp iz^\ -m = ^Y(0). 



.— r\ \ dx\ 



X 



Restglied: ^l-^fr^^{^6x) = ^^^^-r^^{t)dt- 
(b) Ax,y,..0=Jjx^ + y,j,+ ..|^-^^^ = exp(.^A + ,A+..|^(O.^ 

^ ' f{ex, ey, . . ■) 

Zusatz (1). Maelaurin scheint seine Reihe nicht als besonderen Fall aus der Taylor sehen 
Reihe abgeleitet zu haben, wohl aber ist letztere durch ihn erst allgemein bekannt geworden. 

Zusatz (2). Andere Formen des Restgliedes ei-hält man durch dieselben Substitutionen 
aus demjenigen für die Taj^^or'sche Reihe. Eine imaginäre Integralform gibt Cauchy (Ex., 1841, 
t. n, p. 54) 



Restglied: 



a _a_ 
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Zusatz (3). Die Coefficienten der Madaurhi sehen Reihe lassen sich nicht nur durch 
Differentialquotienten, sondern auch durch bestimmte Integrale ausdrücken (s. Theorie d. 
Punktionen m, 3.)- 

Zusatz (4). Mittelst der Maclaurin sehen Reihe findet man leicht die Coefficienten Ar der 
Arbogasf sehen Reihe (vergl. oben 2. (4)) 

f(aQ + a^x + a2X^ + , . .) ^ Äq + A^x + A^x^ + . . . 

Andere zahlreiche Anwendungen auf algebraische und transscendente Funktionen gibt Eider in 
seinem Calc. Diff. (11, cap. 4). 

Zusatz (5). Conjugirte Form der M(wlauTin se)nen Reihe {Bode, Finite Diflf., pag. 23). 
Wendet man auf /''"(O) den folgenden Reciprocitätssatz an, der fUr alle Funktionen gilt, die sich 
nach ganzen Potenzen der Veränderlichen entwickeln lassen: 



^(i)^(-)==d^-J^(-)-(«^-=ö)- 



so erhält man in leicht verständlicher Symbolik (vergl. unten 8. Zusatz (4)): 



oo 



5! LagrangehSehe Reihe (Berlin. M6m., 1768, p. 275). Ist 

x^=.t -\- h(p(x) 
und bedeutet 6 einen echten Bruch, so hat man 

fix) ^f[t + h9(x)] = £ ^; j^^p' [r(o 9>(oi = (^^)*"~' [r{<)e»^<'>]. 

Restglied: ^-*ll^ [|^ j " [f (x) y. (o;) ' + '] . x = t + eh9>(x)- 
oder in Integralform {Popoff, Compt. JElend., 1861, t. 53, p. 798): 



r ! [dt] J 



[t + h(p(u) uyf(u)du. 

Zusatz (1). Andere symbolische Formen des Restgliedes geben CoUins (P^tersb. M6m., 1833) 
und Caj/leg (C. and D. Math. J., 1851, Math. Papers, n, pp. 1—7). 

Zusatz (2). f'(t) bedeutet, dass man erst f{x) nach x differentiirt und dann x = t setzt. 
Das Anfangsglied der Reihe (für r=zO) ist offenbar f(t). Ist f{x)=:x, also ^ = 1, so hat man 
das einfache Umkehrungsproblem (s. Theorie d. Funkt., IV, 2.); ist y = l, so hat man die 
Taylor sehe Reihe. 

Zusatz (2). Serret (Alg., I, no. 210) gibt für die Lagrangesehe Reihe folgendes Convergenz- 
kriterium: Ist // der kleinste der Moduln, die man h ertheilen muss, damit die Gleichung 

X ^=:: t -\- hif (x) 

zwei gleiche Wurzeln x besitze, und sind überdies /' und y mit ihren Ableitungen stetig, so 
convergirt die Reihe, so lange der Modul von h kleiner bleibt als H, Die Entwickelung von f[x) 
gilt dann für diejenige Wurzel x obiger Gleichung, welche den kleinsten Modul hat. 

Zusatz (4). Einen neuen Beweis der Formel gibt Lagrange in seiner Abhandlung über 
die Zahlengleichungen (Oeuvres, VHI, p. 269 ss.), ebenso Laplace in den Paris. M6m. (1777). Cauchy 
(Ex., 1840, t. I, p. 270) erhebt aber Bedenken gegen diesen Beweis, weil er die Gestalt der Ent- 
wickelung voraussetze und nur die Coefficienten liefere, und gibt seinen eigenen, auf Seite 286, 
ebenso in den Compt. Rend. (1840, p. 640). Als besonders einfach und strenge hebt Serret 
(Alg.. I, no. 204) den Beweis RoiicM's im J. de TEcole Polytechn. (cah. 39) hervor. 
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Zusatz (5). Die ia^raw^/c-Reihe ist auch auf mehrere Veränderliche ausgedehnt worden. 
Pfaff (Disquis., 1797, t. 1, p. 338; vergl. Hüidenburg& U. Samml.) entwickelt die Funktion 

nach Potenzen von h und k, Cayley (C. and D. Math. J., 1851, und Math. Papers, II, pp. 1—7) 

entwickelt die Punktion 

f(x) — f{t + hip{u + hip(v + lX{w + . . ., 

ebenso die Punktion f(x, y. . . .), worin 

x=^t -{■ hff(x, y, . . .), y = u + kip{x, y. . . .). etc. 

nach Potenzen von h, k, /, . . . 

6. Liouville'sche Reihen (Compt. Rend., t. 13, und sein J., t. 6, 1841, p. 351). 
(a) Gegeben eine algebraische ganze Punktion mit zwei Veränderiichen , vom Grade m. 
Man schreibe dieselbe in der Ponn: 



und setze 



Dann wird 



F{x,y)=^x-r\^ +X-- Yi I +^"^-^2 || -I- ...=0 



X X X^ x^ 



i'^=a;-/(a + |+ ... +^.— 1/; a + ^ + ...) + ... 



Entwickelt man jedes Glied nach dem Tav^or'schen Lehrsatze und bedenkt, dass lim |-| = a ist, 

x=*, \X] 

SO erhält man zur Bestimmung der Coefficienten a folgende Gleichungen: 

/•(a)=.0; a'|{ + /i(«)=.0; «"|{ + i^> fj + «'|' + /ii«) = 0; u. s. w. 

(b) Gegeben zwei algebraische ganze Punktionen zwischen drei Veränderlichen von den 
Graden m und n. Man schreibe dieselben in der Porm 



ö)(x,y,.):=^-.^lf, f U^r-.-«^, |. £ +x»->Jj. J) + ...=0. 



und setze 



Entwickelt man jedes Glied von F und <D nach dem Ta^/or'schen Lehrsatze und bedenkt, dass 
lim (- = a; lim (- = 6, so findet man zur Bestimmung der Coefficienten a und h die Gleichungen: 

je=9o \X l x-=zoo \X I 

t\a. h) = 0; (f{a. h) = 0; 

Zusatz. Dieselbe Methode lässt sich auf drei und mehr Gleichungen ausdehnen. LiauviUe 
gründet auf diese Reihen die Theorie der Asymptoten. 



B. Binoniial- und Exponential-Reihen, 

7. -ATcM^^ow'sche Binoraialreihe (1676). Setzt man in II, 4. jetzt m — 2 und bedenkt, dass 



n ! _ in\ 
r\(n r) ! ~ \r 

14 



106 ^^- Abschnitt. Theorie der Reihen. 

SO folgt die Binomialreihe : 

«» /w\ 

r=o\rJ 

Zusatz (1). Ist n eine ganze positive Zahl, so bricht die Reihe ab; sonst ist die Con- 
vergenzbedingung: modx<Z^a. 

Zusatz (2). Die BinoraialfoiTnel findet sich nach Masercs (Math. Tracts, London 1795, 
p. 228) in Briggs' Arithraetica Logarithmica, 1624, und wurde über 50 Jahre später von Neivton in 
algebraische Form gekleidet und in einem Briefe an OldoiVurgh vom 13. Juni 1676 auch für 
negative und gebrochene Exponenten als richtig behauptet, aber nirgends bewiesen. Der erste 
strenge Beweis für ganze positive Exponenten scheint von Jacob BemoulU gegeben zu sein, 
gegründet auf die Eigenschaften der figurirten Zahlen (Ars Conjectandi, P. 11, cap. 3, 1713), und 
für gebrochene Exponten von Euler (N. C. Petrop., t. 19, 1774, p. 103, und N. A. Petrop., t. 5, 
1776, p. 52). Der Beweis für coraplexe Werthe von x wurde von Cauchy (Anal. Alg.. 1821, 
p. 291) geführt, und für complexe Exponenten von Ahd (Grelles J., Bd. 1, 1827; Oeuvres I, p. 66). 

Zusatz (3). Verallgemeinerungen der Binoraialformel wurden gegeben von Abel (Oeuvres I, 
p. 31), Burg (Grelles J., Bd. 1, S. 367), Gayley (Phil. Mag., 1853, vol. 6, p. 185; Math. Papers, H, 
p. 102) und Scmmüch (Zeitschr., Bd. 30, S. 191). 

8. Die Exponentialreihe (Joh BernouUi, Opera I, p. 127, und n, p. 378): 

^ (-^Iga)'' , ^ 'Sr'- ,. /, ^ 

a'— 2 —~-, also e' = 2 -r = hm 1 + - 
r==o r\ r=Q rl „^^^ \ m^ 

Zusatz (1). Die Reihe ist giltig für jedes z und wird, wenn z complex imaginär ist, als 
Definition der Exponentialfunktion betrachtet. Alle Sätze über Potenzen gelten dann noch für 
diese Reihe (Gauchy, Ex., 1847, t. IV, p. 235). 

Zusatz (2). Tafeln für e^* und ^^Ig e^* wurden berechnet von Neicman und Gluisher (Cambr. 
Phil. Trans., vol. 13, 1883). 

Zusatz (3). Ist SS = 2arX'' so kann man, mit Hilfe des Polynomialtheorems, a' nach Potenzen 
von X entwickeln. Eine Recursionsformel für die Coefficienten von x findet sich bei Ettings- 
haiisen (§ 114). 

Zusatz (4). Die Exponentialreihe ist von Herschd (vergl. Booles Finite Diff., 1872, p. 24) 
erweitert worden: 

worin D = ^ und 0''=:^x*' für :r = 0, bekannte Symbole sind. Setzt man hierin y(e«) =i/*(^), so 

erhält man die „conjugirte Form" der Iladaurin sehen Reihe (s. oben 4. Zusatz (5)). 

Zusatz (5). Die Benennung „Exponentialfunktion" stammt von Leibnitz, Joh Bermulli 
hatte sie fiüher als „quantitas percurrens" bezeichnet, weil sie alle Dimensionen durchlaufen kann 
(s. Op. L p. 180). 

C. Logaritlimische Reihen. 

Vorbemerkung (1). Die erste logarithmische Reihe stammt nach Newton (an LeibniU 1676, 
24. Okt.) von Krämer (Mcrcator) und findet sich in dessen Logarithmotechnia (Londini 1668). 

Vorbemerkung (2). Unter den hier folgenden Logarithmen sind inuner die hyper- 
bolischen zu verstehen, mit der Grundzahl (vergl. 8.): 

c = 2—,=^2ri 1828 1828 .... 
r ! 

Sie werden hyperbolisch genannt, weil Krämer mit ihrer Hilfe den Flächenraum zwischen Hyperbel 
und Asymptote durch eine Potenzreihe ausdiückte (vei-gl. Euler. Introductio I, no. 122). 
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Vorbemerkung (3). Die hyperbolischen Logarithmen sind nicht zu verwechseln mit den 
Napier sehen, wie sie in der Canonis Descriptio (Edinburgi 1614) und in der Canonis Constructio 
(Edinburgi 1619) definirt sind. Ist nämlich lg a der hyperbolische und Lg a der Napiersche 
Logarithmus der Zahl a. so besteht zwischen beiden die Beziehung: 

10' ^ ^ 10' ' 
so dass die Basis B des Napier sehen Systems sich mit der Zahl a ändert, indem: 

7 1_ • 

9. Die folgende Reihe gilt für mod o; ^ =t 1 : 

lg (1 ± a;) = - -:? ^±^', (r -^ 1, 2, 3, . . . oc). 

Zusatz (1). Wcdlis (Phil. Trans., 1668, vol. 3, p. 759) leitet hieraus die Reihe für lg(a±x) 
ab, die sich zur Interpolation von Logarithmentafeln eignet. Durch Subtraktion der beiden so 
entstehenden Reihen erhält man die Reihe: ^ 

^ a - X 2r - 1 \ai ' 

welche für mod a: <; =b a giltig ist. 

Zusatz (2). Die logarithmische Reihe wurde von Bpmce (Math. Essays, veröffentl. von 
Herschel, London 1819) zur „logarithmischen Transcendente" erweitert mit der für x-^X giltigen 
Definition : 

L„(l+,r)=r -2^—^. (r=l, 2, ...^) 
oder mit der allgemein giltigen Definition Glaishers (Messenger of Math., 1872, p. 138): 



X 





.■ 10. Die folgende Reihe gilt für < ä? < + oc : 

Zusatz (1). Beweise für die vorhergehenden Reihen finden sich in Eiäers Introductio 
(t. 1, cap. 7). 

Zusatz (2). Mittelst dieser einfachen Reihen lassen sich die Logarithmen irgendwelcher 
algebraischer Funktionen berechnen, z. B. (vergl. Theorie d. complexen Grössen 11, 6.): 

1 / W o . -T^ ^ 1 x"^ \'^ x^ 1 • 3 • 5 iC^ . , , ^ , , 

lg(x + l/^M^l)=:- j- .-- + __ .__^_ + ... (modx<l). 
11. Umformungen zur Berechnung von Tafeln: 

1 + X 

(a) Setzt man -^^^ so folgt aus 9.: 

Zusatz. Ersetzt man hier-sr d^irch \\z, so ändert sich nur das Vorzeichen. Durch Addition 
einer Constanten a erhält man dann hieraus die ausser Gebrauch gekommenen logistischen 

Logariftmen Ig (j). welche vo„ AV.,- («Uta LogarittaoruM . MaT,„,-6i 1026) in eine Tafel 

gebracht wairden zum leichteren Rechnen mit Proportionen. 

14* 
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\ 4- X ^^ 1 

(b) Setzt man — -^ — -, also x = r—^ :|-, so folgt aus 9.: 

Zusatz. So oft z eine Primzahl ist, sind ^±1 gerade Zahlen und lassen sich also in 
Faktoren zerlegen. Deshalb und wegen der starken Convergenz eignet sich diese Reihe sehr zur 
Bei'echnung von Logarithmen grösserer Zahlen. 

(c) Setzt man x =i , so wird : 

In + m 

lg (w + w) :=: lg w + lg 



1 -X 



ebenso, wenn man setzt o: = — Jn\ 

n 



lg (n i^ nun) = lg w + lg (1 ^ ^), 

so dass man durch Ent\vickelung nach 9. und 10. die Logarithmen höherer Zahlen aus denen der 
niedrigeren berechnen kann. 

Zusatz (1). Die Berechnung der Fundamental-Logarithmen von 2, 3, 5 und 7 geschieht 

durch künstliche Zerlegung in gebrochene Faktoren und Ent^\^ickelung derselben in ^tark con- 

vergirende Reihen. So berechnet Euler in der Introductio- (t. 1, no. 123) den Logarithmus von 7 

1 ^ X 1 100 50 

aus der Reihe für lg :j , indem er jc == — setzt, dann lg -rr^- = lg -— von 2 lg 5 + lg 2 abzieht 

• 1 - - X yy yo 4:y 

und das Ergebniss durch 2 dividirt. 

Adatns (Proc. R. Soc, 1878, vol. 27, p. 88) berechnete die Fundamentallogarithmen durch 
folgende Zerlegungen: 

und Entwickelung von lg (l t?j h ^S |l + öäI' ^- s. w. nach 9., bis auf 260 Decimalstellen. 

Zusatz (2). Die Fonneln 9. finden auch Anwendung bei Construktion der Graw^^'schen 
Logarithmen {ZacJis Monatl. Corr., 1812; Werke, HI; ZecK's Tafeln, 1849) mit den drei Grössen: 

^.= lg:r, 5=:lgjl + ij, C = lg(l+xy, 

ferner der modificirten Gauss sehen Logarithmen, von Weidenbach (Kopenhagen 1829) mit der Grösse 
Ig^-^, von Müller (Gotha 1844) mit der Grösse lg (l - - , und von Houel (Paris 1868) mit der 

X ' ' 1 \ X j 

Grösse lg ; — — . 
i ~ X 

Zusatz (3). Zur Darstellung der £ri(/gs' sehen Logarithmen hat man die mittelst obiger 
Reihen gefundenen hyperbolischen Logarithmen mit dem Modul zu multipliciren : 

31 = -^^ = 0.43429 . . ., 

■der von Adams (Proc. R. Soc, 1878. p. 93) auf 282 Stellen berechnet wurde. Die erste Tafel der 
Bn(/(/s sehen Logarithmen, mit der Basis 10. erschien 1617 in London, und die erste der hyper- 
bolischen im Jahre 1619 (New Logarithmes, London). Ausführliche geschichtliche Bemerkungen 
dai-über finden sich im Brit. Ass. Rep., 1873 (p. 49 ss.) und in der Encycl. Brit. (9^ Edition, 
„Logarithms"). WerthvoUe Winke zur Berechnung von Logarithmentafeln finden sich in den 
Götting. Anzeigen, 1811—31 und in Gauss Werken (H, S. 501; m, S. 241—264) 
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D. Trigonometrische Reihen. 

Vorbemerkung (1). Mehrere der hier folgenden Reihen finden sich in Euler & Introductto 
(I, cap. 14) unter der Aufschrift; „De multiplicatione ac divisione angulorum", mit Zahlenbeispielen, 
ebenso in Lagranye'9> „Calcul des Ponctions", leijons 10 und 11. Strengere Beweise derselben 
hat Poitisot gegeben in seinen „Recherches" (Paris 1825). 

Vorbemerkung (2). Die erste Tafel der Sinus und Cosinus mit vielfachem Argument 
scheint von Vieta (Op. Math., Lugd. Bat., 1646) berechnet worden zu sein. Eine neuere ist die 
von Weishach (Berlin 1889). 

Vorbemerkung (3). In dfen folgenden Formeln sind alle jene Glieder als Null zu 
betrachten, in denen II{r) = r ! ein negatives Argument hat, oder in denen der untere Index von 

j*^] grösser als m oder negativ ist. 

18. Verwandlungen vielfacher Argumente in einfache erhält man aus folgenden 
Reihen, worin der Zeiger r durchweg von Null an wächst: , 

cosm^__ .i)rl^\^^2r sinma: _ / m 

^^^ cosa:«---^ ^^ \2r)^^ ' cos;t-~-^ ^^ \2r + 1 

Zusatz. Diese Reihen wurden von JoJiann Bemotdli in den Acta Erud. (1701, p. 107) ohne 
Beweis mitgetheilt. Sie folgen unmittelbar aus der Jfo/tre'schen Binomialformel (s. Theorie d. 
complexen Grössen, I, 6.).* 



/ux cosma; _. .. m /w r - 1\ ,.. . 
(b) = -5'(— Xy -\ . (2 cos x) 

^ ^ cos X ' r \ r - \ 1 ' 



cos X " 


^^ r \ 


r 


sin rc ^ 


-D^r 


r 
r 



w — 2r— 1 



^)(2co8:r)"'-2r-i 



WO der Zeiger r = 0, 1, ... zu wachsen hat, so lange die Potenzen nicht negativ werden, und 
fUr r=:0 der Coefficient von (2cosa:)"*-^ als -h 1 zu rechnen ist. 

Zusatz (1). Diese Reihen werden Vieta (Leyden 1646) zugeschrieben. Sie bleiben giltig 

fUr ganzzahlige positive m und für x<i^~7i. Eider (N. A. Petrop., 1795, t. 9, p. 54) und 

Lagrange (Calcul des Ponct., le<jon 11) suchten dieselben auf gebrochene m auszudehnen, indem 
sie die Summe rechts erw^eiterten und ins Unendliche fortsetzten. Setzt man z. B. die Summen 
rechts bezüglich gleich S(m) und T[m), so lauten die erweiterten Formeln: 

=r S(m) + S{ m) , — ; — T{m) — T( m). 

cosa; V / ' \ ^ smx ^ ^ ' 

Poinsot (Recherches, FV) zeigt aber, dass die Formeln in dieser Gestalt nicht allgemein richtig 
sind, und gibt den Weg an, wie sie erweitert werden müssten. 

Zusatz (2). Die Reihen verwandeln sich in algebraische, wenn man a; =/ lg -? setzt. Da- 
durch wird nämlich (vergl. Moivre, Phil. Trans., 1722, p.|228): 

2 cos mx = ^»^ + j-"*, 2 sin mx = i[z'^ — ^er-"'). 

Zusatz (3). Setzt man -n — x statt x, so erhält man folgende Formeln (Cauchy, Anal. Alg., 
p. 230—237, vergl. seine Note 8.): 
cos mx 



• ^/ ^x mim -r — 1\/, . ^ ., i sin mo; . ^, ^, Im -r 1\ /^ . , ., 

= /"»2^(--l)'-- , (2sm;r)«»-^'--^, =r /'»-2'( -1 M (2 sm a:)'»-'^'- \ 

^ ^ r \ r 1 I ^ ^ coso; \ r I ' 

inmx . , ^, ^, mim r 1\ , . , . ., , cosw^r . , ^, ., Im r -1\,, . v«. o i 

_ _,^«~i v(_.i)r _ (2sm;r)'»--''-^ ^ir-'-^^^r- 1)M ](2smxy-^'-\ 

sm a: ^ ^ r \ r — 1 / ^ ^ cos x ^ ' \ r / ' ^ 

welche aber nur für solche ganze positive m gelten, welche die imaginäre Einheit i beseitigen. 



smx 
sin 
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(c) ])U' folgendon Formeln, dargestellt durch Fakultäten, gelten für jedes reelle oder 
imaginäre m und für alle reellen -sr^zn-Tr, {Weierstrass, Funetionenlehre, S. 258—259): 

^u <.M^ 2y(m,^'lY . .. . „, ,. w(w -1. -2)''(m+ 1. 4-2)'' . . . 
coHm^ - 2( \y^ ^^y-^^^-— ^r-— sm-^^', smm-^==-^( - 1)' (1 -h Ip--' -smr^--^. 

13. Blosse Umformungen vielfacher Argumente hat man in den Formeln: 

(a) —. — ' — — — 1 + 2-J cos 2rx. — ; — 2^ cos (2r - \\x, 

' smx sm^r ^ 

cos(2m+l)Ä; ^ .1^ . ^1 cos2ma; .._ . ,^ .. 

\- — ! — L_ — cotfl: X 22 sm 2rx, — ; = cosec x — 22^ sm (2r — l)x. 

sina; ^ sm^r ' ^ 

worin r von 1 bis m geht; 

(b) n sec nx=S( l)** sec( n + ^1 + sec ( n -^]Y 

n cosec nx = cosec x '-^(1)'' cosec ( x) — cosec ( 1" ^) • 

Dabei ist n =-. 2m + 1 und r = 0, 1, 2 . . . w. Das Argument darf aber nie negativ werden, so dass 
die erste Formel mit dem Gliede ± sec x schliesst. 

(c) n\snx = \gx 2]^\^-^ '') " *S (^ + ^)], (n=r2m+l), 
n cotg nx = cotg x 2 cotg ( — - x\ — cotg (— + •^l L {n beliebig), 

Mcotgna;^ tg:r + .J tg(^- a;| -tg(^ + ^|, (» = 2m), 

wenn tiberall r von 1 an wächst und die erste Formel rechts m + 1, die zweite n Glieder hat, und 

— x\ schliesst (vergl. Euler, 1. c). 

14. Die Verwandlung einfacher Argumente in Vielfache bildet die Umkehrung der 
Formeln 12.: 



9m— l 



GO^ x"^ T^ 2 \^^\ 0,0^ [m 2r)x (Euler, N. C. Petrop., t. 5, p. 164), 



— 1 9«w— I 



wenn r von an wächst, so lange die Argumente nicht negativ werden. In allen drei Fällen 
muss m eine ganze positive Zahl und so beschaffen sein, dass die imaginäre Einheit i beseitigt 
wird. Ist m gerade, so ist vom letzten Gliede jeder Reihe nur die Hälfte zu nehmen 

Zusatz (l). Lagramjc bezeichnet die erste der drei Reihen als giltig für jedes beliebige m 
(le<;on 11 am Ende). Poinsot (Recherches, V) hat dies als unrichtig dargethan und gezeigt, wie 
die Formel erweitert werden müsste, un> für jedes m giltig zu bleiben. Er verweist dabei auf 
eine Bemerkung Crelle^ in Gergonm^ Ann., t. 13, no. 7. 

Zusatz (2). Andere Formen dieser Reihe gibt Cauchy (Ex., 1827, t. 11, p. 369—371). 

15. Die Entwickelung nach Potenzen des Arguments findet meist Verwendung bei 
numerischen Berechnungen. 



Z'"- . -,, .. z-'^^ 



(a) cosi: = 2f( ^y^y-y^ sin^ = -^( - 1)-^^__, (r = 0, 1, . . . oc). 

Zusatz (1). Diese Reihen finden sich in Joh BernonWi^ Op. I, p. 127 und convergiren 
fUr jedes £, Für complexe z dienen sie als Definition von Sinus und Cosinus, indem alle Sätze 
der Trigonometrie auf diese Reihen Anwendung finden. Sie sind also periodisch mit dem Index 2>r. 
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^^ • 

Zusatz (2). Diese Reihen dienen nach Euler zur Berechnung der Sinus und Cosinus, 

indem man z=: r setzt und nach Potenzen von - entwickelt. Die Ausftthmng bis zur SOsten 

M 2 n ° 

Potenz mit 28 Decimalstellen findet sich in seiner Introductio (I, no. 134). 
Zusatz (3). An der unteren Grenze x^zzO hat man: 

sina; 

= cos X= ly 

X 

mit einem Fehler von der Ordnung x^, während in der Gleichung 

Binx 



= Vcos X , 



X 

der Fehler erst von der Ordnung x^ ist. 

Zusatz (4). An der oberen Grenze rc== oo sind die Reihen im Allgemeinen unbestimmt, 
vae Poissm (im J. de Tl^cole Pol., cah. 19, p. 407), DiricUct {CreUes J., Bd. 17, S. 60), Young (Cambr. 
Phil. Trans., vol. 8, p. 435) und Andere gezeigt haben. Gluislier (Messenger of Math., 1871, p. 232) 
gibt einen Abriss der oben erwähnten Abhandlungen und kommt zu dem Schlüsse, dass Null ein 
besonderer Werth ist, den sin oc und cos o© allerdings annehmen können, wenn gewisse 
Voraussetzungen über die Art des Unendlichwerdens gemacht werden. Ueber Meinungsver- 
schiedenheiten älterer Mathematiker in Betreff dieser Grenzenwerthe siehe den Abschnitt: Theorie 
d. Differenzen und Summen, n, 6, Zusatz (5). 

(b) ;^tg:r = :^(22--l)^'2?2r-i = :? — 



(2r) ! 



i(2r l)7r 



x^ 



(2^)''-x, _. V '^'^ 



2 



arcotga;^: 1 -- v^/ ^^r-i^ 1 ^ 



(2r)! ''-' r^n^ x^' 

wenn r = 1, 2, . . . c<j, und in den ersten zwei Reihen x<i:i:i-n, in der dritten x<i^n, in der 

vierten ic^i ^, und die B die jBerrwwÄ?" sehen Zahlen bedeuten. 

Zusatz (1). Eüler (Introductio I, no. 198) setzt zum Zwecke numerischer Berechnung 

Vi% TT ffh 

o: = — IT, ähnlich wie oben in (a) Zusatz (2), und erhält durch Entwickelung nach Potenzen von — 

zwei Doppelreihen, die er durch Ausrechnen der Coefficienten bis auf 13 Decimalstellen (no. 135) 

auf einfache Reihen zurückführt, bezüglich bis 1 — 1 und 1 — 1 einschliesslich. 

Zusatz (2). Durch Vergleichung der Coefficienten in den angeführten Reihen erhält man 
Ausdrücke für die Bernounischen Zahlen (s. oben IV, !!•). 

(c) Die Secanten und Cosecanten lassen sich nach Euler (Introductio L no. 137) aus 
den Tangenten und Cotangenten durch blosse Subtraktion herstellen, indem: 

sec X = cotg j— TT ;t ^1 — t^g o;, cosec x = cotg n ^ - cotg x. 

Die Ausführung gibt er in seinen Inst. Calc. Diff. (11, cap. 8, no. 223 224): 

|^^,. = 47r-( ^)\.2r+iyt^' ~4x 



secx:=2j:^^^E,r^^7r^( l)^— -——T, (r=rO, 1, . . . ^), 



cosec:^=- + -^(2'^^ 2)?^2^2r-i= - ^( \y . f"" , . (r ::=. 1, 2, . . . ^). 
X ' (2r) 1 X r-n^ x^ 

Darin sind die B die BemouUr^chen. und die E die, von Raahe (Crellcs J.. iBd. 42, S. 376) 
sogenannten, Euler'schen Zahlen: 

E^ = 1, E, = 1, E^ ^ r>, E^ = ßl. E^ = 1385, E^^ = r>0521, etc. 



s 



112 
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Zusatz (1). Für die Eulerschen Zahlen hat man die Recursionsformel {Eider, Calc. 
Diff. n, no. 226): 

J5^2r — I 2 1 J^2r — 2 + l 4 ) -^2r — 4 Ig] J^2r — Ü + . . . =r 0, 

und die Reihenentwickelung (Etder, no. 224): 



Efr = 2 (2r) ! (1 - - p;:^ + ^^^;:^ - ;^7;::pi + . . .), 



ferner den Integralausdruck {Schlötnilch in Gruwrfs Archiv, Bd. 1, S. 361): 



CO 



Eor = 






dx 



r-i" 







und endlich die Determinantenformen von Hammond (Proc. London Math. Soc, vol. 7, 1875, p. 13) 
mit Binomialcoefficienten als Elementen, und von Glaislter {Messenger of Math., vol. 6, 1877, p. 52) 
mit Faktoriellen als Elementen: 



Eir^^ 



110 
16 10 
1 15 15 1 
1 28 70 28 



= (2r) ! 



2! 


1 





1 

4! 


1 
2! 


1 


1 


1 


1 


6! 


4! 


91 



jede mit r Reihen. 

Zusatz (2). Die Verwandtschaft der jB^rwowHj'schen und ^wfcr'schen Zahlen tritt einiger- 
massen hervor in der Entwickelung von 

tg (- + -| = sec X + \^x oder von tgx:= sin x sec x 

in Reihen, welche abwechselnd nach den B und E fortschreiten (Scherk und Schlämüch in Crdles J., 
Bd. 4, 1829, S. 299 und Bd. 32, 1846, S. 360), ebenso in der Entwickelung von (±c' — 1)-» nach 
Potenzen von x, welche bezüglich nach beiden Gattungen von Coefficienten fortschreiten {Gennocchi 
in Tortolims Ann. EI, p. 395; vergl. oben IV, 13,), wie man sofort erkennt, wenn man ix an Stelle 
von X in den Formeln für sec x und cosec x schreibt. (Vergl. Theorie d. compl. Grössen, n, 5. 
und Cauchys Ex., 1827, t. ü, p. 280 ss.) 

Den JBernouUi' sehen und JSwfer'schen Zahlen hat man eine andere Reihe von Zahlen an die 
Seite gestellt, welche von Cauchy (Compt. Rend., 1840, t. 11, p. 474) untersucht und von Bourget 
(in den Annalen der Paris. Sternwarte, t. 7, p. 300) als Cauchy's Zahlen bezeichnet wurden. Sie 
treten bei der Entwickelung der Störungsfunktion der Planetenbewegung auf, und sind gleich dem 
von X unabhängigen Theile in der Entwickelung von J=^x-p(x + x-^)^ (x - x-^)^, mit der schon 
von Cauchy eingeführten Bezeichnung: N-pj^^, 

16. Die Cyclometrischen Reihen sind die Umkehrung der in 15. gegebenen Reihen. 
Man hat nur x^^sirap oder = cos y oder = tg y oder = cotg (f zu setzen, um den Bogen y nach 
Potenzen seiner trigonometrischen Punktionen entwickelt zu erhalten: 



(a) 
(b) 



arc sm x^= y — ^^ — - 



X 



2r-+-l 



2 2r 77(^)2 2r + 1 



^-V\ 



x^2 



/p2r4-l J 

arctga; = ^( — XV- =:i-n — 

^ ^ ^ 2r + 1 2 



2'^^n{rY 
n{:2r + 1) 

(-1)^ 1 



X 



2r t- 1 



j, {Gregory und Leibnitz), 



2r + 1 ^2r-h 

wenn r in allen Formeln von 0, 1, . . . bis oc geht, und, mit Ausnahme der letzten, modic< ± 1 ist. 
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Zusatz (1). Die folgende merkwürdige Reihe von Stainoille (1815) wird von üauchy (Anal. 
Alg., p. 550, Note 8) angeführt: 

(arc8mx)* = a;'' + 3- + — - + ^-^^- + ... (modx<±l). 



und eine ähnliche für jedes x geltende von Jolu Bernmdli (Opera, t. 4, p 42): 

X 

1 -4- 

S 1 + X 



arctg X =: 



i x^ 2jjt / x^ Y 2 > 4 ■ 6 / x^ Y 



1 +2;* 

Zusatz (2). Die Reihen für die complementären Bögen erhält man aus den Identitäten: 

1 . ^ 1 , 

arc cos x =^ -n arc sm x, arc cotg x=^ ^n arctg x. 

Zusatz (3). In den Anwendungen dieser Formeln ist es oft vortheilhaft. nicht diese 
einfachen transcendenten Punktionen selbst, sondern Funktionen derselben zu entwickeln. Ver- 
schiedene Umformungen derart findet man in Euler ^ „Introductio", in CuKchys „Exercices^ (1827 
und 1829, t. Hund IV), sowie in Brünnow^ „Lehrbuch der Sphärischen Astronomie "* (Einleitung 11). 

Zusatz (4). Eine besondere Anwendung dieser Formeln bildet die Berechnung der Zahl 

n = 3,141 . . ., entweder aus den Fonneln (a), z. B. für x = -: 

t) ^ ~ 2 "^2 3 . 23 "^ 2 . 4 5 . 2'^ "^ 2 . 4 . (i 7.2- * " 

oder aus den Formeln (b), indem man setzt: 

1 -x l 
arctg X + arctg 7— — — -71 
^ ^ 1 + X 4 

und X beliebig, z. B. = - wählt (Etdery Introductio I, no. 142). Der Fall x — 1 liefert die bekannte 

iei&«j^/sche Reihe. 

Zahlreiche Beispiele solcher Reihenentwickelungen für tt finden sich bei Etder (Calc. Diff.. 
n, cap. 4) und GlaisJwr (Quart. J., vol. 12, p. 232). Nach Letzterem (Messenger of Math.. 1872, 
p. 25) käme eine Geschichte dieser Constante beinahe einer Geschichte der Mathematik gleich. 

Die Zahl wird oft nach ihrem genaueren Berechner Luddph van Ceulcn (von Köln, Leiden 
1596 und 1616) benannt, dessen 36 Ziffern von P. Gricnhergcr S. J. verificirt und von Euler (Introd., 
1748, I, no. 126) auf mehr als 100 ausgedehnt wurden. De Layry berechnete sie auf 127. liicJiter 
auf 500 und Shanks nacheinander auf 440, 607 und 707 Decimalstellen (Proc. R. S., vol. 21). Gauss 
(Werke, 11, S. 525) gibt eine Zusammenstellung der Methoden von Ealer, Vega, Clausen, Buthcrford, 
Dose und seiner eigenen. 

Ldiidemann (Math. Ann., Bd. 20) hat bewiesen, dass die Zahl n nicht Wurzel einer 
algebraischen Gleichung mit rationalen Coefficienten, d. h. keine algebraische Grösse sein 
könne, dass also die „Quadratur des Kreises"* durch Zirkel und Lineal unmöglich sei. Limhmnnn^ 
Beweis wurde von Weierstrass (Berlin. Berichte, 1885. S. 1067) vereinfacht und vervollständigt. 



15 



\^, ^bsctLiiitt. 

Theorie der Produktreihen und Fakultäten. 



I. Hauptstück. 

Produkt reihen. 

{Eulcrs Introductio I. cap. 9, 10, 11, 15 und 16; Lacroix's Traitö, § 1087—1100; Cauchy, Compt. Rend., 
t. 17, 1843, und Anal. Alg., Note 9; Heiner Handbuch d. Kugelfunkt., Bd. I, S. 120ff.) 

A. Convergeiiz. 

1. Produktreihen nennt man convergent, wenn sie einen endlichen von Null ver- 
schiedenen Werth haben. Sie können also in zweifacher Weise divergiren, gegen Null und 
gegen Unendlich. 

Zusatz. Die unendliche Faktorenreihe ZZ«„ = Wq ^h*^2 •• kann also nur dann convergiren, 
wenn lim w„= 1. Setzt man also 

Un = 1 + t'„, folglich lg nun — 2v — - 2v^ + 

so convergirt oder divergirt diese Reihe zugleich mit JT. {Cauckys Anal. Alg., Note 9, th6or. 1, 
p. 562 — 563). 

2. Wenn die Reihe der reellen positiven echten Brüche 

convergirt, so convergiren auch die Faktorenreihen 

P=(l -?<i)(l- w,)..., Q={i + u,){l +u^)... 

gegen bestimmte positive Grenzen, die erste abnehmend, die zweite zunehmend. Wenn aber die 
Reihe der genannten Brüche divergirt, so ist (Kummer, CrcUes J., Bd. 13, 1835, p. 183; Arndt, 
Gnnwrt's Archiv, Bd. 21, p. 78. 1853) 

limP^rÜ, limy=-c. 

Zusatz (1). Die Convergenz dieser Faktorenreihen bleibt bestehen, wenn obige Bedingung 
wenigstens von einer bestimmten Stelle an eintrifft und keines der Glieder u gleich Eins wird; 
sie bleibt ferner bestehen, wenn die Reihe u^ + u^ + . . . aus complexen Gliedern besteht, aber 
unbedingte Convergenz hat {Wcierstrass, Grelles i., Bd. 51, 1856, und ,. Funktionenlehre'', S. 206—212). 

Zusatz (2). Convergirt das Produkt FQ = (1 - mJ (1 + n^) . . . trotzdem dass Q divergirt, 
also nur in Folge des Zeichenwechsels, so heisst die Convergenz bedingt, und der Weith 
des Produktes ist eine Funktion der Anordnung der Faktoren. (DiricMct, Berlin. Abhandl., 
1837. S. 49). 
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B. Entwickelung nach Produktreihen. 

Vorbemerkung (1). Unendliche Palctorenfolgen eignen sich besonders zur Darstellung 
von Punktionen mit unendlich vielen Wurzeln, also der algebraischen Funktionen von 
unendlich hohem Grade und der periodischen transcendenten Punktionen. Utder (no. 188) bemerkt 
aber von den zu seiner Zeit bekannten Produktreihen, dass sie sich, der schlechten Convergenz 
wegen, zur Berechnung der Punktionen wenig eignen. 

Vorbemerkung (2). Die Jacobischen Produktreihen zur Darstellung der elliptischen 
Funktionen sind einem späteren Abschnitte vorbehalten. 

3. Die Entvvickelung der trigonometrischen Punktionen in unendliche Produktreihen 
lässt sichiaus der Kenntniss der unendlich vielen Nullwerthe unmittelbar hinschreiben: 



sm a; _ 

X 



x^^ 



1 

rn 



cos X =r. 




1 

2 



> V ^"^~ ^ •^ ? • • • "^^ I f 



woraus man durch blosse Division die Entwickelungen der übrigen Punktionen : tg x, cotg x, sec x. 
cosec X erhält. 

Zusatz (1). Euler (no. 184) setzt x = - -j und bringt die beiden Reihen in die Gestalt: 

. m n _m n 4»^ — m^ m n n^ m- 9 w^ m^ 

^^'^ n 2 ~ w 2 ~~^W^ ^^® w 2 ~ ~~^^ ^' • • • 

und richtet (no. 185) die ei-stere zur Berechnung der Zahl n folgendermassen ein: 

n n . nur 2n 2n 4w 4n (in 

= - sm 



2 m 2n 2n - m 2n + m 4h m 4/i + m (jn m ' ' " 

indem er nacheinander setzt: 

m _ _ 1 _ l . . niTt _ _ -1/1 _ 1 

— — 1, — ^, — ^, ... also sin 7^ — 1, — J/ — , — — , .... 

wovon der erste Fall die Formel von Wallis (1655) liefert: 

7r 2-2»4-4-6'6... 
2 " 1.3.3.5.5.7 ;..' 

Viele andere Produktreihen für tt, namentlich solche, die nach Primzalilen fortschreiten, gibt er 
im cap. 15. (Vergl. Lacroix, Trait^, § 964). Bessd (Abhandl., n, S. 348) hat diese Pi-odukte durch 
Fakultäten dargestellt. 

Zusatz (2). Obige Reihen gelten zwar für jedes x, haben aber nur bedingte Con- 
vergenz. Schreibt man nämlich dieselben in der Ponn: 

77(1 - u^ = (1 - u,) (1 + u,) (1 — !/,) (1 + u,) ...^F'Q. 

80 bilden die Glieder Mj, u^, u^ . . . eine arithmetische Reihe erster Ordnung, und man hat (nach 2.) 
P=0 und Q=ocj. 

Ordnet man die Paktoren so, dass auf je m Summen n Differenzen folgen, so hat die 
erste obiger Produktreihen, nach Cat/let/, den Werth: 



' \u/ X ' 

4. Die trigonometrischen Punktionen mit vielfachem Argumente lassen sich als endliche 
Produktreihen derselben Punktionen mit abnehmendem Argumente darstellen {Euler, no. 240—242): 

15* 
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sm nx = 2''-* smx Ilsm I x\ sm I (- xj^ 

cos w:r= 2"~* 77 sm I— ^^ n —xj sm [—-z h x\, 

tg nx = tgxntg\^-^ xjtg]^ + xj, 

worin r von 1 an so lange zu wachsen hat, bis rechts n Faktoren stehen, dabei den Paktor 2*-* 
nicht mitgerechnet. 

Zusatz (1). Durch Umkehntng erhält man unmittelbar die Produktreihen flir: 

cosec7ix, secnx, cotgna;. 

Zusatz (2). Ausser diesen Produktreihen gibt-EWer noch mehrere, welche nur fUr gerade 
oder nur für ungerade w gelten. 

5. Setzt man in den beiden Reihen für sina? und cosa; (in 3.) die imaginäre Veränder- 
liche XI an Stelle von x, so erhält man Produktreihen für die Exponentialfunktionen {Euler, 
no. 156—157): 

^(^^ e-*) und ^rie' + e^'^). 

Zusatz (1). Die einfache Exponentialfunktion e^"" erhält man hieraus als algebraische 
Summe zweier Produktreihen, oder durch den folgenden Grenzwerth einer einzigen (s. oben, 
Theorie der Reihen, VI, 8.): 

e^* = lim (l ±-r. 



fn = oo 



Zusatz (2). Euler (no. 161) gibt noch allgemeinere Produktreihen für die Summe und 
Differenz e^-^^ zLe'-', worin b und c beliebige positive oder negative Constanten sind, und durch 
Verbindung derselben wieder Reihen für die trigonometrischen Funktionen: 

cos a =b cos h , sin 6 ± sin a 

— r— r j— und ,—j . 

1 db cos sm b 

Aehnliche Formeln gibt Cauchy in seinen Exercices (1829, t. IV, p. 195—204). 

C* Verwandelung von Produktreihen in Sununenreilien und umgekehrt. 

6, Eine indirekte Methode dieser Ver\s'andlung ist die der Logarithmirung der Produkt- 
reihen. So bringt Eulcr die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen in die Form (cap. 11): 

lg sin — '- = lg m + lg (2n m) + lg (2w + w) 3 lg w + 2, 

m TT 



lg cos — - = lg [n — m) + lg (n + m) - 2 lg n + ^ 



m 



wo die -2" in beiden Fällen Summen bedeuten, die nach geraden Potenzen von — fortschreiten. 



n 



Zusatz (1). Eulcr hat die Coefficienten für die hyperbolischen Logarithmen auf 20 Stellen 

All i 

berechnet und für die Brif/r/s sehen auf 15, mit der Bemerkung, dass — ^n^ bleiben kann. Diese 

Euler sehen Formeln wurden von Callet in seinen „Tables Portatives" (Paris 1795) benutzt. 

Für die Logarithmen von tgx \md cotgx stellt Euler keine eigenen Formeln auf, da sie 
aus obigen durch blosse Subtraktion erhalten werden. 

Zusatz (2). Durch Umformung der WaUis'schen Formel erhält man 
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Wendet man auf die Summanden die Formel in Theorie d. Reihen, IV, 9. an, so erhält man fllr lg tt 
eine Doppelsumme, mit deren Hilfe Euler (no. 190) 23 Decimalstellen berechnet hat. 

Zusatz (3). Auf ähnliche Weise hat Catdan (Compt. Rend., Bd. 54, 1862, p. 1060) die 
Logarithmen von sina: und tgx nach Potenzen von x und Bertioullf sehen Coefficienten entwickelt. 

7. Für Potenzreihen hat man die allgemeine Formel von Heine (Handbuch I, S. 106): 

worin (p das Zeichen der erweiterten hypergeometrischen Reihe ist (s. Theorie d. Reihen, V, 15.). 
Dieselbe ist eine Erweiterung einer Foiinel von Caudiy (Compt. Rend., 1843, t. 17, p. 526) 

- l__ar^_ h a (b -a){h ag) 

r=ol hqrz-^^l -(? ^(1 ^)(1 -q') ^"" 

Setzt man darin a=l, b = oder a = 0, ft=l, so erhält man die beiden Euler sehen 
Formeln (Introductio, I, cap. 16), welche der Zerlegung der Zahlen zu Grunde liegen (veiigl. 
Theorie d. Zahlen, I, 1., 2., ebenso Theorie d. Reihen, U, 2. (b) und (c)). 

Zusatz (1). Cauchy (a. a. 0., p. 529—530) leitet aus dieser Formel durch Umformung noch 
mehrere ähnliche ab. Besondere Anwendungen macht Euler (cap. 15) auf die Potenzsummen 
der Zahlen und gibt unter vielen besonderen Formeln die bekannten (s. Theorie d. Reihen, IV, 8, 

Zusatz (3)): 

1 ' ^^-' 



2^ = n\\ 



J[>"/ 



wobei r alle ganzen Zahlen und p alle Primzahlen durchläuft. 

Zusatz (2). Weniger allgemein als die obigen ist die Gauss' sehe Formel (Werke, 11, 
S. 20—23): 

n ^^~ IJ_, ^\ -{-q + q^ + q' + (!''' + q''' + . . ., (/•r=l,2, . . . ^), 

welcher Jacöbi (Fundamenta, 1829, S. 185) die entsprechende beifügt: 

n\—^^^\2q + 2q^ — 2q^ + 2q'^ (/• z= 1, 2, . . . ^). 

\ A- q^ 

An beiden angefühi'ten Stellen finden sich noch mehrere besondere Formeln ähnlicher Art.. 

Zusatz (3). Andere Venvandelungen von Produktreihen und Potenzreihen bilden die 
Summationsformeln der hypergeometrischen Reihen (s. Theorie d. Reihen, V, 14. und 15.) von 
Gauss und Heine. 

m 

8, Trigonometrische Reihen wurden zuerst von JacoU (Fundamenta, § 64) aufgestellt, 
dann von Cauehy (Compt. Rend., 1843, t. 17), und in allgemeinerer Form von Heine (Crellcs J., 
Bd. 39, und Handbuch, I]. Letzterer gibt (S. 123—124) zwei sehr allgemeine Formeln, in denen 
die beiden folgenden als besondere enthalten sind: 

- /l -^2r-^2\21 _2^2^^1COS2.r + y^'-^-^ , .\ . V ^/^'"*. • iO i^ 

n \z ^, — r -. ^. — r, ^ — -^ r = 1+4 sm X 2 —^ — - — - sin (2*' - \)x, 

r^oU -q^"^-^^! 1 -2q''-^^COs2x + q*'^^ s = ^l q^'-^ ^ ^ 

r^ II q^'-'-yi 2q^-^^eos2x + q'-'-^^ , . . ^ vi QV • o 
// — r ^ ; r — — ^^ — 7, =1 + 4 cotg ^' 2 -— ^— sm 2sx, 

während die Fonneln von JacM lauten: 

CK, ^ 

77(1 ~q^''^')(l 2q''"-^ C0S2X + q^"^ '-^)= JS { - \)'q'' C0s2sx, 

=* cosec^r ' 



77(1 -<Z^''^'^)(1 ■2q''-^'eos2x + q'--^^) = -^^— 2 { - iyVq<'''^'y' sin{:2s + l)x. 



Vq 
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Zusatz (1). Durch Einsetzen besonderer Werthe :c = 0, x^:^^7t, x=:-n leitet Jcteohi 

(§ 66) mehrere specielle Potenzreihen ab, unter anderen die oben (7) erwähnten Eukr'schen 
und Gatiss sehen, 

Zusatz (2). Et>^^as verschieden von den obigen ist die Formel von Camhy (I. c. pag. 568), 
indem sie nur eine endliche Produktreihe darstellt. Sie wird von Herfnite (in seiner Ausgabe 
von Lacraixs Trait^, Paris 1861—1862) in folgender Gestalt gegeben (vergl. Heine, a. a. 0., S. 125): 

w 1 a^r i -(72« 

^ T^ — ^—T-{^^^^Q^''~'^os2x + 2^"--')= 1 -2(2COs2x- f-—. 

1.__yy2m-+-2r^ ■*■ '-* ' ^ 1 ^2»«-+- 2 

(1— 22m)(l ^^2m-2) 



+ 2q^ cos 4tX 



(l_g2m-+.2)(l„_^2« + 4) 



IL Hauptstück. 

Fakultäten. 

Vorbemerkung (1). Eine besondere Art von Produktreihen, deren Paktoren nach einem 
gewissen Gesetze fortschreiten, Ist von Kramp mit dem Namen „Fakultät" bezeichnet worden, 
als Nachahmung der Benennung „Potenz", deren Faktoren ungeändert bleiben. 

Vorbemerkung (2). Die Fakultäten w^urden der Reihe nach behandelt von Vandennonde 
(Paris. M6m., 1772), Kramp (Analyse des Röfractions, Strassb. 1799 und Gergannes Ann., t. 3, 1812, 
p. 1), Bessel (Königsb. Archiv, 1812 und Abhandl. H, S. 342), Chusen und Crdle (J., Bd. 7, 1831), 
Ohm (Grelles J., Bd. 39, 1850), Oettinger [Grelles J., Bde. 33, 35, 38, 44), Seldäfli {GreOes J., Bd. 43 
und 67) und Weierstrass (Grelles J., Bd. 51, 1854 und „Functionenlehre", S. 185 ff.). Nach Letzterem 
(S. 190, Anmerkung) hat aber diese Theorie „durchaus nicht die Wichtigkeit, die ihr in 
früherer Zeit viele Mathematiker beimassen". 

Vorbemerkung (3). Eine von den obigen verschiedene Art von Fakultäten wurde von 
Heine (Handbuch I, S. 109) benutzt zur Darstellung seiner hypergeometrischen Reihe (s. Theorie d. 
Reihen, V, 16.), mit folgender Definition und Recursionsformel: 

Ä(g,?)=.(l- ry)(l r/)...(l q^y, Ä((?,0)-1, 
n(q.^^)=:(\ -(Z^Vi(</, I -1). 

Eine ausfUhrliche Theorie besteht bis jetzt Jiur über die iCrami/schen Fakultäten. 



A. Definitionen. 

1, Nach der JCram^j'schen Definition (Analyse, chap. 13) ist für ganze positive m 
die Fakultät: 

j^m/d ^ ^(^ _|_ ^ (^ ^ 2rZ) [z + {m — l)dj, 

mit der Basis -er, der Differenz d und dem Exponenten m. Die Fakultät heisst steigend oder 
fallend, je nachdem die Differenz positiv oder negativ ist. 

Zusatz (1). Die obige Benennung und Bezeichnung stammt von Kramp, Vor ihm hatte 

Vandermonde (Paris. M6m., 1772, pag. 489) die Fakultät mit der Differenz d= ~ 1 durch [x] 
bezeichnet, und, wenn m eine gebrochene Zahl ist eine „Irrationale 2ter Ordnung" genannt, 
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ähnlich wie die gebrochenen Exponenten bei Potenzen die Irrationalen erster Ordnung bilden 
(abweichend von der Bezeichnung AbeVs, s. Theorie d. Punktionen I, 4,). Den allgemeinen Fall 
d = Jx führt Vmidermond auf diesen besonderen J = — \ zurück, indem er setzt; 



x(x -J)(x - 2J) ,.,—J' 



X 

und dann x\J als neue Grösse einführt. Er erweitert auch den Begriff der „Irrationalen" auf 
höhere Ordnungen in dem folgenden Produkte: 



m 



\if{x)\ = q>(x) ff{x - 1) ip(x - 2) . . ., 

worin m eine gebrochene Zahl und y eine beliebige Punktion ist. 

Zusatz (2). Statt der Zmmi/schön Bezeichnung -?"*'' benutzt CVdfe (J.. Bd. 7) die folgende 
{z, d)* und vertheidigt dieselbe gegen Oetthujer in Bd. 33, S. 65. Bessel schliesst sich der ersteren, 
Wcierstrass der letzteren an. Als eine selbstverständliche Bezeichnung wird auch oft die folgende 
gebraucht: 

77 (<e + rd), (r = 0, 1, . . . w 1). 

2. Nach der Besserschen Definition ist für beliebige reelle z und m aber (in beiden 
Pällen) positive d: 



nrz:«; 



.=,, ^ -f {m + r)d' 



nr^oc r: 



oder in der Schreibweise von Bessd und Ohm\ 

n.'A . 1- / j.« '^"'^ ft, i^*= + ^» wenn d>0, 
^ ^ {z + md)''^ \n= ^, „ d<0. 

Zusatz. Diese Pormeln gehen für ganze positive m in die Zrawi^'sche über. Kram}) 
selbst hatte diese Darstellung seiner Fakultäten durch unendliche Produktreihen für ganze positive m 
gefunden und auch einige Fälle für gebrochene und negative Exponenten untersucht. 

3. Nach der Wcierstrass' ^Qh^n Definition ist für beliebige reelle oder imaginäre 
Werthe der Grössen z. d, m: 

^ ^ z + d \ r I z 4- (r + l)d } 

oder ausgediückt durch die „Faktorielle" Fe, (vergl. unten HI, 4.): 

(z, d)^ = d^'Fci^l + J -m):Fc(l + |). 

Zusatz (1). Für reelle z und m und für positive d gehen diese Formeln in die jBfÄ^crschen 
über. Die beiden Ausdrücke für (z, d)"' und (z, d)*" gehen durch Zeichenwechsel von d nicht 
in einander über, stellen vielmehr Zweige verschiedener Funktionen dar. Der Gebrauch beider 
Pormeln ist von Vortheil, weil, wenn m nicht eine ganze Zahl ist, beide für rf=:0 unstetig 
werden, aber den Bedingungen genügen (Funktionenlehre, S. 200—202): 

lim (z, dy = z'\ lim (z, rf)~ — z'^. für d= +0. 

Zusatz (2). • Wcierstrass führt seine beiden Fakultäten auf je zwei charakteristische Eigen- 
schaften zurück, nämlich: 



br I 
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Da sich der Unterschied der beiden Fakultäten nicht in der Differenzengleichung, sondern 
nur in der Grenzfonnel zeigt, so gelten alle Formeln, in welche die letztere nicht eingeht, für beide 
durch blossen Zeichenwechsel von d, und das gilt von den unten angeführten Eigenschaften, wenn 
der Unterschied nicht eigens hervorgehoben ist. {Weierstrass, S. 234, Anmerkung)'. 

Zusatz (3). Die Definition von Weierstrass ist die einzige, welche die Fakultäten als 
analytische Funktionen bestimmt. Von diesem Gesichtspunkte aus enthalten die Kramp^ohen 
Formeln einen Widerspruch, indem nicht allgemein (^, 0)? = -s*"* sein kann (Gauss, Anzeigen, 1812, 
Werke, EI, S. 201; und Weierstrass, S. 198—200), die BesseV^chexv und OAm'schen stellen keine 
monogenen Funktionen dar (Weierstrass, S. 187), die Grelle ^ohen Fundamentalformeln reichen zur 
Definition einer Funktion nicht aus (Weierstrass, S. 188 und 194), und die Reihe, welche Oeftingers 
Untersuchungen zu Grunde liegt, convergirt nur für ganzzahlige Exponenten. (Weierstrass, S. 241—244). 

• 

B. Grundformeln. 

Vorbemerkung. Neue Beweise der Grundformeln findet man in den Abhandlungen 
Clauseti's (Crelle^ J., Bd. 7), und Oettingers (Grelle s J.. Bd. 33, S. 329 ff.). 

.4. Die folgenden Formeln zeigen die Verwandtschaft der Fakultäten mit den Potenzen, 
gelten aber allgemein nur für ganzzahlige Exponenten: 

(a) a'»-^"/*' = a'"/''(a- + nidy^^, also a"^'^ : a«^ = (a + nd)'»-«''; _ 

(b fljm-n/rf _ V f _ — also a^'^ = 1, a^^^ = a; ^ 

(c) a'^i^'h'^— (afe)"*'^'*, a"*^ :&•»=(« : h)"^!^''^. 

Zusatz. Man kann also die Basis a in eine beliebige a, und die Differenz d in eine 
beliebige d verwandeln: 

5, Die folgenden Fonneln dienen zur Verwandelung von Fakultäten mit negaWver Basis, 
Differenz und Exponent: 

(a) ( — a)*»/'' = ( - 1)« (a - md + rf)"*^, also (— md)"^'^ = 0; 

(b) a"^!-^ = (a - md + d)"»'', also a""^*^ — (a + md — d)"»/-**; 

(c) a-*»/^ = 1 : (a — ;wd)"'^^ = 1 : (a — d)""-'', also {md)-*^^^ = oo. 
Zusatz. Man hat also, wenn m eine positive ganze Zahl ist: 

^-m/d — 1 : (a d) (a — 2d) (a — md), 

C. Entwickelung der Fakultäten in Reihen. 

6. Die einfachen Fakultäten lassen sich nach Potenzen der Basis und Differenz 

entwickeln : 

^'»/''=:2'6V(1, 2 n — l)z^-'d'-, (r=:0, 1 n— 1), 



w 



^-„/d^ v^t^^l 2. . . . n)*— '»-'•d^ (r=r0, 1, ... oc), 

worin die G die Combinationssummen bezüglich ohne und mit AViederholung der natürlichen 
Zahlen bezeichnen und nach Theorie d. Combinationen, IL 5. berechnet werden können. Im 
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Zusammenhange mit diesen Formeln werden sie auch „Pakultäten-Coefficienten" genannt und 
sind vielfach durch Reihen {Kramp), durch Differenzen (Cayley und Blissard), durch Recursions- 
formeln, durch Binomialcoefficienten, durch symmetrische Punktionen (s. Ettingshatisen, § 169—170), 
durch bestimmte Integrale {Gauchy und ScUömüch) dargestellt und auch in Tabellen {EttingsJiatisen, 
Herschdf Grunert) gebracht worden. Man vergleiche ausser den im erwähnten Abschnitte angeführten 
Schriften die Abhandlungen ScUäflt^ (ereile's J., Bd. 43, S. 1) und SchlömücJis (Grumrt's Archiv, 
Bde. 9 und 11). 

Zusatz (1). Eine andere Entwickelung, die nach den Exponenten fortschreitet, s. unten 
8. Zusatz. 

Zusatz (2). Diese Formeln lassen sich umkehren, so dass man die Potenzen nach 
Fakultäten entwickelt erhält: 



w 



zn=:2( -l)-6V(l,2 w — r)^"-'•/^.d^ (r = 0,l,...M 1), 

£r-«nz: v(—l) '■(7,(1,2, ...w — 1 +r)^-«-'■/'^.d^ (r=:0. 1, ...^). 

Zusatz (3). Die ih dem angeführten Abschnitte gebrauchten eckigen Klammem sind hier, 
sowie später, wo keine Verwechselung zu befürchten ist, fortgelassen. 

7. Polynomischer Lehrsatz für Fakultäten: 



(l^arf =2>Cn{aif, a[^ ...<") 



I 

a7"'~ a:' ' . . .a 



^' ^«o/«'^*«|A' A.«m'<' 



/y^ ! /y I ff ^ ^' ^ ' ' ' m 



ccq + a^ + . . . + an = n. 

Darin hat die Bezeichnung dieselbe Bedeutung wie in der Theorie d. Reihen (U. 4.), nur mit dem 
Unterschiede, dass statt Potenzen hier überall Fakultäten stehen. Für d = gehen beide Formeln 
in einander über. 

Zusatz (1). Die Formel gilt nur, wenn n eine ganze positive Zahl ist. 

Zusatz (2). Für a2 = a^ = . . . = 0, also ao=n «i, erhält man die Binomialformel 
(s. Lacroix, Trait^, § 904 und Cayley, Phil. Mag., 1853, vol. 6, p. 184): 



(ao fa,)-"'--^(^)<-''%r, (r = 0, 1, ...'^), 

welche aber nur für ganze Exponenten gilt (Weicrstrass, S. 252) und für d = in die Newton sehe 
Formel überseht. 

8.. Binomischer Lehrsatz für Fakultäten. Da die so eben erwähnte Binomialformel 
nicht für gebrochene Exponenten gilt, so stellt Weierstrass (S. 249 — 251) die folgende auf, die für 
alle reellen und imaginären Werthe von s, k, m, d gilt, für welche sie convergent bleibt: 

(, + ^r" = --'"'i j J JTTlr (^ + J + -> 0), 

(^ + *)«-'*= 2\^^^z^-^i-'''h^'-'\ (J + I + 1>0). 

Zusatz. Weierstrass leitet diese Formeln aus der folgenden (raM^^Ä'schen ab, die nach ihm 
eine der wichtigsten der Fakultätenlehre ist (vergl. oben 6.): 

9. Logarithmischo Reihen. Bezeichnet J^z^=^z und /iz^=d. so ist (Bessel, Abb., 
S. 345, Weierstrass S. 254 — 255): 

lg{^, +d)- = Jj''^*)^-Mg^, (J>0, | + ,H>ü), 

\g{s,-d)'=2{ l)'-'('"+J" *)./-' lg (^ + (i). (j-f 1>0, I + l-w>0). 

lü 
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Zusatz (1). Mittelst dieser Formeln kann man die Fakultäten für alle z berechnen, wenn 
man sich der Formeln bedient, in denen n beliebig gross gewählt werden kann: 

/ ^ (r + wd + d, + d)" , , , ^ 

<^- -'^"^ (. + d, + d)- -^^ + "^'-^" 

Zusatz (2). Eine ausführliche Bestimmung über die Bedeutung der logarithmischen 
Werthe obiger Formeln findet sich bei Weierstrass (a. a. 0.). 

• 

10. Andere Darstellungen der Fakultäten, durch Recursionsformeln gibt Arndt in 
Chtüiert's Archiv (Bd. 3. pag. 356) und Crcllcs J. (Bd. 31, S. 241 und 255); zahlreiche Integral- 
und Differenzen-AusdrUcke gibt Oettinger in CreUes J. (Bde. 35, 38, 44). 

Zusatz. Die Operation JS" angewandt auf Fakultäten siehe in dem Abschnitte: Theorie d. 
Differenzen u. Summen 11, 3. 



III. Hauptstück. 

Faktoriellen. 

Vorbemerkung. Die einfachsten Fakultäten sind diejenigen mit der Differenz Eins 
und haben deshalb den besonderen Namen Faktoriellen erhalten. 

Unter diesen sind wieder die einfachsten diejenigen mit dem Anfangsgliede Eins, die 
Faktoriellen der natürlichen Zahlen. Kramp hat dieselben mit dem folgenden Symbole bezeichnet 
(Gergmnes Ann., t. 3, 1812, wo er auf sein Lehrbuch der AUgem. Arithmetik, no. 289, verweist): 

1 • 2 • 3 . . . n =: n ! . 

1. Die JCra/n^'schen Fakultäten lassen sich (nach Vandermondej s. oben 11, 1.) ünmer auf 
solche mit der Differenz Eins zurückführen, und diese hinwieder auf die Faktoriellen der natür- 
lichen Zahlen; denn man hat: 



m 







WO die Binomialcoefficienten selbst wieder als Fakultäten geschrieben werden können nach der Formel: 

lm\ _ (m, — 1)''_ wr--' 
l *•/ ~ (1. + ly ~ 'V!^' 

Zusatz (1). Insbesondere hat man: 

(1, 1)"= l"/»rzrw"/-l=rn!, UUd ! = 1. 

Zusatz (2). Diese Faktorielle der natürlichen Zahlen hat die merkwürdige Eigenschaft, 
dass sie durch alle Summen ganzer Zahlen a -{■ h + . . .^n theilbar ist. 



III. Faktoriellen. JOg 

2. Zur Berechnung der Kramp'schen Paktoriellen kann man sich der Grenzwerthe 
bedienen, welche Cauchy (Ex., 1847, t. IV, p. 205, ss.) aufgestellt hat. Es liegt nämlich die Fakultät 
««/rf immer zwischen den beiden Werthen: 

{Va(a + md — d)r< ia + ^md — ^df. 

und folglich die Paktorielle zwischen den Werten: 

Vm <m!<| — ^1 

m 



Zusatz (1). Für das geometrische Mittel Vm\ aller Paktoren hat man 9<lso die beiden 
Grenzwerthe : 

Vm < -^. 

Zusatz (2). Tafeln für die iCram^/schen Fakultäten findet man in Lambert'» Supplementa 
(1798), wo die Faktoriellen: 

X x(x + 1) x(x + 1) ... (x + 11) 

r 1 . 2 ' • • • 1 . 2 ... 12 

für 0?= 1 bis a;=:30 berechnet sind; in BesseVs Abh. (II, S. 351), wo die Grösse: 

^«Ig-j;^, (0,-=! 1,00 bis :r=: 2,05), 

mit Einschluss der dritten Differenzen vorkommt; ferner in Degens Tabularum Enneas (Kopen- 
hagen 1824), wo 'Hgnl von n= 1 bis 1200 auf 18 Stellen berechnet sind. Shortrede (Tables, 1849) 
gibt dieselbe Grösse bis n = 1000 mit 5 Stellen. Glaislier gibt in den Phil. Trans. (1870, vol. 160, 
p. 370) die Grösse w-w! und ihren Logarithmus bis w = 71. 

3. Gauss (Werke, DI) hat die Kramp »ohe Faktorielle. die nur in der arithmetischen Analyse 
eine Bedeutung hat, in der Art erweitert, dass sie auch als Funktion in der algebraischen Analyse 
eine Rolle spielt Er bezeichnet diese transcendente Funktion mit n{z) und wünscht ihr (S. 201) 
das „Bürgerrecht" in der Analyse gegeben zu sehen. Das Recht, derselben einen ^Namen^ zu 
geben, möge aber demjenigen vorbehalten bleiben, der die wichtigsten Entdeckungen in der Theorie 
dieser, der Anstrengungen der Geometer sehr würdigen, Funktion machen werde. 

Gauss definirt seine Funktion als Grenzwerth: 

n(z) — n(^, z) = lim n(ic, z), 

worin für positive ganze h\ 

wenn man als ersten Faktor der Produktreihe den Bruch nimmt. 

Zusatz (1). Man hat also zwischen den Funktionen n(z) und n(k, z) die Beziehung: 

^,, , k'n{k)n(z) , ,. k'Hik) 

Zusatz (2). Für ganzzahlige, positive z hat man also: 

1-2 z 

n(k, z) ^ -^ —- — ^ , n[z) ^z\, 

d. h. die -Eram2>'sche Faktorielle. Aber auch die Fakultät lässt sich durch die // ausdilieken 
{Gauss, S. 147): 

10* 
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Zusatz (3). Die Continuität von n(z) wird unterbrochen, so oft is eine negative ganze 
Zahl ist, wie aus der Definition erhellt. Zwischen z^=^\ und ^ = -f oo hat die Funktion nur ein 
Minimum, nämlich: 

77(0,4616321) = 0,8856024, 

aber unendlich viele Minima auf der negativen Axe mit ebenso vielen .Zeichenwechseln. 
Zusatz (4). Bemerkens werth sind folgende besondere Fälle: 



^[-\)^^''^ /^(0) = 1, II^] = \^' 



Gauss (S. 161) Hess durch Nicolai eine Tafel berechnen, welche die Logarithmen von n(z) bis auf 
20 Stellen von z = 0,01 bis -a- =: 1,00 gibt, was fllr alle Fälle ausreicht, indem für positive ganze n: 

77(-sr ^n)=:(jsf + 1) . .. {z + n) n(z). 

Legendre (Traitö, 1826) gibt diese Tafel mit Intervallen von 0,001. 

Zusatz (5). Die Gatiss'sche Faktorielle ist im Wesentlichen identisch mit der JGwfer'schen 
Gamma- Funktion (sogenannt von Legendre, Traitö, t. 2,) und wird gewöhnlich in der Theorie der 
bestimmten Integrale ausfilhrlicher behandelt. Nach Cayley wäre diese Funktion noch für complexe 
Argumente zu untersuchen. 

Zusatz (6). Mit der Funktion 77 steht eine andere Gauss'^ohB Funktion in Verbindung, nämlich 

d 



dz 



n{z) = 77(^) . U^(z) , 



w^elche wieder mit der Euler'schen Constanten zusammenhängt, indem 

— (^(0) = 0,577 ... 

4. Die Weierstrass' sehe Faktorielle („Funktionenlehre", S. 193, 229, 234, 239, 260): 

z (z + r 
r 



oo 



Fc(-^) = ^ 77 1—^1' ^-^^ = Um 



^i\r + l] r r=oo{r+iy 

ist für alle (reellen oder imaginären) Werthe von z endlich und stetig und besitzt „gleich den 
einfachsten transcendenten Funktionen e% sin z, cos z im Wesentlichen den Charakter einer ganzen 
Funktion", so dass sie sich z. B. in eine nach ganzen positiven Potenzen von z fortschreitende 
beständig convergirende Reihe entwickeln lässt. 

Die Funktion ist vollständig bestimmt durch die drei Bedingungen: 

Fc(^) = -^Fc(-^ + 1), Fc(l)==l, lim Fc(^) ^ 

V f /' V / n = ooW».Fc(;er + n) 

ist also die reciproke Gamma-Funktion, indem: 

1 



Fe {Z) r= 



^ = (0, -ly-'. 



(1. +1) 

Zusatz. Die trigonometrischen Ausdrücke für die Gamma-Funktion lauten jetzt (für 
beliebige reelle oder imaginäre z): 

sin ^TT =r ^TTT Fe (1 + z) Fc(l — z), 



cos Z7l 



=:;rFc(i + .)Fc(i-4 



VT. A-bschnitt. 

Theorie der Kettenbrüche. 

(Eulers Introductio I, cap. 18; Serrefs Alg., I; Heiners Kugelfimkt., I, cap. 5.) 



Vorbemerkung (1). Die Kettenbiüche sollen zuerst in Schwenters „Deliciae" (Nürnberg 
1636) als Näherungsmethode auftreten. {Grüntfier, Erlangen 1873). Dan, Bernoulli (N. C. Petrop., t. 20, 
1775, pp. 3 und 24) führt dieselben nur bis Hiiygem und Brounker (um 1655) zurück. Lagrange und 
nach ihm Montucla (Hist. d. Math., lU, pp. 309—312) meinen, Huygens sei durch sein automatisches 
Planetarium auf das Studium der Kettenbrüche gekommen, weil sie ihm die Verhältnisse der 
Planetenumläufe in ganzen Zahlen gaben. (Huygens, Opera posth., t. 11). 

Vorbemerkung (2). Als Begründer der Theorie kann Eukr bezeichnet werden, dessen 
Sätze in den Petersburger Commentaren (Comm., t. 9, 11, und N. C, t. 9, 11) veröffentlicht und in 
der Introductio (1748) zusammengestellt sind. In der Einleitung zu I, cap. 18, sagt Euler: „Quan- 
quam .... hoc genus parum adhuc est excultum, tamen non dubitamus, quin ex eo amplissimus 
usus in analysin infinitorum aliquando sit redundatuinis " . 

Vorbemerkung (3). Lagrange hat die Kettenbrüche behandelt in seinen beiden Abhand- 
lungen über die Zahlengleichungen (Berlin. M6m., 1769—70) und in seinen Additionen zu Eulers 
Algebra (Oeuvres, t. n, VE und VIII), aber dabei mehr die arithmetischen Eigenschaften hei-vor- 
gehoben und dieselben zum ei*sten Male auf Maximal- und Minimal -Aufgäben angewendet. Eine 
ausfilhrliche Zusammenstellung der Theorie findet sich in Legendre's Theorie des Nombres^ (1830) 
Mod)iHs (Crdlcs J., Bd. 6. 1830; Werke, IV, S. 506 ff.) hat manche Eigenschaften der Kettenbrüche 
strenger entwickelt. Seine Methode besteht in der Zerlegung der Kettenbiüche in zwei oder 
mehrere Theile. Gau^s behandelt dieselben nur gelegentlich in seinen Arbeiten über die hyper- 
geometrische Reihe und über Mechanische Quadratur (Werke, Bd. HI). Daselbst (S. 199) bedient 
er sich auch der (dem lateinischen continuae und continuatae nachgebildeten) Benennung „Conti- 
nuirliche Brüche". 

Weitere Literatur-Angaben über Kettenbrüche gibt Stern in einer Reihe von Aufsätzen 
in Grelle' s J.* (Bde. 10 und 11), mit vielen Beispielen und Anwendungen auf Gleichungen. 

Vorbemerkung (4). Kettenbruch-ähnliche Algorithmen mit Anwendung auf die Auf- 
lösung cubischer Gleichungen (reelle Wurzeln) und Berechnung von Quadratwurzeln finden sich in 
den hinterlassenen Schriften JacöbCs (Grelles J., Bd. 69, p. 29). 
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I. Hauptstück. 

Definitionen. 

1. Ist X ein Bruch, echt oder unecht, so dass 

X — Öq -f~ ~~» «^1 — ^\ "r » • • • ^n — ^n r • 

SO ist der Kettenbruch definirt durch (Eidery §§ 357 und 381): 



«1 + Ofg 



«1 «2 • • • 

«0 «1 «2 . . . 



«2 + • • • 

Die a heissen die unvollständigen, die x die vollständigen Quotienten [Legendre, p. 18). 
Zusatz. Die zweite Bezeichnung stammt von Heim, 

2. Die wahre Entwickelung eines Kettenbruches oder seine Hauptform ist (nach Heine) 
diejenige, in welcher alle Zähler a = 1 sind. Die Nenner a sind dann die unvollständigen Quotienten, 
auf die man bei der Auffindung des grössten gemeinschaftlichen Theilers von Zähler und Nenner stösst. 

Zusatz. Moebius (Werke, IV) setzt umgekehrt alle a = — 1 und bezeichnet den Ketten- 
bruch durch 

a- -7- 1 



h (a, i, c, . . .) ' 



c 



Er betrachtet ausserdem die sogenannte „verwandte Funktion", welche z. B. für 5 Elemente 
folgendermassen definirt ist: 

(a, . . . e) (6, . . . e) (c, d, e) (d, e) {e) "" ^^' *' ^' ^' '^^' 

3. Die wahre Entwickelung ist immer eindeutig, d. h. nur auf eine Art möglich, die 
anderen Entwickelungen können (wenigstens auf eine bestinmite Strecke) nach beliebig vor- 
geschriebener Form geschehen. 

Zusatz (1). Aus 1. folgt, dass der Kettenbruch begrenzt oder unbegrenzt ist. je 
nachdem x rational oder irrational ist. 

Zusatz (2). Diö Anzahl Quotienten lässt sich immer um Eins vermehren, indem man 

statt des letzten schreibt (a« — 1) + :j-. 

4. Die Definitionen der Näherungs- und Nebennäherungsbrüche s. unten E und HI, 
die der symmetrischen und periodischen Kettenbrüche in V und VI. 



* 



IL Hauptstück. 

Näherungsbrüche. 

Vorbemerkung. Nach Euler (§ 374—375) wäre sehr zu wünschen, ausser der näherungs- 
weisen Berechnung noch eine allgemeine Methode zu besitzen, den Werth eines Kettenbruches 
durch bekannte Funktionen auszudrücken, wie dies bei periodischen Kettenbilichen möglich ist. 
Die Summation durch Reihen wird meist sehr venvickelt. 



IL Näherungsbrüche. 



t^ 
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1. Der erste Näherungsbruch des Kettenbruchs (I, 1.) ist offenbar -j. Nennt man ^ den 
NuU'ten (fingirten) Näherungsbruch, und Zn'. Nn den nten, so ist allgemein {Euler, §§ 361—366): 



^0 



1 Zi 



a. 







Zn—lCtn—l + Zn — iCCn — i 



Z 
Zusatz. Die Formel gilt auch, wenn ^o =0 ist, dann ist ^ = 7. 

iVj 1 

Z Z 

2. Da -^ und -^ irreduktible Brüche sind, so gilt dies allgemein für alle Näherungs- 

brüche, d. h. Z^ und i\r„ sind relative Primzahlen, folglich ist: 

Zo = l, N, = Q\ Z,=a,, N, = U 

Zn = Zn^lün-l + Zn-aCfn-l, Nn = Nn-iUn-^l + iV„-2an-l. 

Zusatz (1). Sind alle a und a einander gleich, so stellen di^se beiden Formeln lineare 
Differenzengleichungen zweiter Ordnung dar, deren Integrale also die Näherungsbrüche liefern 
(vei^l. Heine, § 64). 

Zusatz (2). Es ist also für positive a und a immer 

Zn !>• Zn — 1, Nn ]> Nn — 1. 

Zusatz (3). Bei der wahren Entwickelung, wo alle a=i sind, ist folgende Bezeichnung 
gebräuchlich, die in den obigen Formeln vollständig definirt ist: 

3. Nach Painvin (LiauvUle's J., 1858, p. 41 ss.) lassen sich die Näherungsbrüche in Deter- 
minantenform darstellen. Zerlegt man nämlich a« in zwei beliebige Faktoren: «„ = — 2>nUn^ 
so ist: 



Zn ^= 



«0 ^1 . 


.. 




Pi «1 (/a 


... 




i>2 «2 


.. 


, N„- 


• • • 




I • • • 

. . . a„_i 





a^ q^ . 

i>3 a^ . 

• • • • 

0. 



. 
. 
. 



. a»-i 



Zusatz (1). Zähler und Nenner stehen also in der Beziehung zueinander: 

dZ 



N= 



dUn 



-i"7l- 



1-- 



enn r — 0, 1, 2, . . . 



Zusatz (2). Nach Sylvester ist die Anzahl der Glieder in der Entwickelung von Zn gleich 

1, also die von Nn gleich ^i 

Zusatz (3). Für i> = q sind die Determinanten halbsymmetrisch. Am einfachsten 
aber setzt man 2^ oder q gleich -1, weil dann die Hauptdiagonale die Nenner und eine der 
beiden nächsten parallelen Reihen die Zähler des Kettenbruchs enthalten. Wegen dieses 
Zusammenhanges kann man diese Kettenbruch -Determinanten (Muirs „Continuanten") als 
eine besondere Art betrachten. Ihre erste Behandlung wird Sylvester zugeschrieben (s. Amer. J. 
of Math., vol. 1, p. 344). Beispiele findet man in den Abhandlungen von Painvin (a. a. 0.) 
und Heine (§ 64). 

4. Will man statt des «ten Näherungswerthes den genauen Werth von x haben, so 
muss man Xn-\ an Stelle von cin-x setzen und erhält 



X = 



Zu — \Xn—\ + Zn — 2 CCn — 1 
■^n — \Xn — \ + A „ _ 2 a„ _ 1 



a 







«1 

a 



CCn — '2 «n — 1 

(In — 2 X„ — \ 
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Zusatz. Löst man die Gleichung nach Xn-i auf, so erhält man 

_ _ xNn-2—Zn-2 

XNn-.l ~ Zn-\ 

und daraus für den Fehler des nten Näherungsbruches die Formel: 

jy fi jy/fi x^X2 . . . x^ 

6. Für die Differenz zweier Näherungsbrüche hat man: 

Zn-^\ Zn / <\n-t-l ^1^2 • • • ^» 

N . N V -^j TV 1 JV ' 

Zusatz (1). Sind also alle a= 1, so kommt (Legendre. p. 21): 

Zusatz (2). AusMer Hauptformel erhält man die Differenz irgend zweier Näherungs- 
brüche, indem man den Index stufenweise erhöht und die so erhaltenen Gleichungen addirt. 

• 6. Fundamentalsatz der Näherungsbrüche. Zwischen zwei auf einander folgenden 
Näherungsbrüchen gibt es keinen Bruch, dessen Nenner nicht grösser wäre, als die Nenner 
der beiden ihn einschliessenden Näherungsbrüche, d. h. wenn: 

Zn ^ A ^ Zn-^ 1 

so ist auch i) > iV„ + 1 > Nn^ 

Zusatz. Eider (§ 382) findet in diesem Satze die Lösung der von Wallis gestellten Auf- 
gabe, einen gegebenen Bruch bis auf eine gegebene Annäherung durch die kleinsten Zahlen 
darzustellen. 



in. Hauptstück. 

Nebennäherungsbrüche. 

Vorbemerkung. Die Nebennäherungsbrüche finden sich schon bei Huygetis und werden 
von Lagrange als „secundär" oder „intermediär" bezeichnet. 

1. Lässt man in dem Ausdrucke 11, 1.: 

Zfi^ 1 Znan -\- Zn^ \ 

An4-1 ^nan -\- ^n — 1 

worin die a = 1 vorausgesetzt werden (wahre Ent^vickelung I, 2.), die Grösse an nicht nur den 
Werth des unvollständigen Quotienten des Kettenbruches annehmen, sondern alle ganzen Zahlen 
a = 0, 1, 2, . . . a„, so erhält nian zwischen den beiden Näherungswerthen: 

-^ und ^ — , 

noch a„ — 1 neue Brüche, welche Nebennäherungsbrüche heissen und mit Ra'Sa bezeichnet 
werden sollen, so dass: 

Ra Z^a + Zn-\ 



Sa ^\a + Nn^,' 



IV. Convergenz der Kettenbrüche. J29 

3. Die Nebennäherungsbrüche sind irreduktibel wie die früheren, d. h. man hat: 

Zusatz. Auch hier ist also Ra^ Ra-i. Sa>5a-i. 

3. Zwischen zwei Nebennäherungsbrüchen gibt es keinen Bruch, dessen Nenner nicht 
grösser wäre als die der ihn einschliessenden. Nebennäherungsbrüche, d. h. wenn: 

80 ist auch D>S„+,>Ä„. (Vergl. H; 6.). 

4. Ebenso gibt es zwischen einem Nebennäherungsbruch und dem nächsten Näherungs- 
bruch keinen Bruch) dessen Nenner nicht grösser wäre, als die genannten Brüche, d.h. wenn: 

80 ist auch D > 5a > J^n. (Vergl. II, 6.). 

5. Entsprechend dem Satze in n, 6. hat man für die Differenzen: 

R„+, B„^ (—1)" . ^n -Ra^ ( 1)" 

Sa -hl Sa Sa Sa -\- 1 ^n Sa N^ Sa 

t 

Zusatz (1). Man kann also in der Reihe der Brüche, welche die Reihe der natürlichen 
Zahlen 1, 2, ... m zu Nennern hat, wenigstens einen mit dem Nenner y finden, der sich von einer 

gegebenen irrationalen Grösse x um weniger als — unterscheidet. (Dirichkt), 

Zusatz (2), Mit diesem Satze hängt auch der von Cauchy (Ex., 1826, I, p. 114) erweiterte 
J?hrey'sche Satz zusammen: Ordnet man alle irreduktiblen Brüche, deren Nenner eine gegebene 
ganze Zahl nicht übersteigen, nach ihrer Grösse, so haben je zwei auf einander folgende Brüche 
die Eigenschaft, dass ihre Nenner zu einander prim sind und dass ihre Differenz einen Bruch 
mit dem Zähler Eins gibt. Sind drei dieser auf einander folgenden Brüche dargestellt durch 

T- Ti^ T77» SO ist nach Farey. 

a + a __a^ 



ly. Hauptstück. • 

Convergenz der Eettenbrüche. 

Vorbemerkung. Eine abgeschlossene Convergenztheorie für Kettenbrüche bleibt noch zu 
wünschen. Ein Anfang dazu wurde gemacht von Stern in Crelles J. (Bd. 10, S. 365—375, und 
Bd. 37, 1848), der an letzterer Stelle auf Arbeiten Scfdömilcfis und Arndt's verweist. 

1« Ein unendlicher Kett^nbruch ist convergent, wenn die aufeinanderfolgenden Näherungs- 
brüche sich dem Werthe des Kettenbruches immer mehr nähern, d. h. wenn (11, 4.): 

lim L ^] ^ LlVLl'^L^^^- =. 0. 

\ -^n' -^tt X^ X^ . . . Xji 

Zusatz (1). Diese Differenz wechselt fortwährend daö Zeichen, wenn 'alle a positiv sind. 
In diesem Falle liegt also x immer zwischen zwei aufeinanderfolgenden Näherungsbrüchen, und 
zwar sind alle geraden (der 2te, 4te, u. s. w.) zu gross und alle ungeraden zu klein. {Legendre, p. 21). 

17 
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Zusatz (2). Aus obiger Definition convergirender Kettenbrtiche ergibt sich unmittelbar die- 
jenige divergirender, halbconvergirender, oscillirender Kettenbrüche. (Vergl. Theorie 
d. Reihen, I). 

2. Sind die unvollständigen Quotienten a die grössten in den vollständigen enthaltenen 

ganzen Zahlen, d. h. sind alle Quotienten ar'.Xr positive echte Brüche, so wird die Differenz a; - j^ 

immer kleiner, d. h. die Näherungsbrüche gerader Ordnung bilden eine fallende, die ungerader 
Ordnung eine steigende Reihe. Der Kettenbruch convergirt also in diesem Falle immer. 

Zusatz (1). Die Convergenz bleibt bestehen, wenn die a von einer bestimmten Stelle an 
sämmtlich negativ sind, so lange nur die Quotienten «r'^^r echte Brüche bleiben; nur sind in diesem 
Falle sämmtliche Näherungsbrüche ent^\^eder kleiner oder grösser als der Kettenbruch, bilden also 
nur eine fallende oder eine steigende Reihe. 

Zusatz (2). Sind alle a positiv und alle a von einerlei Vorzeichen, so kann der Kettenbruch 
nie unendlich gross werden, also höchstens convergiren oder oscilliren. [Stemj Grelle' b> J., Bd. 37). 

3. Convergenz-Criterium von Ä?ÄfeZ (Habilit. Schrift, München 1846) und Stern (CreUe's 
J., Bd. 37, 1848, S. 269): Der unendliche Kettenbruch üq + -^-t- convergirt dann und nur 

Ö^i "T . . . 

dann, wenn von folgenden beiden Reihen wenigstens eine di'^ergirt: 

«2 «2 «4 «2 «4 «6 

Dabei sind alle a als positiv und alle a von einerlei Vorzeichen vorausgesetzt. 

4. Ueber die Schnelligkeit der Convergenz oder über die Fehlergrenze gibt folgende 
Formel Aufschluss für den Fall, dass alle «=1 sind: 



Zusatz. Damit also ein irreduktibler Bruch A\D ein Näherungsbruch der Grösse x sei, 

sind folgende Bedingungen zu erfüllen: 

A 1 

Nothwendige Bedingung: x — -=^ << ± ^2- 

A 1 

Hinreichende Bedingung: x — ^^<;±^^-^. 

6. Ist -^ der letzte Näherungsbruch eines endlichen Kettenbruches, also der wahre Werth 
desselben, und setzt man die Nebennäherungsbrüche fort nach den Formeln 

Zm -\- Zm — 1 2 Zn "h ^w — 1 3 Z^, + Z^ — 1 . 

so convergirt diese unendliche Reihe ebenfalls gegen den wahren Werth des Kettenbruches. 

Zusatz. Die Convergenz der „wahren" Entwickelung lässt sich für die Näherungs- und 
Nebennäherungsbrüche geometrisch darstellen, indem man den unvollständigen Quotienten a als 
continuirlich veränderlich längs der Abscissenaxe betrachtet, und die entsprechenden Näherungs- 
und Nebennäherungsbrüche parallel der Ordinatenaxe aufträgt. Verbindet man die Endpunkte der 
Ordinaten, so erhält man zwei convergirende Curvenzweige, von denen der eine die Näherungsbrüche 
gerader, der andere die ungerader Ordnung darstellt, mit allen zwischenliegenden Nebennäherungs- 
brüchen. (Vergl. Serrety Alg., L no. 9). 
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V. Hauptstück. 

XTmkehrung und Symmetrie der Kettenbrüche. 

1. Definitionen: (a) Die Umkehrung eines Kettenbruches ist ein neuer Kettenbruch, 
in welchem sowohl die unvollständigen Quotienten als auch die Zähler in umgekehrter Reihen- 
folge auftreten. 

(b) Ein Kettenbruch heisst symmetrisch, wenn die Reihe seiner Partialquotienten 
symmetrisch ist, d. h. wenn die gleich weit von den beiden Enden abstehend-en Brüche 
einander gleich sind. 

2. Bezeichnet man den wten Näherungsbruch durch 






~ ttj (X2 • • • — ^ « — 1 

«0 «1 Öto CLn-l 

80 erhält man zwei Umkehrungen des gegebenen Kettenbruches und ihre Beziehung zu letzterem 
durch folgende Identitäten (vergl. Heine, § 64): 



Zn 



Zn— l 



CCn— l a„ _ 2 . . . . IC2 «1 

^*n — I ^n — 2 ^n — 3 (^i % 

an-] Cen-2 «:J CCo 

^n— l (in— 2 ^n— 3 ^ä ^h 



Zusatz (1). Ist also N„ — Zn-i, so ist der gegebene Kettenbruch gleich seiner ersten 

« 

Umkehrung, ist aber Nn-i ^ Zn. so ist er gleich dem reciproken Wertlie seiner zweiten Umkehining. 
Zusatz (2). Sind im ersten Falle alle a=i, so unterscheiden sich die beiden identischen 
EntWickelungen des Kettenbruches nur durch die Umkehrung der Reihenfolge der Nenner, der 
gegebene Kettenbruch muss also symmetrisch sein. Dasselbe gilt auch im zweiten Falle, wenn 
ausserdem 0^—0 ist. (Legetidre, p. 27). 

3. Wenn der rationale und echte Bruch Z:N der Bedingung genügt: 

N^ -f ( D" 

^ — ^ = einer ganzen Zahl, 

so ist seine „wahre" Entwickelung (I, 2.) ein symmetrischer Kettenbruch, so dass die Reihe der 
unvollständigen Quotienten 

^0 ^l ^2 • • • • ^ n — 2 ^^ n — l 

eine symmetrische Reihe bilden. 

Zusatz (1). Da vor der Entwickelung des Kettenbruches die Zahl n unbekannt ist. so 
kann man die Bedingung auch so schreiben 

JV»-t 1 

— ^- — einer ganzen Zahl, 

wo das obere Zeichen eine gerade, das untere eine ungerade Anzahl unvollständiger Quotienten 
voraussetzt. 

Zusatz (2). Eine gewisse Symmetrie findet zwischen zwei Kettenbi-üchen statt, wenn sie 
mit gleichen Quotienten schliessen. Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, dass 
zwei irrationale Grössen x und x' sich in Kettenbrüche entwickeln lassen, welche mit gleichen 
vollständigen Quotienten geschlossen werden können, sind 

ax ^h 

X — -- — — yy, ab -ha == =b 1 , 
a X -{- h 

worin die a.a\h,V positive oder negative ganze Zahlen sind. (Vergl. Svrrdj no. 10). 
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VI. Hauptstück. 

FeriodisQhe Eettenbrüche. 

Vorbemerkung (1). In diesem Hauptsttick soll der Kettenbruch in seiner Hauptform 
vorausgesetzt werden, wenn nicht das Gegentheil ei'wähnt wird. Viele Kettenbrüche dieser Art 
wurden summirt von D. BernouUi (N. C. Petrop., t. 20, p. 3 ss.). 

Vorbemerkung (2). Eine irrationale Grösse, welche die Wurzel einer quadratischen 

Gleichung mit rationalen Coefficienten ist, soll im Folgenden kurz als Irrationale zweiten 

Grades bezeichnet werden. Die andere Wurzel derselben Gleichung soll die conjugirte 
Irrationale heissen. 

1. Definition. Ein unendlicher Kettenbruch heisst periodisch, wenn die Reihe der 
vollständigen oder unvollständigen Quotienten von einer bestimmten Stelle an aus einer endlichen 
Reihe von Gliedern besteht, die ohne Ende wiederkehren (Serret, no. 20). 

Zusatz (1). Diese endliche wiederkehrende Reihe von Quotienten heisst Periode. 

Zusatz (2). Der Kettenbruch heisst gemischt oder rein periodisch, je nachdem der 
Periode noch andere nicht wiederkehrende Quotienten vorangehen oder nicht. 

Zusatz (3). Ein gemischt periodischer Kettfenbruch kann immer rein periodisch 
gemacht werden, indem man ihn =x setzt und dann beiderseits die reciproken Werthe nimmt, 
so oft als nöthig. 

2. Pundamentalsatz. Jede Irrationale zweiten Grades ist gleich einem 
periodischen Kettenbruch, und umgekehrt {Euler, § 378 — 380; Lagrange, Oeuvres, E, p. 593; 
Legendrc, p. 49 und p. 81). 

3. Entwickelung des Kettenbruchs. Die gegebene Irrationale sei 

was immer erreicht werden kann, ferner bezeichne a^ die grösste in x^ enthaltene ganze 
rationale Zahl, dann hat man für die vollständigen und unvollständigen Quotienten des Ketten- 
bruches die Formeln: 

E, + VÄ 1 , ,, . En + VA ,1 

X ^= = «0 H » uJ^d allgemem Xn — ^i = «n + 



wenn man zur Abkürzung setzt: 

En^= Dn-\0>n-\ En-\y D n = D« - 2 + (^n - l -^ En) an- Vi 

und D_i aus der Formel bestimmt: 

El+D^,Do^A. 

Darin sind alle En und Dn immer rationale ganze Zahlen, und, wenigstens vom 
Beginne der Periode an, positiv. {Serret, no. 18). 

Zusatz (1). Die Gleichung, deren Wurzel dieser Kettenbruch ist, ist offenbar 

DoX^ — 2EoX — D^i=0, 
und ihre Coefficienten sind rationale ganze Zahlen. 
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m 

Zusatz (2). Einfacher als diese „wahre" Entwickelung erhält man die folgende Euler'sche 
(§ 380): 

et et 

x^ — ax^= a\ x^= a -\ — = a -\ — .a. 

X a -\ h . . . 

a 

Pur den besonderen Fall «==1 hat Clausen (OreUe's J., Bd. 3, 1828, S. 87) diesen Kettenbruch 
durch die Anzahl der ä ausgedrückt. 

4. Ist der Kettenbruch rein periodisch, so hat die conjugirte Irrationale das entgegen- 
gesetzte Zeichen; gehen aber mehr als ein Glied der Periode voran, so hat sie dasselbe. 

Bezeichnet man die* conjugirten Wurzeln mit x und >, und entwickelt x und x' in Ketten- 

X \ 

brüche, so ist die Periode nicht nur der unvollständigen Quotienten a«, sondern auch die der 

Zähler J?„ + VA, und ebenso die der Nenner D„ der vollständigen Quotienten in dem einen 
Kettenbruche die Umkehrung der entsprechenden Periode im anderen, obgleich nicht inuner vom 
ersten Gliede an. 

Zusatz. Diese Zusammengehörigkeit der beiden periodischen Kettenbrüche als 
Wurzeln derselben Gleichung wurde von Gdoi^ entdeckt (Gergonne's Ann., t. 19). Vergleiche 
Legendre (Theorie des Nombres, p. 95) und Moehius [Grellen J., Bd. 6, 1830). 

6. Abgekürzte Berechnung periodischer Kettenbrüche: Entwickelt man die Irrationale 
zweiten Grades 

E+VÄ 

nach 2. in einen (periodischen) Kettenbruch und ist 

E' + VA 



X = 



B' 



ein beliebiger der vollständigen Quotienten, welche in der Ent>^ickelung von x periodisch wieder- 
kehren, so kann man die Periode (wie bei Decimalbrüchen) mit einem beliebigen Gliede beginnen 
lassen, also mit dem in x' enthaltenen unvollständigen Quotienten a^ und sie durch folgende 
Reihe darstellen: 

a, Ol Oj a»-i. 

Setzt man nun * 



öx-l 



und bezeichnet Z« : ^» denjenigen Näherungsbruch von x, zu dessen Berechnung n dieser Perioden 
benutzt wurden, also Zo : Nq denjenigen, welcher aus allen a^ vorhergehenden unvollständigen 
Quotienten gebildet ist, so findet man Z„ : Nn aus Zq : ^o durch folgende Formeln : 

Z„ = Z^u^ + [EZ^ — FNo) r, 
JV„ = NoUn + (DZo — ENo) v„. 

Dabei ist F bestimmt durch die Gleichung 

I^ DF=A, 
also identisch mit — D _ i in 3. Ferner 

E 8 

M, =r« ß^,; Vi =-g-,; 
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endlich w» und t;„ ergeben sich aus der Entwickelung und Trennung der rationalen und irrationalen 
Theile der Gleichung 

w„ - Vn y^ = (wi — f^i VäV- 

Zusatz (1). Wi und v^ und folglich auch w„ und i;„ behalten stets dieselben Werthe, von 
welchem a man auch die Periode beginnen lasse. Diese .Grössen sind immer ganze Zahlen oder 
Brüche mit dem Nenner 2. 

Zusatz (2). % und v^ haben dieselben Werthe auch für die conjugirte Irrationale 

E- Vä 



z = 



D 



Setzt man nun in den Formeln für w„, t;«, Zn, Nn die Grösse — n an Stelle von + w, so 
stellen Z_ „ : iV_ n die Näherungswerthe eines Kettenbruches dar, dessen Werth = ± 1 : ^ ist. 
Hiervon können jedoch die Werthe w = — 1 und n= -2 Ausnahmen erfahren. 

6. Entwickelung von Quadratwurzeln aus ganzen Zahlen. Setzt man in 3. E^ = 0, Do = 1» 
so erhält man Vä in einen Kettenbruch entwickelt, dessen Periode gleich nach dem ersten Quotienten 
beginnt. Die Periode der unvollstä^jdigen Quotienten schliesst mlt'^öo (di^ ^^r vollständigen mit 
Uq -h VÄ), während die übrigen Glieder dieser Periode eine symmetriScHe Reihe bilden. Die Zähler 
und Nenner der vollständigen Quotienten bilden periodische Reihen, deren Perioden in folgender 
Weise synmietrisch sind: 

. a^ i-VJ E^ + VÄ E^ + Vä E^ + Vä Oo + Vä 



A 



R 



D 



3 



J9i 



Zusatz. Einfacher als diese „wahre Enhvickelung" einer Quadratwurzel ist die folgende 
durch Substitution erreichbare, die sich nach CrütUher schon bei Luca Pacioli (Venedig 1489) findet: 

J(l -J- — — 

2a + . . . 

7. Abgekürzte Berechnung der wahren Entwickelung einer Quadratwurzel. Lässt man 
die Periode in der Entwickelung von VÄ mit ihrem letzten Gliede 2ao beginnen, setzt also nach 5. 






SO ist ähnlich wie dort 



Zn-NnVÄ=(Zo -^N,VAy^\ 



woraus man durch Trennung der rationalen und irrationalen Theile den Näherungsbruch Z« : Nn 
findet, zu dessen Berechnung sonst n Perioden nöthig wären. 

Zusatz. Die erste Tafel zur Berechnung der Quadratwurzeln mittelst Kettepbrüchen 
wurde von Etiler (N. C. Petrop., t. 11, p. 39) berechnet, und theilweise abgedruckt in Lagrange's 
Additionen zu Etder^s Algebra (Lagrangcy Oeuvres, t. 7, p. 84 ss.). Sie gibt für die Quadratwurzeln 
der natürlichen Zahlen von 2 bis 120 die Nenner des Kettenbruchs. 
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Vn. Hauptstück. 

Entwickelung von Funktionen und Reihen in Eettenbrüche. 

Vorbemerkung. Die Darstellung bestimmter Integrale durch KettenbrUche gehört in 
die „Mechanische Quadratur". (Gauss, Werke, EI). 

A. Funktionen. 

1. Die zu entwickelnde Punktion sei dargestellt durch 



y(a;) = 



Uq tlj .... 

XX,... 



X 

X 



worin Oo = 1 gemacht werden kann und hier vorausgesetzt wird. 

(a) Man bestimmt zuerst den wten Näherungsbruch ^, und zwar den Nenner aus 

wo P" die „Zugeordnete der Kugelfunktionen erster Art" bedeutet (Heine, § 47), und den Zähler, 
indem man ^(x)P'^(x) nach Potenzen von x entwickelt Denn es ist 

WO Zn eine ganze Funktion vom Grade (w - 1) und Rn eine gebrochene Funktion vom Grade 
— (n -|- 1), der sogenannte wte Rest ist. 

(b) Aus den Z und N findet man die a, also den Kettenbruch selbst, mittelst der Formeln: 

^1=1, Z2 = X\ .... Zn = xZn — 1 - dn — l Zn — 2 » 

Ni=X, N2=X^ —ai, Nn—XNn-i ~ an-lNn-2' 

• « 

Zusatz. Borchardt (GreUe's J., Bd. 48, Werke, S. 33) hat die Quadratwurzel aus einer 
ganzen Funktion von geradem Grade 

g)(x) = (x- «i) (x — a2)...(x- a^,) 

in einen Kettenbruch entwickelt 



V^(a:)=ro + ^ 1 



1_ 

. 4- _ 

V9 -h rn 



2Vn-t + 77= ' 



und die Bestimmung der Funktionen Sn und r„, auf welche sich diejenige der vollständigen 
Quotienten zurückführen lässt, von einem ^terschen Integral abhängig gemacht, dessen Nenner 
eben diese Quadratw^urzel ist. Borclmrdt bezeichnet seinen Satz als Verallgemeinerung eines 
JocoW sehen Satzes (Grelles J., Bd. 7, Werke, Bd. I, S. 327), in welchem (p nur vom 4ten Grade, 
und folglich das Integral ein elliptisches ist. 

2. Der folgende besondere Fall wurde, von Gauss (Werke, Bd. m, S. 134 £F.) behandelt: 

1 X + 1 

Es sei: y =r-lg -. Nach der Bezeichnung in 1. findet man 

£ j(/ 1. 
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^» - 1 . 3 ... (2» - 1) ,=0 (2»- + 1) (n r) "*^ ^'*^'' '^•' ~ "*^^ ^^^ "" 1 • 3 . . . (2m - 1) ^ ^"^^ ' 

P _ 1 '2 » „^ , . _ n-n _ 

"""~1.3....(2»~ 1) ^ ^^^' '*•' ~ (2« - 1) (2m + 1)' '**-^' 

worin P" und Q" die Kugelfunktionen bezüglich erster und zweiter Art bezeichnen (s. Reim 
§§ 4 und 22). 

Zusatz. Andere Beispiele fllr die einfacheren transcendenten Funktionen finden sich bei 
Euler (§§ 369 — 370), Lagrange (Oeuvres, IV, pp. 315 — 323) und Gauss (a. a. 0.). 

3. Einen für die Naturgeschichte merkwürdigen Fall bildet die Entwickelung des goldenen 
Schnittes. Theilt man nämlich eine Linie nach dem goldenen Schnitte und setzt das kürzere 
Stück = X und die mittlere Proportionale =1, so erhält man für die Verhältnisse der beiden 
Stücke zur ganzen Linie 1 -h a; die beiden Entwickelungen : 

1 1 , 112 3 5 



l+a:~l+^ ' rr2'3'5'8'*' 

sc , 112 3 

1 -x; 



1 +x~ ' • 2' 3' 5" 8 

Zusatz- (1). Diese Näherungsbrüche findet man in der Pflanzenwelt in der sogenannten 
Blattstellung (Verhältniss der Windungen um den Stengel zur Anzahl Blätter) und in der Thier- 
welt, besonders unter den Insekten, sehr häufig vertreten. Vergl. Heis (Sammlung, 1882, S. 313) 
und Pfeifer (Der goldene Schnitt, Augsburg 1885). / 

Zusatz (2). Die Proportion des goldenen Schnittes spielt schon bei Eudid (11 Buch, 11. Propos.) 
eine Rolle, obwohl nicht unter diesem Namen. Ijuca Pacidi behandelte ihn unter der Ueberschrift: 
„Divina Proportione" (Venedig 1489). 



B. Beiheu. 

4. Die Reihe sei dargestellt durch die beliebigen Grössen Ä, B, . . . mit wechselndem 
Zeichen, und der gesuchte Kettenbruch durch die unbekannten Zähler a, ß, ... und Nenner 
a, b, . . . , so dass : 

x = Ä- B + C D + ...=:r . ß 

c + 



Dann findet man für die Zähler des Kettenbruchs nach Euler (§ 367): 

ÄG'cd 



a =^ A'b, Y 



{A B)(B -cy 



B-hc BD -de 

^ ~ A -B' (B C)(C -D)' ' 

während die Nenner b, c, . . . beliebig gewählt werden können. 

Zusatz (1). Setzt man die Glieder A, B, C, .... als ganze Zahlen voraus, so kann man 
die Nenner folgendermassen wählen: 

b=l, c'=A B, d = B -a e=:G -I). ..., 

+ A -B + jf^ BD 

^ ^ + C—JD + etc. 



• Jf 
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Zusatz (2). Für die „wahre" Entwickelung des Kettenbruches in seine Hauptform ist 
folgendes Rechnungsscheraa von Stampfer (Iferr's Lehrb. d. H. Mathem.. Wien 1072) vortheilhaft: 



X :=^ A - 5 +• C — /) + . . . ■-■■■- r 1 



d + . .. 



B 


Bb --= a, 






a 


Cb - «, 


a^c -B ßi 




n 


m = «3 


«3 C (J — /Jo 


ß^d 


• 


• • • 


• • • • 


• • 


-i 


A 

C - — 

«1 


"Si 


e - 






etc. 



5. Ist die Reihe dargestellt duroh die Brüche: 



l 



1 1 



"^^ A B^ (J 



7) 



+ .. 



b + ^ 



r 

d + 



so bat man nach Ikder (§ 369) für die Zähler: 

b ' B'-' cd 



" = Ä- 



ß-=-- 



A 'bc 



d 



(B- A)(V JiV 
(r-de 



etc. . 



B A' " (0 B){i) cy 

während die Nenner wieder beliebig gewählt werden können. 

Zusatz (1). Setzt man b — A.c. — B A. d^C B. e— D 



a 



so kommt: 



1 

X -: ■ -7 

A + 



J* 



B A + 



B* 



G B + 



(J^ 



J) (J+ etc. 
Zusatz (2). Für Theilbruchreihen erhält man also: 



1 



1 



+ 



1 



t 



1 



AB ' ABC AB(JI) ^ • ~' A + ~^-r B 

ji . 1 j 

C 



'^' D " 1 -t- etc. 



6, Bei der allgemeineren Potenzreihe: 



A B y C tf* I) f 

'/• - — ^ 4_ _ !i_ ....'La. 

L M js^ "^^'-^ ^* -* ^ • 



J.1 A, 










^y • • • • 

hat man für die Zähler des Kettenbruohes nach FAiUr (§ 372) folgende Bedingungen: 

ACM^'cdyz 



AB BLhcy 



"- . etc. 



(.4 Mz BLy) (B Xz CMy) 

Zusatz. Für die willkürlichen Nenner macht FmIcv (§§ 372 — 373) besondere Annahmen 
und gibt dann die vollständigen Entwickelungen des Kettenbruches. 

7. Methode von trauss^ (Werke, Bd. HI. S. 134— 13S) nebst Umformung nach Heilermann 
(OreUe's J., Bd. 33, S. 174 ff.): 

Bedeutet F die Gra?/Ä.9'sche hypergeometrische Reihe, so hat man (in der Darstellung von 
Heine. Kugelfunkt.. § 67): 



F{cc. ß, r^ ^) 



fyyJU » 2 *^ • • • 

11 1 ... 



F{a, /?+ 1, r + 1,^) 

(a + n 1) {y + n 



(\ 






' 1 i/ '2 .'/ - r j ('4. y 



<5 



^2n-l — 



1) 



(r + 2n 21 (r - '2n 1) 



r.i 



(ß * ff){r - '' «) . 



Jn 



ir - 2n 11 (r ^ 2/i) 



; // 



^G 



X 



IS 



tt JU Co «* 

l 1 1 



• • • 
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Sr»tzt man fi. 1 , so wird der Nenner i»'!«, 0. / - 1,-«) — 1. und man erhält !''(«. 1./. ^) 
in pinr'n KVttonbruch ontwickelt. Setzt man aber ß- 0, so wird der Zähler = 1 und man erhält 
\:F{i(,\.y • 1.^) entwickelt. Nimmt man den reciproken Werth des letzteren und schreibt 
y statt 7^ • 1. so kommt 

I 1 1 1 . .. 1 y ^1 ^2 2^ ^3 C,X 

[et \- u IX;- i- // 2) . _ n (r ^ i ) a 1) . _1 

'*-" ' (r f 2u 'M (r 4- 2n 2)' ""'" ~ (y + ~2n 2) [y -\- 2n 1)' ^ "' x' 

Zusatz (1). Setzt man hierin ;'. — 1. a - n, so erhält man die Binomialreihe (1 -x)" 
in f»in(Mi Ketfenbriich entwickelt. 

Zusatz |2). Nach Gauas (S. 185) sind diese Entwickelungen so allgemein, dass kaum eine 
Kettr»nbruchfMitwickf4ung fillherer Analysten gefunden werden kann, welche nicht in denselben als 
besondrerer Fall enthalten wäre. 

8. Methode von Ilchie (Kugelfunkt., Zusatz (gl, S. 284). Bedeutete/ die hypergeometrische 
K(Mh(* von Heine (s. d. Abschnitt Theorie d. Reihen, V, 16.). so hat man 

■ ■ 

ff («, [i. y, 7, x) 

if(ayß -h 1./ + i,q,x)~~ 

Zusatz (1). 'Heine gibt als Fehlergrenze des nten Näherungsbruches die Formel: 

woi'in das vierte Glied q und das fünfte x als selbstv'erständlich ausgelassen sind, und /' durch 
di(» beiden Formeln bestimmt ist 

A« - y (a f w, ß + n,y ^ 2w); A» ^ i " ?(« + ^', i^ -r w -r 1, r + 2w + 1). 
Zusatz (2). Diese Darstellung aufsteigender Potenzreihen durch Kettenbrüche wurde 
von Ihiukel (SrhIömiMis Zeitschr., Bd. 7, S. 338) auf absteigende Potenzreihen ausgedehnt. 

0. Die umgekehrte Aufgabe, einen gegebenen Kettenbruch in eine Reihe zu entwickeln, 
wurd(^ von Kuler (^ 3()3) gelöst wie folgt: 

Ist ./• r/o f - «i und .— der nie Näherungsweith, so ist 

(t^ r • ' ' 

*' "o ' V A^ X'' V ' V V * * ' ^ V V I • • • 

Zusatz. Eine mit dieser umgekehlten Aufgabe verwandte Entwickelung besteht darin, 
nicht den Kettenbruch selbst, sondern seine Näherungsbrtiche in Reihen zu entwickeln. 
Haue hat die Näherungs-Zähler und Nenner der beiden oben in 7. und 8. erwähnten Kettenbrüche 
in hypergeometrische Reihen derselben Gattung entwickelt, aus denen diese entstanden smd. Da 
die Form<»ln füi* die* Näherungsbrüche gerader und ungerader Ordnung verschieden sind, so gibt 
es vier für j<mI(mi Kettenbruch. Dieselben finden sich entwickelt und bewiesen in den Zusätzen (a) 
und lg) auf S(*it(» 2S1 28.') seines Handbuchs der Kugelfunktionen. 
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Vni. Hauptstück. 

Eettenbrüche höherer Ordnung. 

Vorbemerkung (1). Die Kettenbrtiche zweiter Ordnung wurden aufgestellt von Fürstenau 
(Programm, Wiesbaden 1872), der an eine nachgelassene Schrift Jacobis (CreUes J., Bd. 69) 
angeknüpft hat. .. 

Vorbemerkung (2). Die folgende Darstellung schliesst sich an den Bericht GüntJters 
(Grunert's Archiv, Bd. 57) über die erwähnte Abhandlung an. 

1. Betrachtet man die gewöhnlichen Kettenbrtiche als von der ersten Ordnung, so hat 
man bei jenen zweiter Ordnung zwei Grössen nach Quotienten zu ent^vickeln: 

y zr. ao -h ^, ^1 rrz a^ + J, ^2 =zr a^ 4- ^, . . . 

!/i Vi !/d 

— 1 1 . _; , 1 _ ; _. 1 

X — 0(^ -f- , X^ — Ol -j- , X2 — - t?2 I ' .... 

yi Ui 1/3 

worin aber die unvollständigen Quotienten a und b als die grössten in x und y enthaltenen 
ganzen Zahlen vorausgesetzt werden. Man erhält dann die Kettenbrüche zweite^ Ordnung 
durch aufeinander folgende Substitution: 



y^«o + 



tto -f . . . 



1 



«1 + 



h + . . . ' 

Cc») ~p . . . 



^• 



'0 



«1 + 



b^ ■\- . . . 

«o -f . . . 



2. Die Näherungsbrtiche von y und x erhält man aus diesen Kettenbi-tichen. indem 
man durch verticale Striche die späteren Brüche abtrennt, z. B.: 

y = %, =r «0 + — ' ^tc; x — b^, — b^ -\ , etc. 

Bezeichnet man die wten Nähenmgszähler von y und x mit r„ und X„ und den gemein- 
schaftlichen Näherungsnenner mit i\r„, so befolgen alle drei Recursionsformeln, die man 
symbolisch in eine einzige vereinigen kann: 

(X, r, jv^)„_^,=r(x y. .Y)nan-M + (x y, .¥)„_,/.„,, + (x. r;.Y)n-2. 

3. Der obigen Formel in IL 5., nämlich 
entspricht jetzt die folgende Beziehung: 

-< »■ w -j- 1 -^ n -^ *- n 
V A7 V 



= (-l)2C + '):- + 1. 



4. Der Painvin'&chen Darstellung durch Determinanten (s. oben 11, 3.) entspricht die 
EntWickelung für die Zähler: 



X,= 



K 


1 





c» . . 


. 




«0 


/>, 


1 


. 


• 


. 


-1 


«1 


h. 


1 . . 


. 




1 


«1 


h 


1 . 


• 


. 





1 


«2 


/., . . 


. 


, Tn - 





1 


lU 
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• 





• • 




• • 




• • 




• • • 

. . 


• • 




• • 




• • 




• • 




• 




• • 


■ • 
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mit dem gemeinschaftlichen Nenner 



iV^n- 



»l 


h 


1 


. 


. . 


-1 




h 


1 


. . 




• • 


1 

• 

• • 


«3 

• 


^4 

• • • ■ 


, . 

• ■ 







ön 



5. In der Theorie der Kettenbrüche ^ter Ordnung, die von Fürstenau nur angedeutet 
wurde, hat man p Grössen nach Quotienten zu entwickeln: 



jr — — «■ 

•*- ^r • • • -^ jy 



X z 

Die 7?ten Näherungsweithe ^, . . . ^befolgen Recursionsformeln, die man, ähnlich wie 
oben in 2., symbolisch in die eine zusammenfassen kann: 



(X, . . . N)n = (X, . . . iS^n-l Ol« + (X jN)n-2a2n + . . . + (X, . . . iV)n-j)-l «p 

WO die a mit doppeltem Stellenzeiger die unvollständigen Quotienten bezeichnen. 
Der obigen Determinante in 3. entspricht jetzt die allgemeinere: 



4- l,n, 



^\ -^ M — 1 



• • 



Zn—i 



( - 1)''". 



IX. Hauptstück. 

Die aufsteigenden Eettenbrüche. 

Vorbemerkung (1). Die spärliche Literatur über aufsteigende Kettenbrüche findet sich 
in einer Abhandlung G-äntJier's {ScUöniücK^ Zeitschr., Bd. 21, S. 178, 1876), der namentlich auf 
Lagmngc (J. de T^cole Polyt., cah. 5, p. 93) verweist. 

Vorbemerkung (2). Heis (Aufgabensanmil., § 102) hat die aufsteigenden Kettenbrüche zur 
numerischen Auflösung algebraischer Gleichungen benutzt. 



fc 4- — 
1. Der aufsteigende Kettenbruch -^ a^ 



62 + • • • 



hat die Näherungswerthe 



iA = ^, allgemein: JL»^ i>"- «" + ^" . 

C[x Öfi ° qn qn-\ an 

» 

Zusatz. Es ist also der nie Näherungsnenner einfach 



gn = «1 «2 . . . a«. 
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2. Näherungszähler und Näherungsnenner lassen sich in Determinantenform als so- 
genannte „Continuanten" dai'stellen (s. oben U, 3.) 



Pn = Q 



b, -1 

«2 *l + ^2 ' —^F 



• • 

















a„6n_i + b„ 



9n — Q 



a, - 1 

- fli b^. a^bi + b^, 6, 

- a* fts . <hh + bx 



• • • 

















anbn-i + h, 



wo zur Abkürzung steht q = (b^b^ , . .bn-i)~^. 

Zusatz. Man hat also, ähnlich wie oben (EL. 3.) pn 



b -^ 



3. Nach n, 3. lässt sich der Quotient der beiden Continuanten in einen absteigenden 
Kettenbruch entwickeln : 

(In «i - 



a, K 



a^bi + b^ ' etc. 

Zusatz. Diese beiden (auf- und absteigenden) Kettenbruchent^vickelungen sind nicht nur 
einander gleich, sondern, nach Gihifher's Ausdiaick (a. a. 0. S. 189), auch äquivalent, indem auch 
ihre wten Näheiaingswerthe einander gleich sind. . 



VTI. ^bsctinitt. 

Theorie der Differenzen und Summen. 

{Euler's Calc. Diff., P. I, H; Lacroixs Trait6; ÄrbogastS Derivat.; 2foo?c's Fin. Diff.) 



I. Hauptstftck. 

Differenzen und ihre Symbole. 

• 

Vorbemerkung (1). Die ersten Differenzentafeln seheinen von Montan benutzt worden 
zu sein in seinem Werke Observationes Diametrorum Solis et Lunae, Lyon 1670 (vergl. Lagrange, 
t. V, p. 664). Doch findet Lagrange (t. VII, p. 536), dass schon Briggs bei Berechnung seiner 
Tafeln sich einer Differenzenmethode bediente, die später von Cotes in seiner Canonitechnica, sive 
Constructio Tabularum per Differentias verallgemeinert wurde. Die Methode wurde dann durch 
die Newtm^ohe Interpolationsformel verdrängt. Als Begründer der Differenzenrechnung wird Taylor 
(Methodus Incrementorum, Londini 1717) bezeichnet, dem dann Simpson (1740) und Stirling (1749) 
gefolgt sind. 

Das erste ausführliche Werk über Differenzen und Summen ist das von Etder (Petrop.. 1755), 
das bedeutendste nach ihm das von Lacroix (Paris 1800). der alles Vorhergehende, namentlich 
auch die Abhandlungen von Lajylace, zusammenfasste. 

Vorbemerkung (2). Symbolik im weitesten Sinne bedeutet die Zeichensprache der 
Mathematik überhaupt. Ihre Bedeutung in der Analyse ist von Euler wiederholt ausgesprochen 
worden (z. B. N. C. Petrop., 1754—55, t. V. p. 165). Im engeren Sinne bedeutet sie den Gebrauch 
eines Operationszeichens im übertragenen, ungewöhnlichen Sinne, wie z. B. Exponenten als Stellen- 
zeiger (s. Catic/iy, Resumös, 1833, p. 101). In diesem Hauptstücke soll sie aber im Besonderen die 
Trennung des Operationszeichens von der Punktion oder dem Argumente bezeichnen, wie 
sie sich in den Werken von Lagrange, Laplace, Lacroix und Anderen findet. Arhogast scheint der 
erste gewesen zu sein, der diese Trennung auch in der Schreibweise folgerichtig durchführte, 
unter dem Namen „Methode de Separation des Echelles d' Operations (Vorrede zu seinem Calcul, 
p. Vm). Brisson (1821 und 1823) ist nach dem Berichte Caiiehys (Ex., 1827, H, p. 159) noch einen 
Schritt weiter gegangen, indem er beliebige Punktionen der Operationszeichen 7) und ./ durch 
Fourier'sche Integrale darstellte. 

Vorbemerkung (3). Die von Arhogast angewandten Symbole finden sich in .seiner Tafel 
(p. XXI) zusammengestellt und werden als Charakteristiken bezeichnet. Hier sollen nur diejenigen 
erwähnt werden, welche auch von späteren Mathematikern gebraucht wurden, wie: 

J, ^, ^-^^. D-'r= r E = e^. 

Die Bezeichnung der Umkehrung einer Operation durch den Exponent - 1 über dem 
Operationszeichen und der rfachen Wiederholung einer Operation durch den Exponenten r sind 
in dieser Symbolik vollkommen begründet. 



-.^i 
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A. Bezeichnungen. 

1. Endliche Differenzen werden bezeichnet durch // und sind definirt durch: 

^f(x, y, . . .)— f(x + Jx,y ^ ^y, . . .) — f(pc, y ). 

Zusatz (1). Die wiederholten oder höheren Differenzen werden bezeichnet durch JJ = J^, 
u. s. w., folglich ist auch ^"•^ = ^"• + ^ 

Zusatz (2). Aendern sich nicht alle Veränderlichen von /', so nennt man die Differenz 
partiell. So bedeuten ^/x, -^/y. ... die partiellen Differenzen nach x, y, u. s. w. 

Zusatz (3). Die entgegengesetzte Operation von J wird mit 2 (oder ^~^) bezeichnet, 
so dass die beiden Zeichen sich tilgen, indem, abgesehen von einer Constante, 2Jf(x) ==f{x), 
(Eukr, 1. cap., pp. 22—23). 

Zusatz (4). Entsprechend dem Zeichen J für die „Differenz** schlägt Oettinger (Grunert's 
Archiv, Bd; 13, S. 40) das Zeichen ^ für die „ Zunahme "* vor mit der Definition: 

^f(x) -^ f\x + h) + t\x) 

« 

und wendet dasselbe besonders auf Reihen mit wechselndem Zeichen an. 

2. Das Exponentialsymbol: 



^A^^,ÄZ)^ V* 2) 



r 
^" r 



r! 

bedeutet nach dem Taylor ^ohen Lehrsatze eine Vergrösserung des Argumentes x um /1x^=h, 
80 dass, wenn ^u^^=:%i^^^ - u, ist auch {Arhoyast, no. 399) 

und folglich durch wiederholte Anwendung 

/;ä» = (1 + ^)« oder A«Z>» = [lg (1 + ^)]'», und ^« = {E^ 1)". 

Zusatz (1). Bezeichnet man .mit //' den Zuwachs von ti, wenn x um h' wächst, so hat 
man (Lagrange): 

1 + J' z= E^' =r (1 + ./)Ä, also ^'« =: [(1 + ^iy - 1]«. 

Zusatz (ö). Setzt man in obigen Formeln n negativ, so hat man (Lacroix. § 915): 



1 f 1 



1 
A'*J [lg(l+^/)]"' " "(-£'* 1)" 



Zusatz (3). Bei lioolc (p. 78) findet sich das weitere Symbol 

7> lg (1 + ^) d.r \ 2 12 24 i 

\ind (p. 73) die folgende für Umformungen vortheilhafte Formel 

3. Für mehrere Veränderliche hat man die Symbole (Lactaix, § 869 und § 929): 

1 + ,/,.,/^.^*^.-^ ••=.(1 +j,){i +J,).., 

./» =. (r"^^-^ - ir = [(1 + .y,) (1 + ^,) . . . - 1]«. 

Zusatz (1). Setzt man u negativ, so geht ^i" über in 2"**. 

Zusatz (2). Mit Hilfe dieser Symbole erhält man die Differenzen von Produkten, 

Quotienten, u. s. w. J(u-r). -^ - u. s. w. 
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4. Die „erzeugenden Funktionen" von Lajjlace (Paris. Mem., 1779, p. 207, und Theorie 
d. Probabilit^s, liv. I) bilden eine von der obigen verschiedene Art symbolischer Rechnung. Ist 
nämlich (p{t) = luj', so heisst tp die „erzeugende Funktion" von u^, Haben y', y" . . . dieselbe 

Bedeutung in Bezug auf u\ u" so ist das Produkt y • y' • y" . . . die erzeugende Funktion 

von U'v/ 'u" . . . 

Zusatz (1). Also ist auch t^'ifif) die erzeugende Funktion von Ux-n. wo n positiv oder 
negativ sein kann, ebenso ist: 

U — ij (f>{t) die erzeugende Funktion von ^'*t*x, 
|i-lj~%ft) „ „ „ . -:?'*«*.. 

Zusatz (2). Durch Entwickelung der Potenzen j- - ij beweist Laplace viele bekannte 

Sätze über Differenzen und Summen auf neue Weise. Lacroix (§ 1033) ist der Meinung, diese 
symbolische Rechnungsweise verleihe der Theorie mehr Einheit und verdiene als neuer Zweig der 
Mathematik ausgebildet zu werden. Bode (p. 276) hingegen schreibt ihr nur mehr eine geschichtliche 
Bedeutung zu, weil sie die Entwickelungen eher erschwere. Lacroix gibt die Methode ausführlich 
in seinem zweiten Kapitel, Bode mit Auswahl an verschiedenen Stellen. 

Zusatz (3). Abel (Oeuvres, 1 11, p. 77) hat den Laplace ^chen Begriff der erzeugenden Funktion 
von Summen auf Integrale übertragen. 

B. Sät^e. 

5. Durch Entwickelung obiger Symbole nach dem binomischen Lehrsatze erhält man die 
Newton ^otien Grundformeln der DifTerenzenrechnung, wenn man Kürze halber ^o: = A = 1 setzt 
(s. Theorie d. Reihen, m, 3. und 4.): 

Bricht man die letztere Formel nach dem mten Gliede ab, so ist das Restglied 

JR« =rz (n - m) j^ j J%Mx ^ nö , 

wo u' die erste Ableitung von ?* und ö einen ächten Bruch bedeutcit. 

Zusatz (1). Setzt man n^=^h\Jx, so geht di'e Neioton^ohe Formel für Ux + n über in die 
ursprüngliche Form der Taylor ^ohen Reihe (Method. Increm., Theor., HI). Andere Formen des 
Restgliedes finden sich bei Bode (p. 148), CreUe (J., Bd. 22), Caque (Lwuvüle's J., 1845, p. 379) und 
in" Grunerfs, Bearbeitung dieser Abhandlung (Archiv, Bd. 8. S. 166). 

Zusatz (2). Ist speciell Uj^—x"^, so hat man 

^/«A«»— i( - 1)»- rj (^ + /i - r)~. 

Entwickelt man diese Reihe nach Potenzen vort x. so erkennt man mit Hilfe des Satzes (s. Theorie 
d. Combinationen. V, 4.): 



i( l)'-r|r'===0 für Ä<w, 



dassdie höchste Potenz a;"-" sein wird, dass also die mte Differenz constant ist. Es liefert also 
jede ganze rationale Funktion mten Grades eine arithmetische Reihe wter Ordnung. Die 
vollständige Entwickelung der Reihe findet sich bei Etüer (Calc. Diff., I, § 15) und Cauchy 
(Ex., 1828, in, pag. 148 — 159) mit Beispielen für negative und gebrochene m, und eine Dar- 
stellung von J'^x^'^ durch bestimmte Integrale bei Caiwhy (J. de T^cole Polyt, cah. 28. 
p. 200. 1841). 
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Zusatz (3). Die Differenz -^'*^* f\XT Xo = bildet nach Blissard (Quart. J. of Math., vol. 8, 
p. 85 und vol. 9, p. 82) eine eigene Klasse von Zahlen. Man hat zu ihrer Berechnung die 
Recursionsformel (s. Boöle, p. 28, und oben Theorie d. Combinat., n, 5. (b)): 

Eine Tafel derselben bis J^'^O^'^ findet sich in HerscMs, „Examples" {Cambridge 1820). Da 
jedoch ^*0"* immer durch n ! theilbar ist, so hat Grunert (ereile's J., Bd. 25, 1843, p. 279) eine 
Tafel für ^*0":i7(n) bis n = m=:V2 berechnet, die später von Cayley (Cambridge, Phil. Trans., 
vol. 13, 1881, p. 1) bis m = n = 20 erweitert worden ist. 

Zusatz (4). Beispiele flir irrationale und transcendente Wx liefert Euler (Calc. 
Diff., I, § 21). 

6. Differenzen und Differentialquotienten erhält man durch einander ausgedrückt 
aus dem Symbole ^- = (J5 - 1)^ (Euler, Calc. Diff., n,%iap. 3; Bode, p. 24—26): 



^J-x''^'' 



j^u^=2 - — Ji_-2)»H-'-u^. 
r=o(» + r)\ 

r=() r : 

worin nach der Entwickelung a^o = zu setzen ist. 

Zusatz (1). Das Symbol ^''xl'^'' findet sich oben in 5. (3). Euler gibt an Stelle der 
symbolischen Bezeichnung die weitläufige Reihenent\vickelung. 

Zusatz (2). Die erste Formel folgt unmittelbar aus der conjugirten Form der Maclaur in sehen 

Reihe (s. Theorie d. Reihen, VI, 4. (5)). wenn man dort f'(x) = (e'' ly, also /'(— J = ^« setzt. 

Für n=^ 1 stellt sie die gewöhnliche Form der Madaurin sehen Reihe dar. Lacroix gibt eine Er- 
weiterung derselben flir den Fall mehrerer unabhängig Veränderlichen x, y. z, . . . (§ 865), so wie 
für den Fall, dass die Differenzen /ix, Jy, . . . nicht constant sind (§ 870—872). 



II. Hauptstück. 

Summenrechnung. 

Vorbemerkung (1). Lacroix (§ 897) bezeichnet die Summe einer Reihe als Integral, 
weil sich' die Differentialrechnung als Specialfall der Differenzenrechnung betrachten lasse, llothe 
nennt Reihen überhaupt „Combinatorische Integrale" („Erfunden und dargestellt u. s. w. von 
Bothe'', Nürnberg 1820). Lagrange hingegen (Calc. des Ponct., Lee;. 19) bezeichnet die Aehnlichkeit 
beider Theorien als bloss scheinbai*, indem in dei* Differenzen- und Summenrechnung nur ver- 
schiedene Werthe derselben Funktion in Reihenform auftreten, während in der Differentialrechnung 
Eigenschaften der Funktionen im Allgemeinen betrachtet werden. 

Vorbemerkung (2). Ueber Summenrechnung sind nur wenige allgemeine Sätze bekannt 
(Lacroix, §898), die sich meist nur auf Potenzreihen erstrecken. Dafür ist das Feld der besonderen 
Fälle so weit, dass nach EtUer (Calc. Diff., II. § 193) die vorhandenen und noch erdenkbaren 
Methoden in mehreren Bänden nicht zu fassen wären. Eine Tafel der bekannten Summen wäre 

11) 
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ebenso wünschensvverth, wie die Integraltafeln von de Haan. Anfänge dazu finden sich in ClarJcs 
Summation of Series als Anhang zu seiner Uebersetzung von Lorgna^ Spec. de Seriebus conver- 
gentibus (London 1779) und in Caialans Traite 616m. des Series (Paris 1860). 

Vorbemerkung (3). Die Methode der Reihenentwickelung nach Fakultäten in der 
Summenrechnung, entsprechend derjenigen nach Potenzen in der Integralrechnung, ist noch wenig 
entwickelt und führt meist auf divergente Reihen. Besser gelingt meistens die Entwickelung nach 
Differenzen und DifPerentialquotienten. 

Vorbemerkung (4). Alle Summenformeln convergiren besser, w^enn man die Anfangs- 
glieder unmittelbar zusammenzählt und die Formel erst auf die späteren Glieder anwendet {Euler, 
Calc. Diff.. n. § 10). Die numerische Berechnung des Fehlers für specielle Reihen, namentlich 
für Potenz-, Exponential- und logarithmische Reihen, wurde untersucht von Poncdet (Grelle' s J., 
Bd. 13, S. l). 

Vorbemerkung (5). Ein oft angewandter Kunstgriff bei Summirungen besteht darin, die 
gegebene Reihe erst zu differentiiren oder zu integriren. Eine Menge von algebraischen und 
transcendenten Reihen, die auf diese Weise behandelt sind, finden sich bei Moivre und Etder, in 
Landen s 5tem Memoir (Math. Mem., London 1780) und bei Lacraix (§§ 1058 — 64). Das ganze 
Werk von Lorpm (Spec. de Ser. converg., Verona 1775) besteht in der Anwendung dieser Methode 
auf besondere Fälle. Sürling sucht in seinem Tractatus die Summation oft durch Differential- 
gleichungen zu bewirken. 

Vorbemerkung (6). Summen, deren Glieder mit fortschreitenden Binomialcoefficienten 
multiplicirt sind, wurden behandelt von Werner in Grunert's Archiv (Bd. 22, S. 264). Daselbst 
(Bde. 41 und 43) findet sich auch eine weitläufige Abhandlung über Reihensummirung von Knar, 
gegründet auf die Betrachtung harmonischer Reihen. 

1. Definition. Die Funktion v^ ist ein „endliches Integral" von u^. wenn Jvx = Vx-i-i—Vx^Ux. 
woraus folgt, dass man dem Integrale Vjc = 2ux eine Grösse ü hinzuzufügen hat, w eiche der 
Bedingung genügt JC—0, also constant bleibt, während x um Jx wächst. 

Zusatz (1). Obige Definition erfordert, dass 

nur bis w^_i einschliesslich gehe, während der Zeiger a W'illkürlich bleibt. Soll die Reihe auch 
noch das Glied Ux einschliessen, so wendet man statt 2" das Zeichen S an, so dass Su^ = Wx 4- ^u^r 

Zusatz (2). Eulcr macht an vielen* Stellen auf die beizufügende Constante aufmerksam 
und bestinunt dieselbe durch Einsetzen eines Zahlenwerthes für x. Am einfachsten ist meistens 
die Bestimmung, dass die Reihe für a: == verschwinden muss. 

Zusatz (3). Bei n-fachen Summen 2'** = ^-'* tritt an Stelle der Constanten C dieselbe 
Funktion wie bei w-fachen Integralen: 

C^ + C,x + ,,. + Cn-.,x^-K 

Zusatz (4). Etiler hat zuerst bemerkt, dass die „Constante" nur periodisch constant zu 
sein braucht, d. h. w^enn .^x = 1, 

C =: 2(Ar cos 2r7ix + Br sin 2rnx), oder =: y (cos 2rnx), 

Lacroix (§ 999) hat in seinen Formeln n an Stelle von 27r, berichtigt dies aber am Schlüsse 
des Bandes. 

2. Stirling'sche Methode zur Summation ganzer und gebrochener Funktionen. (Stirling, 
Tract. de Summatione, 1764; Euler, Calc. Diff., I, §§ 32—36.) Lässt sich das allgemeine Glied (mit 
unbestimmtem x) einer Funktion als Fakultät darstellen, so kann man die Formeln anwenden 

-2'(Wx-f-l Ux-m-^\) WxWz-l . . . Wx-nn-2 = Wx«x-1 • • • Wx-w-f- 1^ 
^ ^^x Wx4-»ii 1 

^X^x-f-l • • • '^X-i-WI ^X^x-f-l • • . «Wx-Hfll— 1 

deren Richtigkeit man durch die Operation J unmittelbar erkennt. 



m 



— m 



IL Summenrechnung. J ^'^ 

m 

Zusatz (1). Wenn die Differenzen 

Kx _H 1 - Wx-« f- 1) und («X -Ux^ m) 

sich nicht durch ein einziges Glied darstellen lassen, so liefern diese Formeln allerdings nur das 
Ergebniss der Differenz zweier Summen. (JSWer, 1. c. § 35). 

Zusatz (2). Specielle Fälle erhält man hieraus für w= 1. oder Ux= ig^*, u. s. w. StirUng 
(Prop. 28) findet so die nach seinem Namen bekannte Reihe, worin die Briggs ^Q\\er\ Logarithmen 
gemeint sind und a = 0, 43429 . . . den Modul bedeutet: 

log {x + n) + log (x + 3«) + log [x + bn) + ... f log (-sr - w) ^ f(z) f\x), 

worin f die folgende Reihe bezeichnet (vergl. R^ifP § 8): 

., -s'iog^ az an lan^ 
'^^^~~2^^ 2ii "12^"^ 360^ *•• 

3. Ein spezieller Fall der Si^«VKw//' sehen Methode ist die Summation algebraischer 
rationaler Funktionen, wo w^ = «^ + fc. 

Lässt sich das allgemeine Glied (d. h. mit unbestimmtem x) als Fakultät darstellen: 

«xWx- 1 . . . «/r-m }- t = [aX + h\ 

1 : Wxt/xM . . . «tx-f-m-1 — [ax -f h\ 
80 erhält man aus 2. die Formel, die für positive und negative m gilt, ganz ähnlich der Integral- 
formel, in welcher m Exponent ist (Laoroix §§ 899 und 930):. 

^fa^; + i "•- ' = i --^ + Const. 

"^ am 

Zusatz (1). Besteht die algebraische Funktion aus getrennten Gliedern, so wendet man 
diese Formel auf jedes einzelne Glied an. Die Zerlegung des Gliedes x-^" in äquidifferente 
Faktoren geschieht mit Hilfe der unbestimmten Coefficienten. und zwar entweder vor oder 
nach der Summation, indem man im ersteren Falle die Coefficienten bestimmt und dann obige 
Formel anwendet, oder im letzteren Falle von der noch unbestimmten Summe die Differenz nimmt 
und dann die Coefficienten vergleicht. So kann man nach iMcroix (§ 901) setzen: 

x^—(x^ d) [x + 2d) (x + 3d) + ^ (x -\- d) [x -f 2d) + B (x ^ d) \- C 

und A,B,C durch Vergleichung der Potenzen bestimmen, oder: 

2x^ — Ax[x-\-d)(x -\- 2d) {x {- 3d) \- Bx(x + d) {x f- 2d) + Cx (x f d) + Dx -[- 1^ 

x^ 1= ^Äd (x + d)(x + 2d} (x + Sd) + iiBd (x + d) (x + 2d) + 2Cd (x + d) -{- Dd 

und dann erst durch Vergleichung der Potenzen die C'oefficienten A,B,C\D bestimmen. Laerolx 
(§ 903) gibt zwei Recursionsformeln zur Zerlegung von x^*'"-^. wenn diejenige von x^" bekannt ist. 
Zusatz (2). Gebrochene rationale Funktionen zerlegt man ei-st in Partialbi-üche und 
diese dann in Fakultäten. Ist der Zähler eines Bruches nicht Eins, sondern q>{x). aber doch von 
einer Dimension wenigstens um zwei Einheiten niedriger als der Nenner, so stelle man y ebenfalls 
durch Fakultäten dar: 

und wende dann obige Formel auf die einzelnen Summen an: 



^x^x -H I • • • • "^^jc • h* — 1 '^ j; • • • • "^^x hin — 1 ^(•x -+- w — 2 '^-r ■■>■ m — 1 

Dabei ist zu beachten, dass 2- j für x — '>^ keine endliche Summe hat (s. Theorie d. 

ax -\- 

Reihen, IV, 2.) und dass folglich in obiger Zerlegung wenigstens zwei Faktoren im Nenner sein 
müssen. Ist die Reihe der Faktoren w^ ... w^ -+.«-! im Nenner unterbrochen, so hat man die 
fehlenden im Zähler und Nenner Hinzuzufügen. 

Zusatz (3). Ueber die StirlitigsQho Umformung des allgemeinen Gliedes in eine Fakultät 
siehe eine Bemerkung Schlömik/is in dessen Zeitschr. (Bd. 4. S. 390). 
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4. Die unendlichen recurrir enden Reihen werden sumrairt durch Auffindung ihres er- 
zeugenden Bruches. Der Nenner desselben lässt sich aus der brauten Relationsscala hinschreiben 
(s. Theorie d. Reihen, V, 8.), während der Zähler durch Multiplication des Nenners mit der gegebenen 
Reihe erhalten wird, wobei zu beachten, dass die Dimension des Zählers kleiner ist als die des 
Nenners. (Moivre, Mise. Anal., lib. IV). 

Zusatz. Die Summe einer endlichen Anzahl Glieder erhält man durch die Differenz 
zweier unendlichen Reihen. 

5. Simpson sehe Methode (Mise. Tracts, London 1757, p. [99]) für Potenzreihen, Er setzt 
die Reihe versuchsweise gleich einem erzeugenden» Bruche : 

und findet durch Wegschaffung des Nenners die aufeinanderfolgenden Näherungen 

a'^ ab + jb'^ ~ac)x'' a(ac -b^) + [a(bc--ad) + b(ac —b^]x'' . . 
a -6a;«' b~~cx^ ' {ac - ¥) + (bc — ad)^:« + (bd — c^)x^'' ' ^ ' 

6. Partielle Summation mit Anwendung auf Exponential- und trigonometrische 
Reihen. Kann man die zu summirende Funktion so in ein Produkt f{x)q>(x) verwandeln, dass alle 
vielfachen Summen S^'f— J-^'f über den einen Faktor bekannt sind, so hat man (in der Bezeichnung 
von Bock, p. 74): 

2f{x)v{x) = (EE - \)-^f\x)^(x) = ^[^+ ^)" V{^)9>(^) 

= J-^f(x)'if{x - 1) - ^~Y(x) ' Jg>{x --2) + J-^f{x)'^^(p(x — 3) - etc., 

worin E sich auf f allein und E auf y allein bezieht. 

Zusatz (1). Das Symbol erklärt sich aus der Identität (s. oben I, 2.): 

Zusatz (2). Lcuroix (§§ 910 und 928) führt die Formel auf Taylor zurück, und gibt, durch 
wiederholte Anwendung, die Formel 2"*f<p, welche für negative m in ^"/"y übergeht. 

Zusatz (3). Die Formel ist besonders vortheilhaft, wenn (p eine ganze rationale Fiinktion 
von niedriger Ordnung ist, deren Differenzen also bald verschwinden. 

Zusatz (4). Ist f eine Exponentialfunktion f=:a'', so findet man 

a" 

2a' = 

a 1 

und die Formel lässt sich folgendermassen vereinfachen: 



2a^9{^)=^il+^^j]-\{x) = 



a 



X 



a 



a , / a »2 



^+k-^ ^' 



a — 1 \a 



9(x). 



Etiler (Calc. Diff. n § 3) berechnet die Reihe für a? — oo und findet (vergl. unten 10,)r 



** a ~ a ^ a ^"^ 



x=\ 1— a rz=i ^ i ~a \i-aj «^^ 

und sucht die endlichen Summen durch Subtraktion zweier unendlichen (L c. § 5). Lacroix (§ 933) 
berechnet das Beispiel y = x"*, das später auch von Abel behandelt wurde (Oeuvres, t. 2, p. 41). 

Setzt man a negativ, so erhält man die Summe einer Reihe mit wechselndem Zeichen. 

Da die neue Reihe in f — —7) immer stärker convergirt, als die gegebene, so ist sie auch von 

\a ~\- l' 

m 

Nutzen, wenn die r/ nicht in arithmetischer, sondern in geometrischer oder hypergeometrischer 
Reilie fortschreiten, die Differenzen also nie abbrechen. 



„^.j^^tatj^Cm 
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Für a = — 1 hat man 

WO die Differenzen J aus der Reihe + 9)1, + 92» + 9s» • • zu bilden sind. 

Zusatz (5). Trigonometrische Punktionen lassen sich durch Exponentialfunktionen 
ausdrücken, also nach (4) summiren. Leichter aber kommt man meist direkt zum Ziele, wie 
Bossut (Paris. M6m., 1769, p. 453) zuerst gezeigt hat. (Vergl. Lacroix, §§ 907—908). Ist nämlich 

sin 
f{x) = {ax + 6), so hat man: 
cos 



->f=^>>f=^2sinU-'2 



(ax + b) — 2 *'^^ "^ ^) 



eine Formel, mit deren Hilfe sich alle jene trigonometrischen Punktionen sununiren lassen, welche 
man nach Vielfachen des Argumentes entwickeln kann, während sie noch mit einer beliebigen 
Funktion ^ multiplicirt sein können. 

Was aus 2f fWr x= oc werde, war Gegenstand der Erörterung zwischen Daniel BemmiUi, 
Etüer und Lexd in den N. Comm. Petrop., t. 18. BemoulU glaubte (p. 13). das arithmetische 
Mittel der oscillirenden Werthe sei der „natürlichste" Werth; Euler (p. 29—30) hielt die erzeugende 
Funktion einer Reihe für ihren „Werth"; Lexdl (p. 40) hielt eine oscillirende Reihe für unbestimmt, 
liess aber auch die BernouUfsche und Etiler sehe Definition des Werthes gelten. (Vergl. Theorie 
d. Reihen, ü, 8. und VI, 15.) 

7. Die (von Jac. BemouUi sogenannte) gemischte Reihe 2fq> lässt sich noch auf ver- 
schiedene andere Arten summiren. Euler (Calc. DifF., n, § 190) schreibt dieselbe in der Form: 

Aa + Bb + . , . + Yy + Zz. 

deren Glieder der Reihe nach den Zeigern 1, 2, ... a: — \,x entsprechen, und setzt fest, dass die 
Grössen P, ^, iJ, . . . bezüglich übergehen in i>, g, r, . . . wenn x durch x — 1 ersetzt wird, und 
berechnet dann die folgenden Quotienten: 

_zz__ r(j> - P) _ r(g - (?) _ 

Dann erfiält man die Summation: 

^a + ^i + . . . =: Z(P + ^ + 2? + . . .). 

Zusatz (1). Lässt sich der eine Paktor des allgemeinen Gliedes einer gemischten Reihe 
ti^i=rr„w'n durch ein bestimmtes Integral darstellen, so lässt sich die Reihe oft leichter summiren: 



*<i + W2 + . . . = I (t^i/l + '^%U + . . •) 



dx. 



Zusatz (2). Parseval hat in einem Memoir über partielle Differentialgleichungen {s,Lacroix, 
§ 1067) die folgende gemischte Reihe durch ein bestimmtes Integral dargestellt: 

b c 
9)(te) = A + Bx + Cx^ + . . .; tfj(x) :=a + - + ^+ ..., 



X X' 



Aa + Bb + Cc + . . . = r 

in 





7t 

^ 1 [y(eö») tp{e(^*) + q>(e-^^) ^(^-^01 de. 



wo i = V — 1. 



8. Entwickelung nach Differenzen. Aus der Theorie der arithmetischen Reihen (Theorie 
d. Reihen, IH, 5.) erhält man für die erste Summenreihe: 



rz=0 r=0^^ + 1' 
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welche dann Vortheil bietet, wenn die bifferenzen von Wo versehwinden, bevor r die obere Grenze 
erreicht hat, d. h. für arithmetische Reihen, deren Ordnung kleiner ist als x -1. 

Zusatz (1). Aus dieser Reihe erhält man die von BernaidU, Eider und fast allen älteren 
Mathematikern behandelten Potenzsummen der natürlichen Zahlen, wenn man Ujc=^x^ setzt. 
Berechnet man nämlich die Differenzen von Uq aus dem Schema: 

u — O', 1', 2*, 3* 

z/i =: 1 etc., 

so erhält man 

0. + i. + 2' + ... + (;c-l)' = (^').0 + g).l + g).^: + ... + (^^j)<. 

Zusatz (2). Burmann (besprochen von Lagrange u. Legendre in den M^m. de linst. Nat.. 
t. 2, hist. p. 13) stellt obige Summe durch die Differenzen von Uj, dar und erweitert dieselbe auf 
vielfache Summationen, aus denen man also die einfachen für m= 1 erhält: 

\w/r=o \ r J n + r 

wobei zu beachten, dass Jux=^Ux-^.\ — Ux von dem obigen Juq verschieden ist. 

Zusatz (3). Arhogast (Calcul, no. 456) hat liurmanns Formel unabhängig gefunden und 
folgendermassen dargestellt: 



^nlr=o ' \ r I n -\- r 



Zusatz (4). Simpson (Mise. Tracts, London 1757, p. [62]) erweiterte die Binomialformel 
nach Differenzen: 



2 \]a''-^x'''Ur= 2 \](ai-x)''-W*J'UQ, 



\vorin Uq, %, u^, ... ganz willkürliche Grössen sind. Sim2)son wählt für dieselben verschiedene 
Reihen und construirt so aus der linken Seite der Formel verschiedene geometrische und 
hypergeometrische Reihen. Ist u eine Constante, so erhält man wieder die Binomialformel. 

9. Euler'sche Summenformel mittelst Differentialquotienten. (Acta Petrop. 
für 1732, veröffentl. 1738, pag. 69, und Calc. Diff. H, § 130). Bedeuten B^^:^, B^ = ^, ... die 
Bemoullt sehen Zahlen, so hat man (vergl. oben I, 2.) 

f -f 1 . ^1 dujc jBo d^u'jc * ^ 

= const + lu^dx- ö^x + -TT ^rr- TT -j-t + - ^ • + Bm. 



2\ dx 4 ! dx^ 



wobei Euler ausdrücklich auf die Hinzufügung einer solchen Constante aufmerksam macht, dass 
die Summe für ^ = verschwindet. Man kann dieselbe also folgendermassen schreiben: 



X 



2Uj: = lu 

U 



7 1 / \ ■ B^ • • 'X B-l ( >" '"X 

xdx~^(ux Uo)+-j^(u^ nj -jj(uy-uj + .... 



Die Constante muss also in jedem besonderen Falle eigens bestimmt werden und bietet 
in manchen Fällen grosse Schwierigkeiten. Sie geht z. B. für Wx — - über in die sogenannte 

„jBnfersche Constante" 1^ = 0*577..., und allgemeiner, für Mx — -j. in die „harmonischen 

a -f~ xd 

Constanten" (vergl. Theorie d. Reihen, IV, 3.). 
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Zusatz (1). Euler setzt S an Stelle von 2\ wodurch rechts + -u^ an Stelle von —^u^ 

kolnmt (s. oben 1. Zusatz (D). Die Reihe wird oft nach Madaurin benannt (z. B. von Jacöbi in 
Crdle's J., Bd. 12), der sie ebenfalls kannte, aber erst mehrere Jahre nach Euler veröffentlichte 
und die Halbeonvergenz der Coeffieienten nicht bemerkt zu haben scheint (s. Rei/f, Geschichte, § 9). 

Zusatz (2). Die Coeffieienten dieser Entwickelung sind identisch mit den folgenden 
(s. Theorie d. Reihen, IV, 13.). 

^' mm *« . *X • 

Zusatz (3). Ist Ujc^zx*^, so erhält man die (von Rnahe) sogenannte Bemoulirsche Punktion 
(s. Euler. Calc. Diff., § 64): 

oder, wenn man allgemeiner setzt Jx:=^h {Lacrgix, § 898): 

x^~^^ 1 B B 

^^"^ ~ ~i — . -T)^'' + -r\m1ix'^-^ -^ m{m 1) {m 2)A^^"'-'^ + . . . 

Zusatz (4). Diese halbconvergente Reihe ist zur Berechnung der Summe brauchbar, wenn 
man im convergenten Theile abbricht. Denn der Fehler ist dann kleiner als das letzte bei- 
behaltene Glied, wenn nur der Differentialquotient von ki innerhalb der Summengrenzen monoton 
bleibt (Bode, p. 154). 

Zusatz (5). Das Restglied i?« kann, wenn man bei jB2m-.H abbricht, in folgender Form 
geschrieben werden (Boole, p. 151. der Malmsten gefolgt ist): 

Dasselbe wurde von Poisson (Paris. M6m., 1823, p. 571) mit Hilfe der Foujier sehen Reihen 
. und von Jaeobi (Crelle's J„ Bd. 12, 1834) mit Hilfe der Tayfor'schen Reihe in Foito eines bestinmiten 
Integrals dargestellt, und später von Malmsten {CreUe's J., Bd. 35, 1846) und besonders von ScMömilch 
(Zeitschrift, Bd. 1, S. 192 und Bd. 2, S. 289) behandelt. 

Zusatz (6). Ist 2u bekannt, so dient die Formel zur Quadratur von luxdx, (Eider, Calc. 



Diff., n, § 137, und Poisson, Paris. M6m., 1823, p. 583). Zahlreiche Anwendungen der Formel auf 
algebraische und transcendente Funktionen gibt Eider im 6ten Cap. Sie wurde später vielfach 
benutzt zur Berechnung von IgFn, namentlich von Raahe {OrdlesJ., Bd. 25, S. 153 und Bd. 28, S. 17) 
und Lipschitz [Crelle's J., Bd. 56, S. 11). 

Zusatz (7). Euler stellt seine Summenformel als eine Reihe dar, deren Coeffieienten die 
Potenzsummen der natürlichen Zahlen sind (Calc. Diff. II, § 136): ' 

Su. = ^^J iy — I)ru. = xu. ___+__ ..., 

wo, wie oben Ät/j. = Wj + . . . + Wjr und eine Constante beizufügen ist, so dass Suq — wird. 

10. Auch die Formel in 6. (4) wurde von Euler (Calc. Diff., § 174) durch Differential- 
quotienten dargestellt: 

Sa^<fix) = f^^[<f{a:)-a^£+ß^^-/^, + ...]±Const. 
oder in der gleichbedeutenden Bezeichnung von Bode (p. 101—102) 

^a'^ffix) = — ^- [(fix) + ^1 T^^ + ^^ T-T + • • •] =t Const. 
^ a — l dx " dx^ 
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Zusatz (1). Etfkr leitet seine Coefficienten auf verschiedene Arten ab, unter anderen aus 
der Entwickelung 

a — e" 
während Bode die seinigen symbolisch darstellt durch 

a ^-' 



'^'=i + H^n^ ^;. (-^0=0). 



Zusatz (2). Für a= — 1 werden die Coefficienten abwechselnd Null und lassen sich durch 
die jßernowZK' sehen Zahlen ausdrücken (Euler, § 182). Nimmt man in diesem Falle <p(x) = x'' und 
x=oQ, so erhält man die divergirenden Summen 2(— 1)^» (nach Etiler s Auffassung, § 185) dar- 
gestellt durch endliche Werthe. 

Zusatz (3). Lacroix (§ 923) entwickelt diese Formel aus der oben 6. (4) gegebenen, indem 
er flir J*'q){x) die Reihe aus I, 6. einsetzt, welche nach DifFerentialquotienten fortschreitet, und 
gelangt so zur Zro/ioce'schen Summenformel: 

^"•a*9)(^) = a'^iae^'P — 1) 



I — m 



11. Aus der jEWer sehen Summenformel (9.) erhält man die Entwickelung höherer Summen 
nach BerfumUi sehen Zahlen mittelst des Symbols (Lacroix, § 916, Bode, p. 97): 

-'■=»«'' -'»-=^^(Ä+»-')(Ä+»-2)-(Ä+i)-«»''-')-' 

wobei man die Faktoren durch Multiplikation zu entwickeln und zu beachten hat, dass: 

D-« — 1 dx"", 

Zusatz. Eine direkte Entwickelung der wten Summe durch Differentialquotienten von 
u 1 hat Spitzer gegeben (Grumrfs Archiv, Bd. 24, S. 104), die in symbolischer Bezeichnung lautet: 



x-.-n 



^''Ujc =^ 2)-" 



1 + ^2 (j) + ^4 (tt) + • . . 



u 



x~-n 



2 
wo die Coefficienten c durch die Reihe bestimmt sind: 

(j? cosec j:) ** =1 ~C2X^ + c^x^ — . . .. 

12. feummirung durch Integration nach Euler (Calc. Diff., 11, § 192). Setzt man fest 
(wie in 7.), dass die Grössen F, Q, R. . . . bezüglich übergehen in p, q, r, . . .. wenn x durch x - 1 
ersetzt wird, und setzt: 

(ti,dx^P'/P~- ((P-p)dx = Q', Q ((Q -q)dx = R; .... 

so hat man: 

Su^ — u^ + ... + u^ = F + Q + R + ... + Const. 

Zusatz (1). Eider (§ 195—196) formt diese Methode so um, dass sie die Reihe Wx -f . . . + u^ 
darstellt, wobei dann eine solche Constante beizufügen ist, dass die ganze Reihe für o; =: ^ 
verschwindet. 

Zusatz (2). Ueber die Summation der Eider sehen hypergeometrischen Reihe siehe oben, 
Theorie d. Reihen, V, 13. und 14., Zusatz (1). 

13. Summirung durch bestimmte Integrale nach Abel (Oeuvres, t. n, p. 45, 227) 
und Schlömilch (Grumrt's Arch., Bd. 12 und Halle 1849; Zeitschrift f. xMath. u. Ph., Bd. 4; Grelles J., 

Bd. 42). Bezeichnet man das allgemeine Glied der Reihe mit /*(h) und ist i — V— 1, so hat man: 
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00 



(.) >.jA.)=f ::!::::"-v^"' ^'^ 

ü 



oc 



iflO, + j" ,- .,- A«) = f.-.^, ö=iip«^) .,; 



{\ 



<w 1 1 

ytt ——Tri 



1 ,- ,).f,2.. + 1) = f, ' , tH±^*: 



00 



(c) ^AO) + ^ A«) COS nx = — — —^, '-i dt, (tt^x^O), 

II 



319 






Zusatz (1). Darin rauss f{n + it) von « = bis »=00 eindeutjg und stetig bleiben. 
Zusatz (2). Die Sumniirung endlicher Reihen erhält man durch die Differenz: 

i/(«) = Ia«) - -^A« + «)• 

(► 

Zusatz (3). EvXer schlägt diese Darstellung durch bestimmte Integrale zur Interpolation 
der Sununen für gebrochene Stellenzeiger vor (s. Lacroix, Traite. § 1071). 

Zusatz (4). Aehnliche Integralausdrücke zur Summirung der Reihen geben Smaasen in 
Grellen J. (Bd. 42) und du Bois-Beymond ebendaselbst (Bd. 74). 

14, Summirung durch Grenzintegrale nach Catalan (S^ries 1860. no. 87). Setzt 
man Kürze halber 

S=:t\a) +/-(a-f 1) + ...+A6), 

so hat man die Grenzvverthe : 



(a) r t\x) du: < Ä < r f(x) dx , 



a— 1 



<C\mdx^f[a)-f(h+ 1);. 



(b) 



J 

a 

1 

b . b—-;- 

jf{x)dx + ^fia) + ^ nb) <S<j 'f{x)dx + fia) + f\h). 



a a-h — 

Zusatz. Diese und ähnliche Formeln wurden von Catalan im Jahre 1858 veröffentlicht. 

15. Die Differentialquotienten der Summenreihen kann man auf zweierlei Weise bilden: 
(a) entweder direkt aus den angegebenen Formeln, z. B. aus der -E?/7e?r' sehen: 

f ^ 1 B, du dS Idu B, dhi 

S=judx^^u.^—^+..,:^=u. + ^-^^ + —^+... 

20 
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(b) oder indirekt, indem man aus Sx die Summe S^h-w zu bilden und nach Potenzen von iv 

zu ent^viekeIn sucht, indem dann nach dem Taylor ^ohBn Satze der Coefficient von -7-^ der 

rte Differentialquotient von S^ nach x ist. 

Zusatz (1). Die letztere Entwickelung kann man nach Euler in folgender Weise erhalten. Es sei 

S^ =1 Wj + «2 + • • • + ^x» also Sq == 0, 

dann hat man unter der Voraussetzung, dass die Glieder u^ immer mehr einander gleich werden, 
für Sx.^n + ^0 die folgenden beiden Ausdrücke: 

^x -f- n "r ^^Wjc 4_ n -f- 1 =^ ^x -+- ?o "r ^^x + w -+- 1 T" • • • T" ^^x -f- w -f- n 

und die daraus folgende Entwickelung 

Sx^w = Sx -f (lix -+- 1 + • • • + Wx -4- n) + W?Wx -f- n 4- 1 — (^x -j-tt;4-l + ...+Wx4.«,_Hn)» 

in der man auch x=^0 nehmen kann, so dass Sx fortfällt, während man die übrigen Glieder nach 
Potenzen von w zu entwickeln suchen wird. Dabei ist n beliebig, aber so gross zu nehmen, dass 
man nach Voraussetzung hat w^ + n+i ~ Wj;H-n4-2 = . . • 

Zusatz (2). Bedeutet Sx = thU2...Ux eine Produktreihe, also /% = !, so hat man die 
entsprechende Entwickelung 

lgSx-i.w = IgS'x + lg(«^x4-l •Wx + 2. . .) — lg(Wx4-«»-+-lWx-Hir+2 • • •) » 

worin man wieder x = setzen kann, so dass lgSx=^0 fortfällt. Die übrigen Glieder wird man 
nach Potenzen von w zu entwickeln suchen. 

Zusatz (3). Lacroix (§§ 953 — 965) behandelt diese Sätze sehr ausführlich mit Beispielen, 
und zwar, wie Ihder, unter der Ueberschrift „Interpolation". Nimmt man nämlich für w eine 
gebrochene Zahl, so dienen dieselben zur Berechnung der Summen (oder Produkte) für die 
Argumente zwischen den ganzen Zahlen, "ähnlich wie das Ausziehen der Wurzeln die Interpolation 
der Potenzen nach ihren Exponenten ist. Etder (Petersb. M6m., t. 4, p. 88, 1811, und Calc. DifF., 11, 
Suppl.) bezeichnet diese interpolatorische Summe Sx^w als „functio inexplicabilis " . 



in. Hauptstück. 

Interpolation. 

(Gauss^ Werke. HI, p. 265; Encke^ Abhandl., I.) 

1. Definition. Kennt man die m+1 Werthe %, Wi, ...w«, welche eine unbekannte 
Funktion u^=^(f[x) für die Werthe des Arguments Xq,x^, . . . a:« anninmit, so kann man die ^wischen- 
liegenden Werthe von u finden, d. h. interpoliren, indem man, geometrisch gesprochen, durch 
die m+ 1 bekannten Punkte irgend eine einfache Curve u = f\x) legt, welche dann näherungs- 
weise statt der unbekannten benutzt werden kann. Gauss (p. 275) bezeichnet f(x) als „functio 
simplicissima". 

Zusatz (1). Die Interpolation von Integralen aus einzelnen Ordinaten oder Plächenstücken 
gehört in die „Mechanische Quadratur". 

Zusatz (2). Die Interpolation wird oft mit Vortheil angewandt, auch wo man die Funktion 
der zwischenliegenden Werthe kennt, z. B. bei Berechnung von Tafeln. 



ji - ^ ■■ •■ ,^— 
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2. Die Zerlegung der Punktionen ist oft vor der Interpolation auszuführen: 

(a) Eine stetige Punktion f{x), die fUr x=ia ein Maximum oder Minimum hat, kann stets 
in die Summe zweier anderer monotoner Punktionen zerlegt werden, von denen keine an dieser Stelle 
ein solches hat, nämlich: 

f(x) = (f(x) + tij(x). 

Bedingung für ^ ^ a; (p{x)= f(x) — f{a), ip(x) = f(a), 

„ a;^a; (p(x) = 0, ip{x)=f(x), 

Zusatz (1). Hat die Punktion f(x) zwischen bestimmten Grenzen eine endliche Anzahl 
Maxima oder Minima, d. h. ist sie abtheilurrgsweise monoton, so kann sie in eine endliche Anzahl 
monotoner Punktionen zerlegt werden (Neumann), 

Zusatz (2). Solche Punktionen liefern die Fourier' sehen Doppelintegrale in beliebiger MAige. 

(b) Eine im Punkte x = a unstetige Punktion f(x) kann zerlegt werden in 

f{x) = F{x) + [f{a - 0) - f{a + 0)] X{x). 

wo F(x) stetig ist und X(x) = 1 für a;<<a, aber X(x) = für x^a. 

Zusatz. Hat die Punktion f{x) zwischen bestimmten Grenzen eine endliche Anzahl Unstetig- 
keitspunkte a,a\a'\ . . ., so kann sie zerlegt werden in die Summe einer stetigen Punktion F und 
einer endlichen Anzahl Produkte der angegebenen Porm. Pur X kann man z. B. folgende 
Reihe wählen 

da X(x) = 1 für x<Za und X{x) = für a;>a. 

3. Interpolation durch eine algebraische Punktion ««ten Grades /"(a;), wenn die Argumente 
eine arithmetische Reihe bilden. Die Differenz der Abscissen der m + 1 bekannten Punkte sei 
= d, und es sei Xn^=^XQ +nd = Xo + A; dann ist nach Newton (Methodus differentialis. in Jones 
Ausgabe von Neiotons Analysis, 1711, aber schon erwähnt in einem Briefe an Old€)iJmrgh, Oct. 24, 1676): 

Un = f(x, + h) = (l + jyuo = 2 (;!) ./rw, 

= Wo + ( i) ^Wo + I2) ^*Wo + (3 J ^%o + . . . 

oder in der Taylor sehen Porm (Methodus Incrementorum, 1717, Theor. HI): 

h Ju^ h{h - d) J^Uq h(h — d) (A — 2d) J^iif^ 

^^^l'T "^ 1.2 7d^ ^ r2T3 d^ + •••• 

die für unendlich kleine d in die gewöhnliche Porm der Tat^for sehen Reihe übergeht, aber dann 
für Interpolation nicht mehr so passend ist, weil man gewöhnlich nur die Differenzen, nicht aber 
die Differentialquotienten kennt. 

Zusatz (1). Die Newtonsche Interpolationsformel lässt sich auf mehrere Veränderliche 
ausdehnen (Lacroix, § 894—895). Setzt man nämlich 

Xn = XQ + nd = XQ + h; yl = y^ + pe = yQ -{- k\ etc., 
80 hat man 

« = /"(^o + *. yo + * — ) = (1 + -^x)" (1 + -r/,)'' • ■ • «0 . 



-riyT''''^~r "^"^ ■■■) 7v 



woraus man für unendlich kleine d, c, . . . wieder die gewöhnliche Taylor sohe Reihe erhält. 

Zusatz (2). Die Punktion f{x) hat die Eigenschaft, dass f(xQ)=iUQ, f{xi) = Ui, u. s. w. 
f{xj) = u„t, kann also näherungsweise statt der unbekannten Punktion q>(x) benutzt werden, 
vorausgesetzt, dass g){x) in dem Intervalle von Xq bis x„t endlich und stetig bleibt. Die Pormel 
ist auch anwendbar für gebrochene n. 

• 20* 
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Zusatz (3). Verwandt mit der Neictonschen Interpolationsmethode sind zwei von Lagrange 
(Berlin. M6m., 1783 und 1792) behandelte und auf Logarithmen angewandte Näherungsmethoden. 

4. StirUng (Tract. de Summatione etc., Prop. 20) vereinfacht die Newton' ^oAie Interpolations- 
formel für den Fall, dass sich die gegebene Reihe der u nach beiden Seiten fortsetzen lässt, 
indem er den Ausgangspunkt der Differenzen in die Mitte der gegebenen Funktionswerthe legt: 

(a) Erster Fall: Ist die Zahl der gegebenen Werthe ungerade, so sei f*o der mittlere, 
und die übrigen mit ihren Differenzen seien in folgender Weise dargestellt: 



u _ .) 



w-i 



w. 



u 



u 



2 



. . . JU^2 ^U-\ ^Uq Jh^ . . . 
. . . ^/ W_ i . . . 

Dann lautet die StirUng sehe Formel, wenn man die gemeinschaftliche Differenz d = 1 setzt: 



fi^o ± A) = «0 ± 2 



+ 



. A(A2-i) ^^ ^ h(h^ 



1) (Ä^ — 4) 



3! 



5! 



^5(w_2 + w_s) + ... 






1) ,,, /^2(^2_l)(A2_4) 



Zusatz. Setzt man zur Abkürzung: 

J(uq + ?*_i) = JS, J^u^i = 6, 
^^{u-i + w_2) = C, J^u^2 = c, etc., 
femer w^ = a, A = z, so erhält man die Formel in der S^iVZm^'schen Bezeichnung. 

(b) Zweiter Fall: Ist die Zahl der gegebenen Werthe gerade, so seien w_i und u 
die beiden mittleren und die Differenzen seien in folgender Weise dargestellt: 



W-3 



W_i 



u 



u 



. . . JU^s JU-,\ Ju^ . . . 
. . . J^U-.s ^^U^i . . . 

u. s. w., dann ist die StirUng sehe Formel: 



1 



f{xo±h) = - 



{U, + t(_0 + ^J!l^J^u^, + M_3) + ^^\, V^f o ^^ ^M^^-8 + W_5) + . . . 



2.4 



^^«-3 + 



h(h' 



2.4.6.8 

l)(*^-9) 



2.4.6.8.10 



z/5w_5 + . . . 



Zusatz (1). Setzt man auch hier zur Abkürzung: 

(wi+w-i) = ^, ^w_i = a, 
^2(w_i + w_3) =1 JS, ^%_3 = 6, etc., 

ferner h = z, so erhält man die Formel in der S^er/m/7'schen Bezeichnung. 

Zusatz (2). Bei der Berechnung ist nicht zu vergessen, dass der Abstand je zweier 

bekannten Werthe w-i, Wj, u^ ... gleich 2 gesetzt ist, und dass h von der Mitte zwischen m-i 

und w+i zu zählen ist. 

Zusatz (3). Wie sich die Formel (b) aus (a) ableiten lässt, findet man bei Lacroix {% 881), 
Zusatz (4). StirUng (Prop. 18) gibt ein Mittel, die zu interpolirenden Glieder, welche weit 

vom Anfangspunkte entfernt sind, näher an denselben zu rücken. Ist die gegebene Reihe von 

der Form, wo r und p auch gebrochene Zahlen^ sein können, 

P-1 4. r. ^(^ + ^) r(f + 1) (r + 2) 

P^P(P+ 1)^P(P+ 1)0^ + 2)"^ ••' 

so bilde man die neue Reihe mit denselben Zählern, aber mit verschiedenen Nennern: 

0-1 ^ I 4- ''^'' + ^^ -^ ''^'' ^ ^) <^ + '^" ^ 4- • 
^ "" ^ <? "^ g((Z + t) "^ 2{^I 4- 1) ((Z + 2j ^ • • " 
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dann ist das Glied der Reihe P, welches um die Strecke (g — r) vom Anfangspunkte entfernt ist, 
gleich dem Gliede der Reihe Q, welches um die Strecke {p — r) vom Anfangspunkte entfernt ist* 
Dabei können die Strecken p — r und q — r positiv oder negativ, ganz oder gebrochen sein. 
Anwendungen hiervon gibt Stirling in Prop. 22. 

Zusatz (5). Andere Umformungen der Netvton sehen Interpolationsformel findet man in 
Laplaces Theorie anal. d. probabil. (Oeuvres, t. 7, pag. 13), ebenso in HerscheTs Examples (Cambr. 1820) 
und in der Encyclopaedia Metropolitana (London 1847, Finite Differ.). Laplace gibt (a. a. 0.) auch 
die SHrling'sehen Formeln. Eine der Stirling'sehen Formel (a) ganz ähnliche Formel gibt Lagrange 
im Berlin. Astron. Jahrbuch für 1783. 



6« Encke (Berlin. Astron. J., 1837, und Abhandlungen, I) hat die Stirling sehe Methode, von 
der Mitte der gegebenen Werthe aus zu interpoliren , weiter verfolgt und in eine neue 
Bezeichnung gebracht. Seine Formeln finden sich ausführlich dargestellt und abgeleitet in Brünnotvs 
Lehrb. d. Sphär. Astronomie (Einleit. B). Encke setzt: 

f(xo - 2d) 



f{xo — d) 



fM 









r U - 1) , etc. , 



fix, + d) 

wo /* an Stelle von ^" tritt und das Argument jeder Differenz das arithmetische Mittel der 
beiden entsprechenden Argumente in der vorhergehenden Vertikalreihe mit Weglassung von d ist. 
Ausserdem wird das arithmetische Mittel zweier Differenzen derselben Ordnung bezeichnet 
durch das Funktionszeichen der Differenzen und das arithmetische Mittel beider Argumente. Eine 
Verwechselung zwischen Differenzen und arithmetischen Mitteln ist dadurch ausgeschlossen, dass 
gebrochene Argumente nur in ungeraden Differenzen und nur in geraden Mitteln vorkommen. 
Für n>-0 ist dann: 

'« + 1 
3 



fl, ± »ä) = fli.) ± M r (». ± j) + (2) ri.',) ± (' 



r(«.±.i) 



+ 



^)/^^(^o)±("5")r(^,±^) + ...- 



— fi^o) =t " 



\r{"^^]^"- 



w— 1 



r(^o)± 



n + 1 



r (xo ± l] 



n — 2 



n^o) ± 



w + 2 



r(^o±J)±.... 



Zusatz (1). Von dem Doppelzeichen nimmt man am besten jenes, für welches nd kleiner 
wird. Zieht man dann durch die Stelle von f(xQ ± nd) eine horizontale Linie, so hat man jene 
Differenzen zu nehmen, welche ihr beiderseits zunächst liegen. Bricht man die Reihe mit der 
wten Differenz ab, so nimmt man statt letzterer besser das arithmetische Mittel der beiden wten 
Differenzen, zwischen welchen die wahre Differenz liegt. • 

Zusatz (2) Für n = ^ erhält man aus obiger Doppelreihe zwei Reihen, deren arith- 



metisches Mittel die folgende Reihe gibt: 



1024 



/ l'^'O "'^ 2 ) "^ ' " " 



=--/-K+y-^ 



f" 1^« + 1 



16 



r (-. + i) - ^ 



r"i». + | 
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Zusatz (3). jB/icÄe gibt auch die Differentialquotienten ^— ^A^o + >*^). dargestellt durch 

die geraden Differenzen der gegebenen Punktionswerthe und die arithmetischen Mittel der ungeraden, 

d*"' / 1 \ 

ebenso -i—rf\^^ + wd + ^d , dargestellt durch die ungeraden Differenzen der Punktionswerthe und 

die arithmetischen Mittel der geraden. 

6. Hat die Reihe der gegebenen Werthe Wo, «j, «2 • • •• deren Argumente in arithmetischer 
Reihe fortschreiten sollen, eine Lücke, die auszufüllen ist, so erhält man die Antwort unmittelbar 
aus der Umkehrung der Newton B>Qhexi Formel (3.), wenn man in derselben A = und ^- = setzt: 



J-u^=^2^{-~iyh%in^^ 



Nimmt man an, die wte Differenz von u^ könne vernachlässigt werden, so erhält man irgend 
ein u der Reihe durch Auflösung der Gleichung J'^Uq == 0, oder 

(0) ^" " (1) ^"-^ + (2) **«-2 — • • • — (1) «*i =F (0) ^0 = 0. 

Zusatz (1). Der Pehler wird für jenes- w am kleinsten, welches den grössten Binomial- 
coefficienten hat. Deshalb legt Stirling (Tractat. Prop. 32) das zu suchende Glied in die Mitte und 
entwirft folgende Tafel, in welcher Ä,B,G,D, . . . die Summe je zweier gleichweit vom gesuchten 
u abstehenden Glieder bezeichnen, angefangen von den beiden nächsten: 



u 



2' 



oder 



4^ -JS ^ 15^ 
-, oder = 



65 -fC 



6 



20 



u. s. w^ 



Mit Hilfe der letzten Formel berechnet er den Logarithmus von 53 aus den drei vorher- 
gehenden und den drei nachfolgenden bis auf 10 Decimalstellen. ; 

Zusa,tz (2). Hat man für irgend eine Tafel. nur jedes zweite Glied berechnet, so kann 
man alle zwischenliegenden Glieder durch eine ähnliche Formel interpoliren. Bezeichnen wieder 
Ä,B.G,D. . . . die Summe je zweier gleich weit vom gesuchten Gliede u abstehenden Glieder, 
angefangen von den beiden nächsten, so hat man (Stirling^ Prop. 33): 



u 



Ä , 9A 

= -, oder =. - 



16 



B , 150^ 25J5 + 3C 

— , oder ziriz , u. s. w. 
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7. Umgekehrt kann man zu einem beliebigen Werthe der unbekannten Punktion <p(x) den 
zugehörigen Wertli des Arguments x finden. Liegt z. B. u» zwischen Uq und Mj, so findet man 

^n = ^0 + ^^^» 

worin d bekannt und n durch Annäherung aus der Newton sehen Formel zu berechnen ist: 

n - 



n = (Un «o) • 



JUq + 






8. Interpolation durch eine algebraische Punktion mten Grades, wenn die Argumente 
keine arithmetische Reihe bilden. Es seien wieder Uq, if^, . . . w,„ die m + 1 Werthe, welche 
die unbekannte Punktion u — <p(x) für die Argumente -Cq, Xi, ... -c« annimmt, und man wisse, dass 
fp(x) in diesem Intervalle endlich und «tetig bleibt. Dann kann man an Stelle von (p(x) setzen 
{Lagrange. Legions, 1795, veröffentlicht 1812 im J. de TEcolß Polyt, pag. 277, und Oeuvres, t. VH, 
p. 285—286: 

r=0 yp^r ^r -f- 1/ • • • y^r »^r + tn) 

Zusatz (1). Der 6rai«^Ä'sche Beweis dieser Formel findet sich in Encke's Abhandl., Bd. I, 
und im HI. Bd. seiner Werke (art. 1—3) zugleich mit Umformungen und Angabe des Restgliedes 
(art. 5 und 6) 
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Es zeigt sich (art. 8), dass der Fehler der Interpolation am kleinsten wird, wenn man den 
gesuchten Werth u möglichst nahe in die Mitte der bekannten Werthe ti© . . . w« legt. Einen 
anderen Beweis gibt Jacobi in seiner Inaugural-Dissertation (Berlin 1825, Werke DI, S. 31). 

Zusatz (2). In obiger Formel sollen die Stellenzeiger cyclisch wachsen, d. h. sobald sie 
grösser werden als w?, der Reihe nach wieder die Werthe 0, 1 annehmen, so dass r + m gleich- 
bedeutend ist mit r — 1. 

Zusatz (3). Sind die Argumente Xq, x„, die Wurzeln einer algebraischen Gleichung 

(m + l)ten Grades JP=0, so lässt sich die Interpolationsformel in der Gestalt schreiben, wie sie 
bei der „Zerlegung in Partialbrüche'* gebraucht wird: 

Zusatz (4). Ist y algebraisch vom mten Grade, so ist f=<p. Ist aber 9) vom Grade w < w, 
80 kam! es durch obige Formel nicht dargestellt werden. Man hat vielmehr zu setzen 

(f'{x) =r ^ÄrX"" 

und die unbestimmten Coefficienten A so zu bestimmen, dass sie den m + 1 Bedingungen möglichst 
gut genügen, z. B. nach den Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung: 

[x^]A^ + [x^-^^]A, + ... + [x^^'']An=[x^u\\ (r = 0, 1, ...n), 

wo die eckigen lüammern Summen bezeichnen, welche sich auf die unteren Zeiger der x und der 
zugehörigen u beziehen. 

Zusatz (5). Die Differentialquotienten von (p{x) erhält man aus der Interpolations- 
formel durch Differentiation, wobei man am besten den Nullpunkt zum Ausgangspunkte wählt, 
also nach der Differentiation x = setzt. 

Zusatz (6). BorcJmrdt (Berlin. Abh., 1860, Werke, S. 154) hat die Zra^mw^c'sche Interpolations- 
formel auf symmetrische Funktionen angewandt und gleichzeitig dahin erweitert, dass er an 
Stelle einer Veränderlichen , deren m einführte x^ . . .x^ und n gegebene Weithe «!...«„ dieser 
Argumente, dabei w>w vorausgesetzt. Dann hat man 

n(Xi . . .Xm) n(a^ ...««,) P(ai . . . a«; ««-4.1 ... an)' 

worin n und P, wie in der Theorie der alternirenden Funktionen, die bekannten Differenzenprodukte 
bezeichnen und das Zeichen 2 rechter Hand sich auf alle Combinationen wter Klasse der n Elemente 
Ui , , , an bezieht. 

Nach Theorie d. Funktionen (IX, 3.) bedeutet der Quotient linker Hand eine symmetrische 
Funktion. 

Für m = 1 geht die Formel rechts in die Lagrange' sohe über, und für m = 2 geht der 
Ausdruck links in den Catfley sehen Quotienten über (vergl. Theorie d. Funktionen, VI, 3., Zusatz (3)). 

9* Die Lagrangesche Inteipolationsformel findet sich in etw^as anderer Form schon bei 
Neicton (Frincipia, lib. EI, lemma V, cas. 2) und abgedruckt in Stirfing's Tractatus (Prop. 29), und 
in eXwQ>s verschiedener Form in Jones s Ausgabe von Netctofis Methodus Differentialis. Sie lautet: 

u^ = iia + B{x -a) + C{x a) {x -b) + D{x a) {x -b) (x c) + . . ., 

worin a, ft, c . . . die Abscissen der bekannten Werthe w„, wj, w«, . . . und die Coefficienten 1?, C, . . 
symmetrische Funktionen von o, t, . . . sind: 



o c — a da 

ferner Jiia=^tu w«, und allgemein 

J(f{a, b. . . .) = (f{b, c, . . . .) - y (a, b, . . .). 
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Zusatz (1). Wenn die Intervalle b — a^c ~b—- . . . =^d alle einander gleich sind, 
so werden die Coefficienten 

JUa ^ 1 ^^Un 



d ' 2\ d^ ' "' 

Setzt man dann weiter x — a=^h, ferner x -b = {x — a) ~{b — ä) =^h — du. s. w., so geht diese 
zweite Neivtonsche Interpolationsformel über in seine erste (oben 8.), wo die Argumente in 
arithmetischer Reihe fortschreiten. 

Zusatz (2). Encke (Berlin. Astr. Jahrb., 1830, und Abhandl., I) gibt dieser Newton sehen 
Interpolationsformel den Vorzug vor der Lagrangeschen, insofern letztere nicht anzeige, wie viele 
Glieder t/o, w^, ... „zur genauen Interpolation hinreichend und nöthig sind". Er bezeichnet die 
Abscissen a, 6, . . . durch Xq, x^, ... und die Coefficienten J5, C, . . . durch [^o ^i]' K ^i ^2]» u. s. w, 
und leitet aus der Newton sehen Formel, die bei ihm durch (II) bezeichnet ist, noch vier andere 
ab, in denen die Interpolation, entsprechend der Stirling sehen Methode (s. oben 4. und 5.), aus 
der Nähe von x aus geschieht. In Jacotns Abhandlung {ereile's J., Bd. 30, S. 127) sind die 
Netvton sehen Coefficienten mit D\ D'\ . . . bezeichnet, und in der von Gauss (Werke, HI, S. 274) 
mit A\ A'\ Auf S. 285 stellt Gauss die algebraischen Paktoren {x — ä) u. s. w. durch die 

trigonometrischen 8in^(a; — a) und cos^(a; — a) u. s. w. dar. 

Zusatz (3). Gauchy (Analyse Alg., p. 96) zeigt auch, wie man die Lagrange' sehe Formel 
auf die Interpolation von Funktionen mehrerer Veränderlichen ausdehnen kann. 

10. Interpolation durch gebrochene algebraische Funktionen nach Gauchy (Analyse 
Alg., Paris 1821, Note V). Die unbekannte Funktion (p(x) werde in dem* Intervalle der 

Argumente Xq a;«^.», deren Abstände beliebig sind, wmal unendlich und nehme für 

die genannten Argumente die Werthe an Uq, %, .... Um^n- Dann kann man g>{x) ersetzen 
durch f(x) = N:D, wo Zähler und Nenner bezüglicK von den Graden n und m sind und die 
Form haben: 

-.7. -, (^ ^m + 1) (^ ^m -f. 2) • • • • (^ "" ~ ^m -{- n) 

N= ^UqU^ . . .u 



B = 2uqU^ . . . w«_ 



\Xq Xfin^i) . . . \Xq - ^m-f-n) X • • • X [p^m *^m-f-lj • • • \p^m ^m -+- n) 

(:ro — x) (x^ — x) {x„,-x — x) 

\Xq '~ Xm) • • • v»^o " *^«» -hn) X • • • • X \p^m — 1 •^tn) • • • \Xm — 1 *^m + «) 

mit der Bedingung, dass die folgenden Glieder von N und D gebildet werden, indem man die 
m + n -h 1 Zeiger 0, 1, 2, . . . {m + n) auf alle möglichen Arten combinirt. 

Zusatz (1). Für m — geht Gauchy s Formel über in die Za^raw^e'sche und für n=:i0 
wird iV= Wo . . . Wm. 

Zusatz (2). Ist 9 algebraisch und gebrochen, so dass Zähler und Nenner von den 
Graden n und m sind, so ist identisch y = /*. 

Zusatz (3). Jacöbi (CreOes J., Bd. 30, S. 127) stellt den Nenner Dadurch Einführung 
gewisser Hilfsfunktionen auf sieben verschiedene Arten durch Determinanten wten Grades dar 
und leitet aus denselben die Determinantenformen des Zählers N ab. 

Zusatz (4). Drei andere Inteipolationsformeln mittelst gebrochener transcendenten 
Funktionen werden von Lacroix (§ 882) er\vähnt und Gharles zugeschrieben. 

11. Interpolation durch periodische Reihen. Setzt man versuchsweise 

F(x) = ^0 + 2 Ar cos rx -f 2Br sin rx, {r = 1, 2, . . . m), 

und sind «*„, ^*6, . . . . die 2m + \ Werthe, welche die unbekannte Funktion u'=^{x) für die 
Argumente x^=^a,b, . . . annimmt, so erhält man durch Einsetzen in obige Formel 2m + 1 Bedingungen 
zur Bestimmung der 2m + 1 Coefficienten. 
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Zusatz (1). Ausser der Eliminationsmethode schlägt Garns (Werke, HI. S. 281) vor, in 
der Ponnel 

sin -(x - h)^m-j (x —c) . , . 

u^ = 2ti.a ^ ^ , • 

sin ^ (a --- b) sin -y (a — c) . . . 

welche, wie die Lagrange sohe, unmittelbar einleuchtet, die Zähler nach vielfachen Argumenten von 
Sinus und Cosinus zu entwickeln und das Ergebniss der oben angenommenen Reihe identisch 
gleich zu setzen. Er behandelt auch ausführlich die Fälle, wo ein Werth u zu wenig gegeben ist, 
und wo entweder alle A oder alle B verschwinden. 

Zusatz (2). Sind die Argumente mit dem Kreisumfang commensurabel, indem 

F(x) = ^0 + -3^r cos rSx + 2Br sin röx, 6 = ^^ 

n 

^setzt wird, so dass n die Anzahl der Intei-valle in einer Periode, also die Länge der Periode 
selbst bedeutet (diese Zahl wird gewöhnlich gerade vorausgesetzt z. B. n =^ 24 Stunden im Tage, 

2 TT 

oder » = 360 Grade im Kreise, so das§ ö = -^iV = 1*^^ "• s. w.), so kann man die Coefficienten 

folgendermassen bestimmen, wenn Uq,u^, . , .Un^\ die n Werthe bedeuten, welche die unbekannte 
Punktion w für die n Inter\^alle der Periode anninmit (Garns, a. a. 0. art. 20): 

2 2 

Ar= -^Us cos rßs, Br = -^Us sin rßs. (s = 0A,2, . . .n - 1). 

n n ' 

Darin ist für r — die Hälfte zu nehmen. 

Ist n durch 4 theilbar, so hat man die Funktionen nur für den ersten Quadranten zu 
berechnen. Je grösser aber «, desto genauer werden die ersten Coefficienten. Soll daher die 
Reihe brauchbar sein, so muss sie so stark convergiren, dass man nur wenige Coefficienten nöthig 
hat. (Vergl. Bessds „ Abhandlungen \ IL S. 3G4 und 393). 

Zusatz (3). Leverrkrs Differenzenmethode zur Bestimmung der Coefficienten Ä, B 
(Annales ^e TObs., Paris 1855, p. 384) wurde von Enclce (Berlin. Astr. J., 1860, und AbhandL I.) 
etw^B tibersichtlicher entwickelt und auf ihre Vortheile gepillft. Daselbst wird 6 beliebig gewählt 
(in einem Beispiele gleich 42'* 14'), im Allgemeinen also incommensurabel mit dem Kreis- 
umfange, so dass sich die Reihe unbegrenzt fortsetzen lässt. Die Coefficienten werden aus den 
bekannten Werthen u durch aufeinanderfolgende Elimination mit Hilfe gewisser Grössen bestimmt, 
die den Differenzen analog gebildet werden. Diese Eliminationsmethode ist nach Encice schwieriger 
als im Falle commensurabler Winkel, hat aber den Vortheil, dass man nach Abschluss einer 
ersten Rechnung die Anzahl der Coefficienten ausdehnen kann, ohne die schon berechneten 
„Differenzen" neu berechnen zu müssen. 

Zusatz (4). Beispiele von Bestimmungen der constanten Coefficienten gibt Weyer in der 
Vierteljahrsschrift der Astronom. Ges., 22, S. 292. 

12. Interpolation durch Exponentialfunktionen nach Prony (J. de TÖcole Polyt.. 1795, 
n, pag. 24). Hat man eine gerade Anzahl 2n Beobachtungen z^, s^, ... z^n-\ gemacht, welche 
ebenspvielen gegebenen Grössen entsprechen: 0, x. 2x. ... (2n - l)x, so kann man die z inter- 
poliren durch folgende Formel; 

und die Constanten n*, q folgendermassen bestimmen: 

Man berechne erst die .4 aus den n Gleichungen 

AfiZf^ + 4- ÄnZn — " 
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Dann sind die n Grössen a^ = ^^ die n Wurzeln der Gleichung 
woraus man die q selbst finden kann. Die fi bestimmen sich dann aus den n Gleichungen 

Ua =:i , (r = 1, . . . W), 

wenn man nach der Entwickelung den Exponenten (einschliesslich Null) von z in einen Stellenzeiger 

verwandelt, z. B. 

für n ■— 1, jiii = ^0 

für n = 2, ^1 = —^ -, jMa = —^ -, u. s. w. 

Zusatz (1). Für eine ungerade Anzahl 2n + 1 Beobachtungen hätte man zu setzen: 



X , , X 



^ = MxQi+ '• + f'nQn + /^n+l 



die Coefficientenbestimmung würde aber weltläufiger. 

Zusatz (2). Prony wendet diese Intei'polationsmethode auf Elasticitätserscheinungen bei 
Gasen an. 

13. Tafeln von Interpolationscoefficienten fijidet man gelegentlich als Zugaben zu 

Logarithmentafeln, z. B. in Hülsses Tafel XIU (1840), wo/gjbis/g) von a;=iO,01 bis 1,00 in 

Zwischenräumen von je 0,01 auf 7 Stellen berechnet sind, in Parkhursfs Tafel 32 (1871), wo sich 
dieselben sechs Coefficienten von 1 bis 40 finden (vergl. Brit. Ass. Rep., 1873, p. 79), in den 
„Astronomischen Tafeln und Formeln" von C. F. W. Peters (Hamburg 1871), wo ähnliche Coefficienten 
bis zur fünften Potenz von x nach denselben Intei^vallen auf vier Decimalstellen berechnet sind, 
in Sonchon^ „Astronomie Pratique" (Paris 1883, p. 374) u. s. w. 



IV. Hauptstilck. 

Differenzengleichiingen. 

Vorbemerkung (1). Eine Differenzengleichung wter Ordnung mit constanter Differenz 
Jx^^l der abhängig Veränderlichen .hat die Form 

. F(ii, Ju, J-H, . . . //»w) = 

und ihre Integration besteht in der Auffindung einer Punktion 

u~f\x, y ) =1 M^,y,..., 

welche der Gleichung genügt. 

Die Differenzengleichung ist linear, wenn die Differenzen (die nullte eingeschlossen) 
nur in der ersten Dimension vorkommen. Die höchste Dimension bestimmt den Grad der 
Differenzengleichung. 

Vorbemerkung (2). Durch die Identität (s. Theorie d: Reihen, III, 1.) 

kann jede Dififerenzengleichung in eine Recursionsformel zwischen den Grössen u ver- 
wandelt werden. 
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Vorbemerkung (3). Eine gemischte DifFerenzengleichung enthält ausser den Differenzen 
noch Differentialquotienten. 

Vorbemerkung (4). Das Integral einer Differenzengleichung wter Ordnung mit nur einer 
unabhängig Veränderlichen hat n willkürliche Cons tauten, an deren Stelle bei mehreren 
unabhängig Veränderlichen willkürliche Funktionen treten. 

Vorbemerkung (5). Setzt man (nach I, 2.) wieder ^z*" = (jE* -1)^, so lässt sich jede 
Differenzengleichung wter Ordnung als ganze rationale Funktion von iJ vom wten Grade 
darstellen, wovon Boole (chap. XI) vielfach Anwendung macht. Er führt auch (p. 237) eine neue 
Symbolik ein, indem er die Differenzengleichungen durch die folgenden Operationszeichen 
darstellt: 

Jx ^ 

Vorbemerkung (6). Die Bedingung, dass eine Differenzengleichung sich unmittelbar 
integriren lässt, also eine „vollständige Differenz" sei, wurde zuerst behandelt von Cofdorcet 
(Paris. M6m., 1770, pag. 108)» ebenso von Minich (TortoliniS Ann., vol. 1). Ist u eine Funktion 
von Xj y, . . . und ihren Differenzen bis zur nten einschliesslich, so ist sie eine vollständige 
Differenz u^=/iw, wenn die Bedingung erfüllt ist (Condorcefy p.* 112): 

du. 



/I 



dJ'^x 



du ln\ du ln\ ^du du 



, du /'* - 1\ .o ^^' ^ du 



dJx \ 1 / dJx ' ' dJx 

.o du . du ^ 

dJ^X dJ^x\ ' 

Die Bedingungen für y, z, . . , sind genau von derselben Gestalt. Aus diesen Bedingungen lassen 
sich diejenigen für die vollständigen zweiten Differenzen u = J-iv u. s. w. ableiten. AM (Oeuvres, 
t. n, p. 10) stellt diese Formeln in symbolischer Form dar. 



A. Lineare Differenzengleiclumgeii erster Ordnung mit einer unabhängig 

Veränderlielien. 

1. Die lineare Differenzengleichung 

. ^!/ "PH + ^/. oder yjc ^x = F^yx + Qx 

kann durch Ausführung der Substitutionen integrirt werden, wobei der Anfangswerth ya = f{ä) die 
willkührliche Constante vertritt. Substttuirt man nämlich der Reihe nach für x 

a, a + 1, a i- 2, . . . X ~ 1, 
so erhält man das Integral {Laplacc) 

y, =-. f{x) ^P„ P„,i Pa^2 ... P.-i-m 

+ Pa-hl Pa + 2 • • • -Px—l ' Qa 

-\- Pa h2 ••• Px—i Vo-f-1 



Zusatz (1). Ist P=l, wie z. B. in der Identität 

fix + 1) = f\t) + Jf{x) . 
80 hat man, übereinstimmend mit I. 1. (.'5). 

t\x) = A«) + ^^m- 
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Zusatz (2). Zu demselben Integrale ist Lagrange (1761) auf anderem Wege gelangt. 
(Vergl. Lacroix § 972). Cmchy (Ex., 1827, ü, p. 176 und 196) stellt das Integral in der folgenden 
Form dar: 



y = (i +py-':s 



(1 +pr' 



B. Nicht .lineare Diflfereiizengleiehungen erster Ordnung. 

Vorbemerkung (1). Diese Differenzengleichungen haben im Allgemeinen eine unbegrenzte 
Zahl vollständiger Integrale, die sich nicht durch ein einziges gleichwerthiges Integral darstellen 
lassen. (Boole, pag. 172 u. 176). Lagrange schreibt diesen Satz Charles zu. Als Erklärung wird 
angefUhi't, dass zwischen den Ordinaten Wx, Wx-+-i, . . . keine Stetigkeit vorhandefi sei. 

Vorbemerkung (2). Den einfachsten Fall dieser Gleichungen bildet die Clairaulf sehe Form: 

mit der Lösung 

Uj, =: ex -f f\c) , oder JUx — e. 

2. Wenn x in der Gleichung fehlt, so setze man Mx-ii - Mx statt Ju^ und suche die 
Lösung Ma- ^.j m y(wx), dann ist schliesslich . • 

Bode (p. 167) bemei'kt aber zu dieser Lösung, dass die w-malige Anwendung der Operation y 
grössere Schwierigkeiten bereiten könne, als die urspillnglich gegebene Gleichung. 

3. Wenn die Gleichung in u homogen ist, so kann man sie auf die Form bringen 

/■('ij^, ,)=0, «der "-1^ = ^(4. . 
welche auf eine lineare Gleichung in x führt. 

4. Zerfällung in lineare Faktoren. Die allgemeine Gleichung habe die Form 

[JuY + A^ {.inY -' + ... .4„ = 0. 

Wenn man dieselbe zerlegen kann: 

{Ju — Ol) . . . (Ju — a„) =r 0, 

so sind die einzelnen Faktoren gleich Null gesetzt: Ju — ai = 0, linear und das Integral einer 
jeden solchen Gleichung ist ein Integral der gegebenen Differenzengleichung mit einer willktlrlichen 
Constanten. {Bode, p. 171). 

Zusatz (1). Das Produkt der so erhaltenen Integrale ist aber nicht (wie bei den Differential- 
gleichungen) das allgemeine Integral der gegebenen, sondern einer Gleichung höheren Grades, 
welche mit der gegebenen nicht gleichwerthig ist. [Boole, pp. 172 und 184). 

Zusatz (2). Die einzelnen dieser n Integrale werden von Bode (p. 174) zusammensetzende 
Integrale genannt und alle übrigen Lösungen, welche durch Verbindung dieser Integrale durch 
irgend ein angenommenes Gesetz abgeleitet werden, abgeleitete Integrale (component und derived 
primitives). 

Zusatz (3). Sind zwei lineare Faktoren obiger Gleichung einander gleich, d. h. ist «i = a^, 
so nennt Poisson (J. de TEcole Polyt., t. 6, cah. 13, 1806, pag. 60, art. 2) dieses Punktsystem eine 
„besondere" (singulare) Lösung, wofür Bode (p. 190) den Namen vielfache Lösung vorschlägt, 
weil sie anderen vollständigen Integralen gegenüber nicht die besondere Stellung einnimmt, wie 
die singulären Lösungen der Differentialgleichungen. 

Zusatz (4). Eine mit der obigen verwandte Methode ist die von Monge, nach welcher aus 
der gegebenen Differenzengleichung erster Ordnung eine solche zweiter Ordnung abgeleitet wird, 
die dann in rationale Faktoren zerlegt wird und durch zweimalige Integration die vei*schiedenen 
Integrale der gegebenen Differenzengleichung liefert. {Lacroix, §§ 1008—9). 
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6« Variation der Constanten. Gegeben das Integral einer irredukttbeln Differenzen- 
gleichung erster Ordnung w = /'(a:,c), in welcher die Constante c wenigstens im zweiten Grade vor- 
konunt. Man lasse c sich ändern unter der Bedingung, dass Ju in Bezug auf x und c dieselbe 
Gestalt behalte als ob c constant wäre, indem man Ju auf zweierlei Weise bildet, erstlich fUr ein 
coifstantes c und dann für c als Funktion von x betrachtet, und beide Werthe einander gleich setzt. 
Dadurch erhält man eine Differenzengleichung für c, und wenn sich dieselbe integriren lässt, 
setze man den gefundenen Werth c in u=if{x,c) ein. Dadurch erhält man ein neues, das von 
Lacroix (§ 1006) und Bode (p. 175) sogenannte indirekte Integral, das sich aber von dem ursprüng- 
lichen nicht wesentlich unterscheidet. 

Zusatz (1). Wäre c in dem ursprünglichen Integrale nur in der ersten Potenz vorhanden, 
80 erhielte man auf diese Weise kein neues Integral. 

Zusatz (2). Dieser Vorgang führt nicht, wie bei Differentialgleichungen, auf ein singuläres 
Integral, indem die Differenzengleichung, aus welcher c bestimmt wird, selbst wieder eine will- 
kürliche Constante einführt und so dem gefundenen Integrale seine Allgemeinheit wahrt. [Lacroix 
§ 1005). Dennoch kann es geometrisch als eine Art einhüllenden Punktsystems gedeutet werden. 
{BooU, p. 176 — 177). 

C. Lineare Differenzengleichungen /iter Ordnung. 

Vorbemerkung. Von nicht linearen Differenzengleichungen nter Ordnung sind bis jetzt 
nur einzelne Fälle durch 'besondere Kunstgriffe behandelt worden. 

6. Die Differenzengleichung mit einer unabhängig Veränderlichen 

A^y^ -f A^Jyx + . . . + AnJ^'yx = B 
sei in die Recursionsformel verwandelt 

yx y-n + öit/x-f-n-l + • • • + «n^x = 6, 

und zwar sollen erst alle Coeffici^nten a constant und 6 = vorausgesetzt werden. Die 
Substitution f/x = ö* führt dann auf folgende Regel {Lagrange, 1775, Oeuvres, t. IV, p. 151): 
Sind ^1. . . . ö„ die Wurzeln der Bedingungsgleichung 

ö" + ai©'»-! + . .. + an = 0, 

so ist das allgemeine Integral der Differenzengleichung 

y rrr C,öf + . . . + C ö"". 

*^ X 11' ' n ?i 

Zusatz (1). Ist öl eine r-fache Wurzel, so tritt an Stelle der entsprechenden r Particular- 
integrale der Ausdruck 

Zusatz (2). Sind öj und 6^ conjugirt complex =:r ^ (cos y ± / sin ^) , so tritt an Stelle der 
beiden Particularintegrale der Ausdruck 

Zusatz (3). Ist diese complexe Wurzel r-fach, so hat man hierin c und c' bezüglich zu 
ersetzen durch 

ip +i>i^' + • . • +i>^_i^'"~') und (p +p\x + . . . + p^_y~^). 

Zusatz (4). Diese Integrationsmethode gibt unmittelbar das allgemeine Glied einer 
recurrirenden Reihe, deren Relationsscala bekannt ist. Dieselbe Methode wird unten (no. 15. 
und 16.) auf zwei und drei unabhängige Veränderliche ausgedehnt werden. 

7. Methode durch Produktreihen, wenn die a Funktionen von x sind, aber 6 = ist. 
Man setze versuchsweise yx-^\ ^^l^yx und substituire für x die beiden Reihen 

a, a + 1 X — 1; x,x+l,...xi-7n, 



,x — r -h \ 
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wodurch man erhält 

X — 1 «I 

Setzt man die zweite Produktreihe in die Differenzengleichung ein, so erhalt man für p 
die Bedingungsgleichung, worin das Argument überall ^^x + r und die untere Grenze Null ist: 

n— 1 n — 2 n — 3 

77 + «1 n + a^ n + .. . + an = 0. 

Lässt sich hieraus die Funktion p^- bestimmen, so liefert die erste Produktreihe das Integral y^. 
[Laplace). 

Zusatz (1). Haben die Coefficienten a die besondere Gestalt 

Ur = ar(f{x)(f(x — 1) . . . (p{x - -r 4- 1), 

in welcher die Potenzreihen und Fakultäten als untergeordnete Fälle enthalten sind, so kann man 
die Gleichung auf con staute Coefficienten zurückführen mittelst der Substitution 



X -f- n — r 



und Division durch den gemeinsamen Faktor (fj{x) . . .(f{l). Diese Methode gilt auch, wenn 
b nicht Null ist {Boole, p. 221). 

Zusatz (2). Laplace hatte die allgemeinere Substitution yx+\ =^Pxyx + qx benutzt (s. Lacroix, 
§ 979). Auf diese Methode läuft auch diejenige von Padi hinaus, der die gegebene Differenzen- 
gleichung erst mit dem unbestimmten Faktor jUx multiplicirt und diesen nachträglich bestimmt, 
indem er ein Integral dieser transformirten Gleichung annimmt, von demselben die Differenz 
nimmt und die so entstandene Gleichung mit der transformirten vergleicht (s. Lacroix, § 997). 

Zusatz (3). Anwendungen auf Differenzengleichungen zweiter Ordnung finden sich bei 
Lacroix (§ 982), Bode (pag. 253 — 263) und Heine (Handbuch, I, S. 115), wo eine Zerlegung 
allgemeinerer Art angewandt wird. Beispiele liefern die 15 Gauss^oh^n und die 28 Heine^ohew 
Relationen zwischen den „Venvandten Reihen" (s. Theorie 9er Reihen, V, 14. u. 15.). iMplaee 
(M6c. c^l., t. 4, p. 254. 6d. 1805) verwandelt dieselben in Kettenbrüche: 

yx = (^xyx^i -h hjcyx^2, 
th±ji ^ 1 _ 1 ^ * 

yx^\ ax-H2 + etc. 

8. Methode durch Summenreihen, wenn wiederb — 0. Man multiplicire die Differenzen- 
gleichung 

yx + n + a^yx + n-\ + . . . + a«i/x = 

mit einer geeigneten Potenz von ö, substituire für x der Reihe nach 0, 1, 2, . . . und addire alle 
so entstehenden Formeln, wodurch man eine Bedingungsgleichung zwischen zwei oder mehreren 
Summenreilien erhält. Setzt man nun eine dieser Summenreihen, z. B. -2'y^ö^ gleich einer 
unbekannten Funktion f{Q), und gelingt es, durch geeignete Wahl von f die Bedingungsgleichung 
zu erfüllen oder wenigstens in eine integrirbare Differentialgleichung zu verwandeln, so ist yr als 
Coefficient in der Entwickelung von /' nach Potenzen von B unmittelbar gegeben. 

Zusatz (1). Eine andere Entwickelung nach Reihen mittelst der Symbole n und q findet 
sich bei Bode (p. 243); daselbst wird versuchsweise yj, = ^CnQ"' gesetzt, wo ^'", angewandt auf 
die Einheit, die Bedeutung hat: 

^"» =z x(x + Jx) .... {x + mJx Jx), 

Zusatz (2). Verwandt mit dieser Methode ist die der unbestimmten Coefficienten, 
wo man das Gesetz des Integrals zu errathen hat (Lacroix, § 985), und die der unendlichen 
Reihen von Libri (Paris. M6m., 1838, t. 14, p. 95). 
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9. Methode durch bestimmte Integrale nach Laplace (t. 7, Thöor. des Probab., pp. 121 
und 122). 

Aoyjc + A^ ^f/x + . . . + AnJ'^yz = 

sei in reducirter Form (B = 0) gegeben und die Ä seien entw^eder Pakultätenreihen oder Potenz- 
reihen von a;,-und das Integral werde versuchsweise darg^tellt durch das bestimmte Integral: 

t/^ =1 1 W Vdii, 



-/ 



•Erster Fall (p. 121): 
Setze W= u'' und: 

U2 = u^2Cr{u — \)\ etc. 



Zweiter Fall (p. 122): 
Setze Tr=e'" und: 

U2 =2'Cr(^" — l)^ etc. 



Dann, bestimmt sich in beiden Fällen die unbekannte Funktion V aus der Differentialgleichung, 
deren Ordnung mit dem höchsten Exponenten von x in den Coefficienten Ar tibereinstimmt: 

^^^ ^^-JT,*^^' ^^ + £5^^'» D - .... =0, 



während die Grenzen des Integrals aus den Bedingungsgleichungen zu entnehmen sind: 

' " ttM* - j 

d 



(u.V)-^,(U.^')+^AihV) 



{U, V) 



du 



{u, r) + ... 



A. 

du 
du 



W=0, 



W= 0, etc. 



Erhält man hieraus die x Wurzeln «,, m^. .... so ist das Integral der Differenzengleichung in 
beiden Fällen: 

"iH-r 



y.= s'Br(wVdu. 



U 



Zusatz (1). Ist x^=n + l, so ist t^' das allgemeine Integral mit den n willkürlichen Con- 
stanten jB. 

Zusatz (2). Ist speciell n = 2 und c = d= . . . = 0, also ü^ =^ ü^ =...=' und setzt 



man zur 



Abkürzung Z7= j-p?dM, so kommt Ui V=Be^' mit der Grenzbedingung e^- W=0. Die 

vollständige Ausführung dieses besonderen Falles wurde von Tfiomae gegeben (SchloemihJis Zeitschr.i 
1869, S. 349). 

10. Das allgemeine Integral der nicht reducirten Gleichung: 

erhält man nsich La prange aus den Integralen ^^(vt) . . . ^„(.r) der reducirten Gleichung &=:0, indem 
man die n Particularintegrale z, anstatt mit constanten Coefficienten, mit Funktionen von x multi- 
plicirt und versuchsweise setzt: 



n 






Bestimmt man nämlich die Differenzen: 



fr{X-^l) fr(x)=Jfr{x) 
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aus den n linearen Gleichungen: 

2,{X + \)Jf\{x) + . . . + Zn{x + \)Jfn(x) = 0, 



z,(x + n-\)Jf^{x) -h ... + 2^(x + n^ \)^f^{x) = 0, 
z^ [x + n) .//; {x) ^- . , . \- Zn{x -\- n) ^fn{x) = b, 

80 liefert jedes J = Q^ nach 1. ein Integral aus der Identität: 

f(x +1)= f\x) + q. 

mit einer willkürlichen Constanten, so dass die folgende Lösung n willkürliche Constanten enthält: 

y^ = :^frZr^ 
Zusatz (1). Kennt man nicht alle n sondern nur r Integrale z^{£), . . . Zr(pc) der reducirten 
Gleichung i = 0, so kann man die nicht reducirte Gleichung auf die Ordnung n ~r herab- 
drücken (Book, p. 227, wo auf Tardi in Tortdinis Annalen verwiesen ist). 

Zusatz (2). Lässt sich die Differenzengleichung nter Ordnung in n binomische Faktoren 
zerlegen 

(^ Pi) (^ - Pi) (^ -Pn) y -^ t\x). 

so hat man nach Cauchy (Ex., 1827, n. p. 176) die n Gleichungen erster Ordnung zu integriren 

(^—Pi)yn-i=f{x) 

[^ 'P2)yn-2 — yn-\ 



{j—Pn-i)yi =y2 
[J — Pn)y = yi, 

wodurch allerdings vielfache Summen eingeführt werden, die Cauchy durch partielle Summation zu 
zerlegen sucht nach der Formel 

. 2{uJv) =: UV -~ ^(vJti + JvJu). 

Zusatz (3). Dieselbe Lösung der nicht reducirten Gleichung mittelst des Symbols 
jB= 1 + ^ findet sich bei Book (p. 214) mit Anwendung auf besondere Fälle der Punktion b (p. 218). 
Daselbst (p. 230) wird auch eine besondere von Sylvester in Determinantenform gegebene Differenzen- 
gleichung behandelt. 

11. Fälle, wo die Differenz z/ der unabhängig Veränderlichen nicht constant ist, wurden 
nach Lacroix (§§ 988—990) Zuerst von Lajiace und Padi behandelt. Entsprechen sich in einer 
Differenzengleichung 

yi + Pxy^ + Qxys + .,. = 

die abhängig Veränderlichen y und die unabhängig Veränderliche x in der Ordnung wie sie über- 
einanderstehen 

worin f\, f^.-. gegebene Funktionen von x smd, so versuche man die Substitutionen 

Lässt sich dann w so als Funktion von z bestimmen, dass diesen Bedingungen genügt wird, 
so drückt man x als Funktion von u. aus und setzt seinen Werth in die gegebene Differenzen- 
gleichung ein, wo dann z die unabhängige Veränderliche ist mit der constanten Differenz Jz^=l\. 

Zusatz (1). Obige Substitutionen lassen sich erfüllen, wenn nur zwei Punktionen /i und/i 
vorhanden sind, oder wenn sie nach einem gleichförmigen Gesetze fortschreiten, z. B. 

Zusatz (2). Monge hat diese Methode benutzt zur Bestimmung zweier oder mehrerer 
willkürlichen Funktionen, welche gewissen Bedingungen genügen, wie sie bei der Integration 
partieller Differentialgleichungen auftreten (s. Lacroix, §§ 990—993). 
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12. Simultane Differenzengleichungen mit mehreren abhängig Veränderlichen haben 
noch keine eingehende Behandlung gefunden. Man hat (J^eselben mittelst der Operation J so 
umzuformen, dass n^an durch Elimination eine Endgleichung mit nur einer abhängig Veränder- 
lichen zu bilden vennag. Andeutungen hierüber finden sich bei Lacroix (§§ 994—996). 

Zusatz. Die Methode vereinfacht sich bei den recumrenden („rentrantes") Diflferenzen- 
gleichungen von Laplace. von der Form: 



f^(x) = at\(x ~ 1) + hfA^--2) + .... 



D. Partielle Differenzengleichungen. 

Vorbemerkung (1). Die partiellen Differenzengleichungen finden Anwendung in der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, wo die Ereignisse um endliche Differenzen gewisser Elemente 
fortschreiten, ebenso in der Polygonometrie. wo die Ecken um endliche Differenzen von 
einander abstehen. Beispiele derart wurden behandelt von Lajdace (Paris. Mem., t. 6 und 7) und 
Lagrange (Berlin. M6m., 1775). Vergl. Lacroix (§§ 1030—32), AM (Oeuvres, t. II, p. l), Bodc (p. 273). 

Vorbemerkung (2). Die partiellen Differenzengleichungen lassen sieh in mehrfache 
Recursionsformeln verwandeln, z. B.: 

22ar»2^.\.r,y ^» = 0. 222 arttu(x + T, y + s, ^ + ^) = 0, etc. 



r g 



Ein einfacher Fall einer partiellen Differenzengleichung ist die Recursionsformel für Binom ial- 
coefficienten (s. oben, Theorie d. Combinationen, IV, 3.): 

Vorbemerkung (3). Sind die Stellenzeiger solcher Recursionsformeln an Bedingungen 
von der Form gebunden r + s-^m oder r + s + t-^ m u. s. w., so wird die höchste Differenz, 
also auch die Differenzengleichung, von der mten Ordnung sein. Die Recursionsformel für die 
Binomialcoefficienten ist also von der zweiten Ordnung. 

13. Im Falle zweier unabhängig Veränderlichen gelingt die Integration zuweilen 
durch Induktion [Lajdace, t. VII, p. 61; vergl. Lacroix, §§ 1021—25). Kann man nämlich durch 
Zahlensubstitutionen (z. B. «/ = 0, 1, . . . .) einen der beiden Zeiger constant machen, so enthält die 
Differenzengleichung nur noch eine unabhängig Veränderliche und lässt sich (nach A, B oder C) 
integriren. Kann man mit Benutzung des so gefundenen Werthes z, z. B. *x, i. und durch numerische 
Erhöhung der Substitution denselben Zeiger wieder constant machen, und so fort, so erhält man 
eine Reihe von Integralen: 

aus deren Form man auf das Integral Sjcy durch Induktion zu schliessen hat. 

Zusatz (1). Ein so gefundenes Integral ist aber nachti'äglich durch die Differenzen- 
gleichung zu prüfen. 

Zusatz (2). Eine auf das Symbol U gegiUndete Methode findet sich bei Boole (p. 267) 
Zusatz (3). Die oben gegebene Methode, angewandt auf drei unabhängig Veränder- 
liche, verlangte die Darstellung von: 

u(x. 0, 0), u(x, 1, 0), u(x, 2, 0), . . . 
und den Induktionsschluss auf u(x, g, 0); ferner die Darstellung von: 

u{x, 0, 0), u{x. 0, 1), u{x. 0, 2). . . . 
und den Induktionsschluss auf u(x, 0, r), woraus sich schliesslich u(x, y. z) ergeben sollte. 

22 



170 ^^^' Abschnitt. Theorie der Differenzen und Summen. 

14. Besteht zwischen den Incrementen von x und y fortwährend eine con jtante Beziehung, 
z. B. r ±s = 0, so ist auch bezüglich s:± y =zc constant, und man kann mittelst dieser Bedingung 
X oder y eliminiren. Die partielle Differenzengleichung ist dann auf eine gewöhnliche zurück- 
geführt, nur muss man nach ihrer Integration wieder c = x±y setzen und alle w illkürlichen 
Constanten durch willkürliche Punktionen von xzky ersetzen {Laplace). 

Zusatz. Dieselbe Methode lässt sich anwenden, so oft zwischen x und y eine Bedingungs- 
gleichung von der Form (f>{x,y) =i besteht. 

15. Constante Coefficienten, nach der Methode von Lagrange (Oeuvres, t. IV, p. 151, 
Lacroix, §§ 1012—19). Ist die Differenzengleichung von der wten Ordnung mit zwei unabhängig 
Veränderlichen und den constanten Coefficienten ar», so setzt man versuchsweise 

(a) Wx,y = ca^ßy 
und erhält die algebraische Bedingungsgleichung 

^^ttr.a'-ß' =: 0, {r + s^ n). 

Indem man dieselbe nach ß"" auflöst, sodann diesen Werth in die Identitäten einsetzt: 

SO kann man schliesslich alle höheren Potenzen von ß durch /J**"~S /J/*-*^... ausdrücken, erhält 
also eine Gleichung, in welcher die Coefficienten Ä von y abhängen: 

ßy= ^''^ Ars(x''ß\ (r + s^y) 

und erhält so das Partikularintegral 

(b) Aus diesem Partikularintegrale erhält man das allgemeine, wenn man die w illkürlichen 
Grössen c, a, ß ändert und die so entstehenden Reihen summirt. Für jedes bestimmte s erhält 
man so eine unendliche Zahl willkürlicher Constanten, die eine willkürliche Funktion von (x 4- r) 
vertreten, so dass man setzen kann 

Wx,y = 22Ars<ps(^' + r). 

(c) So lange y^n— 1 ist, findet man aus der Entwickelung für ßy, dass alle Ä ver- 
schwinden ausser Aoy=l. also ist das allgemeine Integral der Differenzengleichung: 

y — « n — \ 
r=Ü « = 

Zusatz (1). iacm-i; bespricht besondere Fälle, in welchen sich die Doppelsumme -32*0 r,«"//' 
in rationale Faktoren zerlegen lässt. 

Zusatz (2). Boole (p. 269) setzt an Stelle der Doppelsumme ein bestimmtes Integral mit 
den Grenzen =t -o. 

Zusatz (3). iMgrangc (p. 1(>9) wendet seine Methode an auf das oben en\'ähnte Beispiel 
der Binomialcoefficienten, sowie auf ähnliche einfache Fälle von nur dreigliedrigen DifFerenzen- 
gleichungen. 

16. Die /^fl//raw(7c'sche Methode lässt sich auf drei abhängig Veränderliche ausdehnen, 
wenn n^=^ 1. Setzt man wieder vereuchsweise 

(a) n^y, = ca'ß9y\ 

so erhält man die algebraische Bedingungsgleichung 

22Sarsi^^ß'r' = 0, (r + 5 + ^ ^ 1). 

welche man am besten nach y auflöst. Entwickelt man dann y^ nach fallenden Potenzen von a. ß, 
so erhält man eine Gleichung, deren Coefficienten .4 von 2 abhängen: 
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(b) Aendert man die willkürlichen Grössen c, a, ß und addirt, so erhält man wie in 16.: 

Uxyz = 22Ärs9(x — V. tf — $). 

(c) Da nun in der Entwickelung von /* fUr ^r = alle Coefficienten verschwinden 
ausser A^q = 1, so ist Uxyo = (p(x, y), also das allgemeine Integral der Diflferenzengleichung 
erster Ortnung 

Zusatz. Die Lastrange' sehe Methode ist von Padi dahin erweitert worden, dass er anstatt 
obiger Substitution die folgende anwandte (Lacroix. § 1026—27): 

Uxy.., = tna[arY^ nh\ßxY + .- 
wo die m, a, n.b . . , Constanten und die Klammern Fakultäten bezeichnen, z. B. : 

[aj'=r axÄx-i ... 1. 

17. Cauchy (Ex., 1827, U, p. 184) -setzt eine Gleichung voraus, die sich folgendermassen 
in binomische Paktoren zerlegen lässt: 

und zerlegt sie in n Differenzengleichungen erster Ordnung: • 

(J^ -Pl^y)^n-.l=f{x.y). 



(Jjc -Pn^y)^ = ^l. 

die er (pag. 204) mittelst bestimmter Doppelintegrale integrirt. 

E. Gemischte Differenzengleichungen. 

Vorbemerkung (1). Nach Lacroix (§ 1140) haben sich mit diesen Gleichungen zuerst 
Condorcet und Laplace befasst. 

Vorbemerkung (2). Die Ordnung der Integration in Bezug auf die Symbole 7) = y- 

und J ist nicht vertauschbar wegen der verschiedenen Natur der Constanten, welche diese 
Integrationen einfuhren. 

Vorbemerkung (3). Eine Theorie dieser gemischten Differenzengleichungen gibt es noch 
nicht. Aus den versuchsweise gefundenen Integralen wird man durch Variation der willkürlichen 
Constanten noch andere indirekte Integrale ableiten können, wie oben in 5« 

18. Lässt sich die gemischte Differenzengleichung in eine reine Differenzengleichung und 
eine Differentialgleichung zerlegen, so kann man beide getrennt integriren. 

Zusatz (1). Diese Zerlegung kann geschehen durch Faktorirung, oder durch Substitution, 
oder durch das Symbol ^/-^ t»^ — 1. 

Zusatz (2). Das letztere Symbol wendet Boole (p. 281—288) besonders auf Gleichungen 
an, deren Coefficienten lineare Punktionen der unabhängigen Veränderlichen sind. Seine 
allgemeinen Ausdrücke sind aber ziejnlich verwickelt (p. 286). Lacroix (a. a. O.) wendet mehrmals 
mit Erfolg die Substitution an 

u, = ae"*' + h, {e =: 2,71828 . . .), 

wodurch die gemischte Gleichung in eine reine Differenzengleichung übergeführt werden kann. 

19. Poisson's Transformation der Gleichung: 

ax (ix 



worin die Coefficienten L, 31, X Funktionen von x sind. 



'>'>* 
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Wendet man das Symbol an Ez=l + J, welches die Bedeutung hat: Eux = Wx4-i» so kann 
man die Gleichung in der Form darstellen 

^ Eu + L^ + MEu + Nu = F, 



dx dx 



oder wenn man L' f\Xv ^- L schreibt 

dx 



(^ + m\ {E -f L) u + (N— LM ~ L) ti = V. 



Ist nun N — LM — L' = 0, so lässt sich die Gleichung zerlegen in eine reine Differential- 
gleichung und eine gemischte Differenzengleichung; .ist die Bedingung aber nicht erfUllt, so lässt 
sich dieselbe oft herbeiführen, indem man {E + L)u=:iv setzt, also 



l^ + m\v + {N— LM— L) u = V. 



Löst man die letztere Gleichung nach u auf und setzt seinen Werth in {E + L)u^=v ein, 
so erhält man eine Gleichung von der Form 

welche ^man wieder behandelt wie die gegebene, bis die genannte Bedingung erfüllt ist. 

Zusatz (1). Eine andere Transformation Poissons führt oft zum Ziele, wo die erstere 
fehlschlägt (s. Bode a. a. 0.). 

Zusatz (2). Anwendungen von gemischten Differenzengleichungen auf geometrische Auf- 
gaben, besonders auf das Etder'sche Problem der reciproken Trajektorien, finden sich bei Lacroix 
(§§ 1143-45). 



Vm. ^bsclmitt. 

Theorie der Funktionen. 

[Lagrange' 9^ Leyons und Theorie des Ponctions; Wei^rstrass Abhandl.) 



Vorbemerkung (1). Wie aus diesen und anderen unten angeführten Werken hei-vorgeht, 
bleibt auch heute noch in gewissem Sinne richtig, was Lambert vor mehr als hundert Jahren 
(Berlin. M^m., 1770, p. 225) aussprach: „Je regard la theorie des fonctions conmie une chose dont 
on n'a encore que des parties Isoldes". 

Vorbemerkung (2). lieber die symbolische Bezeichnung der Funktionen siehe den 
Abschnitt Theorie d. Diff. u. Summen, L Viele Einzelnheiten darüber findet man in De Morgans 
Calculus of Functions (Encyclop. Metropolitana, London). Dieser sogenannte „Funktionen-Calcül**, 
wie er von Herscliel, Bahhage und De Morgan ausgebildet wurde, bildet indessen, nach einer 
Bemerkung Cagleys (Encycl. Brlt., 9^'^ Edition, „Functions"), nicht die Theorie der Funktionen, 
sondern nur eine Auflösungsmethode für Funktionalgleichungen mit Hilfe bekannter Funktionen. 
Er bildet also einen Theil der „Umkehrung der Funktionen" (s. unten IV). 



I. Hauptstück. 

Definitionen. 

1. Die Bezeichnung Funktion stammt von Leibnitz (Acta Erud., 1694, p. 316). Euler 
(Introductio, I, §§ 4 und 78) bezeichnet eine Funktion als einen analytischen Ausdruck, der aus 
veränderlichen und constanten Grössen irgendwie zusammengesetzt ist. Dieselbe Definition geben 
Bezout in seiner Theorie der Gleichungen (p. 1) und Lagrange in seinen Leijons (p. 6) und in der 
Einleitung zu seiner Theorie. Nach Dirichlet heisst eine Grösse g Funktion von x, wenn zu jedem 
Werthe von x innerhalb eines Intervalles ein bestimmter Werth von y gehört, eine erweiterte 
Definition, welche durch Betrachtung der Fmirier sehen Reihen veranlasst, aber erst durch die von 
Rieniann (Göttingen 1851, Werke, S. 5) zum Ausgangspunkt genommene Eigenschaft der Mono- 
genität (s. unten II, 8.) verständlicher wurde. 

Zusatz (1). Hankel (Tübingen 1870, Math. Ann., Bd. 20) bezeichnet die durch Diriddefs 
Definition gegebenen Funktionen als „gesetzlos", im Gegensatz zu den durch Riemanns Gesetz 
der Monogenität bestimmten Funktionen. 

Zusatz (2). Die folgenden Definitionen sind grossentheils Eulers Introductio (t. I, c. 1 und 5) 
und Serrefs Alg. (E. nos. 522 — 525) entnommen. 
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2. Eine Punktion heisst algebraisch in Bezug auf die Grössen x^^x^, . . ., wenn man sie 
aus den x^.x^,... durch eine endliche Anzahl der ersten fünf Operationen: Addition, Subtraktion, 
Multiplikation (und Potenzirung), Division, Radicirung, bilden kann. Sind noch andere Operationen 
nöthig, so heisst sie transcendent. {Abel, Oeuvres, t. 11, p. 192). 

Zusatz (1). Ein weiterer Schritt von der Potenzirung zu einer höheren algebraischen 

Operation r''*'*" wurde von Condorcet versucht und der Akademie von Petersburg mitgetheilt. Eider 
(Acta Petrop., 1777, t. I, p. 38) berichtet über denselben und entwickelt mehrere Eigenschaften 
dieser Funktion unter dem Titel „De formulis exponentialibus replicatis", indem er setzt: 

V r« = /», r^ = y^ ry — d, r^ = €\ 

Dieselbe Funktion wurde behandelt von Woepcke in Crdk's J. (1851, Bd. 42, S. 83), aber 
ohne Bezugnahme auf Co)idorcet und Ikder, 

Zusatz (2). Nach Gauss (Götting. Anzeigen, 1812; Werke, HI, S. 197) sind die einfachsten 
Arten der transcendenten Funktionen die logarithmischen und die Kreisfunktionen, während 
fast alle übrigen bis dahin betrachteten in seiner hypergeometrischen Reihe als besondere Fälle 
enthalten seien. Nach ihm haben die transcendenten Funktionen die gemeinsame Eigenschaft, 
dass sie ihre wahre Quelle allemal, offenliegend oder versteckt, im Unendlichen haben. 

Zusatz (3). Eine arithmetische Theorie der algebraischen Grössen hat Kronecker in 
, seinen ^Grundzügen" (Berlin 1882) entworfen und dieselbe auf das Kummer sehe Princip der 
Aequivalenz und auf das der Association gestützt. 

3. Eine algebraische Funktion heisst ganz in Bezug auf gewisse Grössen x^^x^. . . .. wenn 
sie ohne Division aus denselben gebildet werden kann. Sonst heisst sie gebrochen. Die ganze 
Funktion zerfällt in Produkte (Glieder). Die Summe der Exponenten der Grössen Xi,X2, . . . bestimmt 
die Dimension des Gliedes, die höchste Dimension bestimmt den Grad der Funktion. 

Eine gebrochene Funktion ist der Quotient zweier ganzer Funktionen. Sie heisst echt 
oder unecht gebrochen, je nachdem der Divisor von höherem Grade ist als der Dividend, 
oder nicht. 

4. Eine algebraische Funktion heisst in Bezug auf gewisse Grössen rational, wenn sie 
durch die vier ersten Operationen (vergl. oben 2.) aus denselben gebildet werden kann. Ist auch 
noch die fünfte erforderlich, so heisst sie irrational. 

Zusatz (1). Zerlegt man jeden Wurzelexponenten in Primfaktoren und gibt jedem ein 
eigenes Wurzelzeichen, so bestimmt die Anzahl der (unmittelbar oder mittelbar) übereinander- 
stehenden Wurzelzeichen nach Abel (Oeuvres, 11, p. 196) die Ordnung der irrationalen Funktion. 
Abweichend hiervon ist Vandermofide s Definition der Irrationalitätsordnung (s. Theorie d. Produkt- 
reihen u. Fakultäten, 11, 1.). 

Zusatz (2). Die Grössen, aus welchen die Funktion rational gebildet ist, brauchen nach 
Abel (Oeuvres, II, p. 195 — 196) nicht selbst rational zu sein, wenn sie nur als „bekannt" voraus- 
gesetzt werden. Die Ordnung der Rationalität ist also willkürlich, insofern sie von der Wahl 
der als „bekannt anzusehenden Grössen abhängt. Galois (Liouväles J.. t. 11, 1846) bezeichnet die 
letzteren als den eigentlich rationalen Grössen „adjungirt". Der besondere Fall der Adjunktion 
algebraischer Divisoren, wo also *die Hinzufügung multiplikatorisch geschieht, heisst nach Eisemtein 
(Grelles J., Bd. 28, S. 318) Association. 

Zusatz (3). Kromcker (Grundzüge, Berlin 1882) hat den Begriff der Rationalifät durch 
Einführung neuer Kunstausdrücke in bestimmtere Fassung gebracht. Er bezeichnet sänmitliche 
adjungiite Grössen 'mit R\R'\.., und definirt den Rationalitätsbereich {R\R",R"'. . . .) als 
den Inbegriff aller rationalen Funktionen der Elemente -R. Der Rationalitätsbereich heisst absolut, 
wenn er nur aus rationalen Zahlen besteht (ohne Adjunktion irrationaler Elemente). 

Zusatz (4). Weierstrass (Punktionenlehre. S. 3) definirt rationale Funktionen als eindeutige 
Funktionen mit nur ^»aussenvesentllchen'* Unstetigkeiten (s. unten II, 5.) 
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5. Eine ganze algebraische Punktion heist homogen, wenn alle Glieder von gleicher 
Dimension sind! sonst heist sie heterogen (Euler, no. 83). 

Zusatz. Eine gebrochene algebraische Punktion heisst homogen, wenn ihr Zähler und 
Nenner homogen sind (vergl. unten VII). 

6. Eine Punktion heisst innerhalb eines Bereiches stetig, wenn sich ihr Werth daselbst 
bei unendlich kleiner Aenderung der Veränderlichen auch nur unendlich wenig ändert, geometrisch 
ausgedrückt, wenn das durch die Punktion dargestellte Gebilde keine Risse, wenngleich Ecken 
und Kanten hat. Vereinzelte, mithin auch unendlich hoch oder tief gelegene Punkte innerhalb 
endlicher Abscissen sind dabei als Risse zu betrachten. Sonst- heisst die Punktion unstettg 
(Cauchy, Anal. Alg., pp. 34—37 und Heim, Grelles J., Bd. 74). 

Zusatz (1). Der Stetigkeitsbereich bildet auf Mieniann sehen Plächen ein zweifach 
ausgedehntes Continuum. ist aber für alle Punktionen begrenzt. Die Verallgemeinerung dieser 
Begriffe für Punktionen mit mehreren Veränderlichen findet sich ausgeführt bei Weierstrass 
(Punktionenlehre, S. 128—130). 

Zusatz (2). Die Unstetigkeitsstellen sind ent>\-eder polar, linear oder planar. je nach- 
dem sie sich auf Punkte, Linien oder Plächen erstrecken (vergl. unten 11, 6.). In Riemanns 
Theorie sind hauptsächlich polare Unstetigkeiten berücksichtigt, lineare Unstetigkeiten wurden 
behandelt von Hankel (Math. Ann., Bd. 20). 

7. Ordnungszahl (Caiichy, Ex. 1826. L p. 145). Eine Punktion f(2) wird im Punkte s — a 
bezüglich unendlich gross oder unendlich klein von der «ten Ordnung, je nachdem 

lim (z — aYt\z) oder lim j- — -- f{2) , 
weder Null noch unendlich ist, mit der Bedingung, dass in diesen Pormeln (z - oc) durch -. und 

MW 

— - durch z ersetzt werde. Die Zahl «, die auch gebrochen sein kann, heisst Ordnungszahl 
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der Punktion in diesem Punkte in Bezug auf ihr Unendlichgross- oder Unendlichkleinwerden. 

Zusatz (1). Die Ordnungszahl einer Summe oder Differenz von Punktionen in Bezug 
auf denselben singulären Punkt ist gleich der grössten ihrer Ordnungszahlen in Bezug auf ihr 
Unendlichgross werden, und gleich der kleinsten derselben in Bezug auf ihr Unendlichklein werden. 
Die Ordnungszahl eines Produktes oder Quotienten zweier Punktionen in Bezug auf denselben 
singulären Punkt ist gleich bezüglich der Summe oder Differenz ihrer Ordnungszahlen. Diese 
Differenz heisst auch die relative Ordnungszahl der beiden Punktionen. 

Zusatz (2). Die Ordnungszahlen haben keine obere oder untere Grenze, d. h. es gibt 
kein grösstes oder kleinstes Unendlich [Du Bois-Reymondj Grelles J., Bd. 76, S. 88). So 
sind die relativen Ordnungszahlen *je^ zweier benachbarter Glieder in der Reihe (wo exp z:=e') 

lg ''z lg ^-s*. lg z. z. exp z. exp ^z exp "^, . . . 

unendlich gross, und die Reihe selbst kann vorwärts und j-ückwärts unbegrenzt verlängert werden, 
sowohl durch Vergrösserung von n als auch durch Bildung neuer Punktionen jenseits des Logarithmus 
und der Exponentialfunktion, deren relative Ordnungszahlen fortwährend unendlich sind. 

Zusatz (3K Gauchy (Ex.. 1826. 1, p. 11, ss.) bezeichnet als Residuum einer Punktion, deren 
Ordnungszahl in Bezug auf ihr Unendlichwerden = n ist, den Grenzwerth für f = 

Zusatz (4). Annäherung zweier Punktionen. Die Punktion f(z) geht mit wachsendem j 
in die Punktion F(z) über mit einer Annullierung von der 7rten Ordnung, wenn 

\\mz^(F—f') = 0. 
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8. Eine Punktion heisst periodisch, wenn die durch sie erzeugten Werthe regelmässig 
wiederkehren, eine sogenannte Periode. bilden. Dies kann auf zweierlei Weise geschehen, ent- 
weder bei einmaliger Anwendung des Punktionszeichens auf ein wachsendes Argument, oder bei 
wiederholter Anwendung desselben auf ein und dasselbe Argument. 

Die erstere Art der Periodicität kann definirt werden durch die Pormel f{x + w) =^f{x), die 
zweite durch die Pormel f''{x)=zx. 

Zusatz (1). Beispiele der ersteren Art bilden die trigonometrischen und elliptischen Punk- 
ti<^en, Beispiele der zweiten Art die Substitutipns- und Transformationsgruppen, z. B. t\x) =^- ^, 

JL ~| X 

filr welche Punktionen p''{x)=^ x, (r beliebig). * 

Zusatz (2). Die nach dem Argumente periodischen Punktionen können wieder einfach oder 
mehrfach periodisch sein, je nachdem sie einen oder mehrere Periodicitätsmoduln haben. In einer 
mehrfach periodischen Punktion f[2 -\- ico + ja)' + kia" + • • ) = f{z) müssen die Periodicitäts- 
moduln o), w', cö" . . . mit Paktoren, ähnlich den Hamilton ^ohen Vektoren, multiplicirt auftreten, 
welche verschiedene Zahlenreihen (geometrisch: verschiedene Richtungen im Räume) bezeichnen, 
widrigenfalls die mehrfache Periodicität einer einfachen gleichwerthig würde. (Vergl. Briot et 
Bouquet, no. 63). 

Zusatz (3). Eine allgemeine Theorie der nach dem Argumente periodischen 
Punktionen bleibt noch zu wünschen, indem die Periodicität meist nur gelegentlich bei Behandlung 
der bekannten periodischen Punktionen besprochen wird. Einzelne allgemeine, aber noch unzu- 
sammenhängende Sätze WTirden gegeben von Jacdbi (Crelle's J., Bd. 13, S. 55 und Werke, U, S. 23), 
von LiouoiUe (in seinem Journal), Briot und Bouqmt (Paris 1859, nos. 58 und 67 ss.), Ilermite (Grelles J., 
Bd. 40, S. 310), Riemann (Werke, S. 276 und CreUe's J., Bd. 71) und Weierstrass (Punktionenlehre, S. 165). 

9. Eine Punktion heisst eindeutig (nach Eider: uniformis), wenn sie für keinen Werth 
des Argumentes mehrere Werthe zugleich annimmt. Sonst heisst sie mehrdeutig (multiformis). 

Zusatz (1). Eine Punktion kann mehrdeutig sein für alle Werthe der Veränderlichen 
oder nur für einige; geometrisch ausgedrückt: auf dem ganzen dargestellten Gebiete, oder nur 
auf einzelnen Bereichen (Plächentheilen, Linien oder Punkten). 

Zusatz (2). Die Grundlage zu einer allgemeinen Theorie der eindeutigen Punktionen 
wurde gelegt von Weiertrass (Punktionenlehre, S. 1, 137 und 153). Er theilt dieselben in zwei 
Hauptklassen, die rationalen und transcendenten (S. 5), und schlägt als Grundsatz der Unter- 
abtheilungen vor, alle diejenigen zu einer Klasse zu rechnen, welche denselben Stetigkeitsbereich 
einschliesslich der algebraischen Unstetigkeiten besitzen. Da letzterer für rationale Punktionen 
unendlich ist so gehören diese zu einer Klasse, während es unendlich viele Klassen trans- 
cendenter Punktionen gibt. Diese Klassen können wieder in Gattungen zerlegt werden nach 
der Anzahl der Unstetigkeitsstellen. Auf S. 8 und 9 werden dann einfache Ausdrücke aufgestellt, 
welche sich arithmetisch aus ganzen Punktionen zusammensetzen und „sämmtliche Punktionen 
einer Klasse und nur diese darstellen". 

10. Eine Punktion heisst symmetrisch in Bezug auf gewisse Grössen, wenn sie bei 
beliebiger Vertauschung derselben unter einander keine Veränderung des Werthes erleidet. Ist 
sie überdies ganz und rational und enthalten alle Glieder gleich viele Veränderliche als Paktoren 
und dieselben Exponenten, so heisst sie einfach symmetrisch, und zwar von der mten Ordnung, 
wenn jedes Glied m Paktoren enthält. Sonst heisst &ie zusammengesetzt symmetrisch. 

Zusatz. Eine Punktion kann vollständig oder auch nur theilweise symmetrisch sein. Ein 
Beispiel der letzteren Art bilden die alternirenden Punktionen. 

11. Eine Punktion heist altefnirend in Bezug auf gewisse Grössen, wenn sie bei jeder 
Vertauschung zweier derselben nur das Vorzeichen ändert, also beim Gleichwerdeh je zweier 
derselben verschwindet. 
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Zusatz. Eine alternirende Punktion ist also diesen Vertauschungen gegenüber nur 
zweiwerthig, d. h. theilweise symmetrisch. 

12. Aehnliche Punktionen sind nach Euler (a. a. O., no. 26) solche Funktionen, die sich 
nur durch die für die Veränderlichen x, y. z, ... gewählten Buchstaben unterscheiden, nach 
Lagrange (Berlin. M^m., 1771, Oeuvres, t. 3, p. 358—359 und 374 ss.) hingegen allgemeiner solche 
algebraischen Punktionen, die sich rational und ganz durch einander ausdrücken lassen, die 
also dieselben Substitutionen zulassen (s. Theorie d. Substitutionsgruppen, VIH, 3.). 

Zusatz. Kromcker bezeichnet ähnliche Punktionen als mit demselben Affekt behaftet 
und gründet auf diese Eigenschaft eine Eintheilung der algebraischen Punktionen in Gattungen 
(s. Theorie d. Substitutionsgruppen, VIH, 3.). 

13. Ueber die Ausdiücke monogen, monodrom, synektisch siehe unten (11. 1.). Ueber 
die Definitionen von cyclisch, isomorph, einfach, primitiv, transitiv siehe Theorie d. Sub- 
stitutionsgruppen, Vni. Vorbem. (5). 

14. Eine Punktion heisst monoton, wenn sie entweder nicht abnimmt oder nicht wächst. 
Sie ist also entweder monoton wachsend, oder monoton abnehmend, und kann dabei auch constant 
oder unstetig sein (0. Neumann). 

Zusatz. Diese Definition ist eine Erweiterung der Legendre ^ohen „fonctions omales", die 
entweder immer wachsen oder immer abnehmen, während die Veränderliche von Null bis 
Unendlich geht {Legendres Theorie des Nombres, U, p. 397). 

15. Die oben definirten Eigenschaften können einer Punktion ent^veder allgemein oder 
nur in endlichen Bezirken zukommen (Cauchg, Ex., 1847, t. 4, p. 325). Lässt sich ein Gebiet 
in eine endliche Anzahl Abtheilungen zerlegen, so dass obige Eigenschaften einer Funktion in 
jeder einzelnen Abtheilung zukommen, so sagt man, dieselben kommen der Funktion abtheilungs- 
weise zu (C. Neumann). 



11. Hauptstück. 

Funktionen mit complexen Veränderlichen. 

(Cauchys Ex., 1847, IV: Briot et Bouquet. nos. 32—43; Eiemanns Werke, S. 1—43). 

Vorbemerkung (1). Die Grundfonneln und ihre Anwendung auf die Elementarfunktionen 

8. oben: Theorie d. complexen Grössen. Es wird hier durchweg gesetzt: V-~l = i. 

Vorbemerkung (2). Die in I erwälinten Eigenschaften kommen den Funktionen mit 
complexen Veränderlichen im Allgemeinen nur dann zu, wenn sie sowohl dem reellen, als auch 
dem imaginären Theile zukommen. (Cauchy, Anal. Alg.. p. 253). 



A. Definitionen. 

1. Ist die comi)loxo Funktion m zugleich Funktion der complexen Veränderlichen x + ///, 
so dass w :=f(x + ig), so heisst die Funktion monogen. Hat sie die Eigenschaft, dass sie von 
dem Werthe iv^^ ausgehend immer zu demselben Werthe w^ gelangt, während s z= x -{- ig von r^ 
auf beliebigem Wege (unabhängig von dem Verhältnisse x : g) nach z.^ geht,* so heisst sie monodrom 
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[Caucliy) oder einändrig (Riemann, S. 63) oder inonotrop (Briot). Ist tv auf einem Flächengebiete 
monogen und monodrom und zugleich endlich und stetig, so heisst sie auf diesem Gebiete 
synektisch (Briot). Die reellen Theile jh ^L ^^^ monogenen Funktion w:=^p + iq heissen nach 
Maxwell (Electricity and Magnetism, 1881, vol. I, eh. Xu) conjugirte Funktionen von x und y: 
Zusatz. Die Ausdrücke monogen und monodrom finden sich in Catichys Ex. (1847, IV, 
pp. 325 und 346). Der erstere hat seine Begiiindung in der Eigenschaft der Funktion f\x + iij), 
in jedem Punkte nur einen Differentialquotienten zu erzeugen (s. unten, 8.). Ein anderer von 
Cauchy (p. 329) vorgeschlagener Ausdruck „chemin övodique" (avodog, pervius) für eine Linie, auf 
welcher die Funktion w synektisch bleibt, hat sich nicht eingebürgert. 

2. Abbildung. Geometrisch werden complexe Funktionen auf zwei verschiedenen Flächen 
dargestellt, jede mit rechtwinkeligen Axen, nämlich z als Funktion von x und y auf der Variablen- 
Fläche und xo=ip^i(i als Funktion von p und ^ auf der Funktionsfläche. Die von w 
beschriebene Figur heisst die Abbildung der von z beschriebenen (Riemann, S. 5), ein Ausdruck, 
dessen sich Gauss (Preisschiift, 1825, Werke, Bd. IV, S. 193) in einem allgemeineren Sinne bediente. 

Zusatz (1). Der einfachste Fall ist der, wenn, die beiden Flächen eben sind. Nac^ 
Riemann (S. 43) ist jedoch diese Beschränkung nicht wesentlich, indem sich beide Ebenen pro- 
jektivisch auf beliebige Flächen übertragen lassen. Neumami (4. Vorles. über Riemann^ Theorie) 
projicirt dieselben stereographisch auf Kugelflächen, was den Vortheil bietet, dass der 
Punkt ^ = oc ins Endliche rückt, also seine Singularität verliert, während andererseits die Eigen- 
schaften der Funktion von z auf der Ebene und auf der Kugel eine vollständig analoge Deutung 
behalten. (Klein, Ricinanns Theorie, S. 16—19). 

Zusatz (2). Legt man den Mittelpunkt der. Kugel: 

52 + iy2 + f2^1, 

in den Ursprung der (xy) Ebene und projicirt alle Punkte z == x + iy vom Pole ^= 1 aus perspek- 
tivisch auf die Kugel, so ist: 

^ = x(l-~^, fj = y(l-^^, ^ + irj = j,(l.-^, 

3. Ein Verzweigungs- oder Windungspunkt der Variablen-Ebene ist ein Punkt z von 
der Eigenschaft, dass w beim Umlaufe um diesen Punkt mit einem neuen Werthe im Ausgangs- 
punkte anlangt. Er ist von der (m - l)ten Ordnung, wenn w erst nach m Umläufen wieder 
denselben Werth erhält, und lässt sich betrachten als (m — 1) zusammenfallende oder unendlich 
nahe einfache Windungspunkte. (Riemann, S. 8, 63, 103). 

4. Ein Kreuzungspunkt von der Multiplicität a ist nach Klein (Riemann s Theorie, S. 3) 
ein Punkt, in welchem, wenn wieder w=:p + iq gesetzt wird, 

dw d^w d"H' 

dz " d^ — ... — -j^ — , 

weil sich in ihm a + 1 Curven :jp = const. schneiden, und zwar unter gleichen Winkeln. 

Zusatz (l). In demselben Punkte schneiden sich auch « + 1 Curven: q=: const., und zwar 
halbiren dieselben die Winkel der ersteren. 

Zusatz (2). Nach Neumann (3. Vorles., 5. Abschn.) bleibt der Quotient 

w 



(z-z,)--^' 
auch in dem «fachen Kreuzungspunkte Zq „eindeutig, stetig und nullfrei'*. 

5. Unstetigkeitsstellen, nach Catwhys Ausdrucksweise „singulare" Stellen, haben die 
Eigenschaft, dass ?r verschiedene Werthe annimmt, wenn z sich ihnen von verschiedenen Seiten 
her nähert, oder dass in ihnen w = rc wird, oder beides zugleich. 
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Zusatz (1). Weierstrass (Punktionenlehre, S. 2) unterscheidet bei eindeutigen Funktionen 
zwischen „aussenvesentlichen" und „wesentlichen" Unstetigkeiten. Der Punkt a ist nämlich eine 
ausserwesentliche oder wesentliche singulare Stelle der Funktion f{z), je nachdem sich /V) durch 
Multiplikation mit einer ganzen Potenz von z — a in eine um a sich stetig verhaltende Funktion 
verwandeln lässt oder nicht. 

Zusatz (2). Derselbe Auktor macht darauf aufmerksam (S. 90), dass die Stellen, auf 
welchen eine monogene Funktion undefinirbar werden kann, „nicht blos einzelne Punkte sind, 
sondern auch Linien und Flächen bilden". 

Zusatz (3). Rieniann (S. 82 und 96 — 97) betrachtet hauptsächlich algebraische und 
logarithmische Unstetigkeits -Punkte, die sich in der Entwickelung von to folgenderma^^sen 
darstellen lassen: 

6. Ist f{z) auf einer begrenzten Fläche eindeutig und mit Ausnahme einzelner algebraischen 
Pole stetig, so lassen sich die Werthe, welche w im Bereiche eines Windungspunktes {m— l)ter 
Ordnung z^ besitzt, darstellen durch 



n 



10= (z -Zq)^'(p(z). 

wo (p(z) im Bereiche dieses Punktes „eindeutig, stetig und nullfrei" ist. (Netunann, 7. Vorles., 
2. Absehn.; Rieniann, S. 25 — 27). 

Zusatz (1). Die (positive oder negative) Zahl n ist die Ordnungszahl der Funktion im 
Punkte Zq (s. oben I, 7.) und ist positiv in Nullpunkten, negativ in Polen und Null in allen 
übrigen Punkten. Sie wird bestimmt durch das Integral 



1 tdw 
2nij w 



wo die Integration in positiver Richtung um z^ henimgeht. Hat lo innerhalb dieser Integrations- 
curve verschiedene Null- oder Unstetigkeitspunkte, so stellt das Integral die Summe- aller 
Ordnungszahlen dar. (Vergl. unten HI, 4.). 

Zusatz (2). Im Falle ^o = '^ hat man, wie oben (I, 7.), die Differenz {z — ^) durch - 

z 

zu ersetzen. 

B. Differentiale. 

7. Die nothwendige und hinreichende Bedingung, dass eine Funktion w monogen sei, 
d. h. dass w=p + qi = f{x + ly) sei, ist {Cauchy, Ex., 1847, t. 4. p. 345): 

dx dy ' ' dx dy 

oder 

dw .dw 

dx dy 

Es genügen also w,p,q der iq/rfoce sehen Differentialgleichung, die man gewöhnlich durch 
Ju=iO bezeichnet, nämlich 

dx^ '^ d^' 
Ferner hat man die Determinante 

dp dq 



,.-0. 



dx dx 

dp dq 

dy dy 



Hi^r^ir-dir-i'-- 



OQ* 
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Zusatz (1). Zu jeder reellen Funktion p oder q, welche der Laplace'^Qhew Differential- 
gleichung gentigt, lässt sich also mittelst obiger Bedingungen bezüglich das zugehörige q oder p 
einer monogenen Funktion p =b iq finden. 

Zusatz (2). Obige Bedingungen gelten auch, wenn man, statt nach x und y, nach zwei 
beliebigen Richtungen s und n (z. B. Tangente und Normale) differentiirt, welche dieselbe Lage 
gegeneinander haben. (Rianann, S. 14). Sie bleiben ferner bestehen, wenn man py q bezüglich 
durch q. — p ersetzt. 

Da weiter auch z eine monogene Funktion von tv ist, wenn w eine solche von js ist, so 
darf man in allen obigen Formeln gleichzeitig p mit x und q mit y vertauschen. 

Zusatz (3). Die Differentialquotienten einer monogenen Funktion sind wieder monogen, 
denn* diese Bedingungen sind identisch erfüllt für 

dw dw . dw 

dz dx dy' 

sobald sie für iv erfüllt sind. 

Zusatz (4). lieber die Ansicht Biemanns in Betreff der Frage, ob der Begriff der 
Monogenität sich mit einer durch arithmetische Grössenoperationen ausdiückbaren Abhängigkeit 
decke, siehe Weierstrass, Funktionenlehre, S. 79. 

8. Aus 7. Zusatz (3) folgt, dass dw.dz von dem Verhältnisse dy.dx, also von der 
Richtung von dz unabhängig ist, und daraus folgt, dass die Abbildung auf der Funktionsebene 
der Figur auf der ^- Ebene in den kleinsten Theilchen ähnlich, die Abbildung also conform 
ist, ausgenommen in den singulären Punkten, wo z und tv nicht in einem endlichen Verhältnisse 
zu einander stehen. (Riemann, S. 6). 

Zusatz (1). Es hat also w im Allgemeinen in jedem Punkte nur einen Differential- 
quotienten, eine für monogene Funktionen charakteristische Eigenschaft, welche von Riemann 
(Werke, S. 5) geradezu als Definition gewählt wurde. 

Zusatz (2). Maxivell (a. a. 0.) gibt die beiden Formeln: 

ds^ ds^ 1 

d}) dq R' 

wo ds^ und ds^ zwei auf einander senkrecht stehende Bogenelemente auf der «a'-Ebene sind, und R 
(seinem absoluten Werthe nach) die oben (7.) gegebene Bedeutung hat. 

Die Grösse R ist nach Gauss Ausdrucksweise (s. die oben erwähnte Preisschrift) das 
Vergrösserungs- oder Verkleinerungs-Verhältniss zwischen dem Urbild und seiner Abbildung. 
Ist jR constant, so erstreckt sich die Aehnlichkeit der beiden Bilder auch auf endliche Gebiete, 
und geht für R—\ in vollständige Gleichheit über. 

Zusatz (3). Enthält w —fix + iy) nur reelle Constanten, so ist f{x — iy)=^p -iq\ 
beschreibt also z auf der Variablen-Ebene eine Figur, welche in Bezug auf die reelle Axe 
symmetrisch ist, so gilt dasselbe auch von ihrer Abbildung auf der Funktionen-Ebene, so dass- 
beide durch Spiegelung an dieser Symmetrie- Axe in sich selbst übergehen. 

Zusatz (4). Ähel (Oeuvres, t. 2, p. 222) suchte die Summe t\x + iy) + f\x - iy) mit conjugirt 
complexen Argumenten für beliebige Funktionen /" in reeller und endlicher Form darzustellen. 
Gegen das Doppelintegral aber, das er zu diesem Zweck aufstellt, werden von Glaislier (Mess. of 
Math., 1872, no. 3) Bedenken erhoben. 

Zusatz (5). Beispiele conformer Abbildung sind seit Gauss in grosser Anzahl bearbeitet 
worden. Zu erwähnen sind namentlich die Untersuchungen von Jacdbi (Grelles J., Bd. 59, Abbildung 
des dreiaxigen Ellipsoids), von Schering (Preisschrift, Goettingen 1858), von Kirchh<^ (Berlin. Monatsb., 
1875, S. 487), von Schwarz (Crelles J., Bde. 70 u. 77), HentscM (Je^a 1871), Amstein (Zürich 1872), 
Wanyerin (Gruverfs Arch.. Bd. 55). Die vollständigste Sammlung mit nahezu 100 Figuren auf 
26 Tafeln und ausführlichen literarischen Nachweisen gibt HolzmüUer in seiner Theorie der isogonalen 
Verwandtschaften (Leipzig 1882). 
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9, Betrachtet man mit McucweU (Electricity and Magnetism, 1873 und 1881, vol. L chapt. 12, 

und vol. n, chapt. 12) die Differentialquotienten ^ und ^ als Strömungscurven, also p als 

ex dy 

Geschwindigkeitspotential, so ist die Laplace^ohe Differentialgleichung (s. oben 7.) J=Pn +Pi2 = ^ 

die Bedingung des stationären Zustandes und die Integrale 2> = const.#und } = const. sind 

bezüglich die Niveau- und Steigungscurven. 

Zusatz (1). Es entspricht also jedem orthogonalen Netze der Variablenfläche ein ortho- 
gonales Curvennetz auf der Funktionsfläche, das dem ersten in den kleinsten Theilen ähnlich 
ist. Lame (Lebens, Paris 1857 und 1859) bezeichnet solche Netze als isotherme Systeme, 
obwohl sie bei Elektricitäts- und Plüssigkeitsströmungen dieselbe Bedeutung haben wie bei Wärjne- 
strömungen. Ihre Anwendung auf Physik findet man ausser in den oben angegebenen Werken 
bei KirchJwlf (Vorles. über Math. Phys.^, 1876), Guehlmd (Compt. Rend., 1880 und 1882), und auf 
Kartographie bei HdzmüUer (Isog. Verwandtsch., 1882). 

Zusatz (2). Klein {Rieinamis Theorie, § 2) deutet die logarithmischen Unendlichkeits- 
punkte als Quellen punkte oder Wirbelpunkte, je nachdem der Coefficient des Logarithmus 
in der Entwickelung von w (oben 6., Zusatz (3)) reell oder rein imaginär ist. In beiden Fällen 
wird nämlich der Unendlichkeitspunkt von der einen Curv^enschaar strahlenförmig durchkreuzt, 
und von der anderen ringförmig umgeben. Die algebraischen Unstetigkeitspunkte nter Ordnung 
stellen sich dar als Knoten von Schleifen mit n gemeinschaftlichen Tangenten für jede der beiden 
Curvenschaaren. Ilerrmann (ScJdoemikh's Zeitschr., Bd. 28, 1883) wendet diese Betrachtungen auf 
die elliptischen Integrale und Funktionen an. 

10. Ist w eine monogene Funktion von z = x + iy und ^ wieder eine monogene Funktion 
von f =5 + ifj, so ist (nach 7.) auch w eine monogene Funktion von ^. 

Zusatz (1). Also bleibt die Gestalt der Gleichung ^ = unverändeit, wenn man die 
unabhängig Veränderlichen x, y durch die Parameter einer beliebigen orthogonalen Cui'venschaaj* 
ersetzt. Ist nämlich iv = f{x + iy) ein Integral der Differentialgleichung J=0, und ersetzt man 
x, y beziehungsweise durch die Parameter y/(? + itj), ip(^ + itj) eines orthogonalen Curvensystems, 
so ist auch w = F{^ + irj) ein Integral der Gleichung ^y = 0. 

Zusatz (2). Die allgemeine Substitution füi' die Gleichung J =^0 mit drei Veränderlichen 
wurde durchgeführt von Jacdbi {Creües J., Bd. 36, S. 113). Für zwei Veränderliche ist diese 
Gleichung behandelt worden von liiemann (Werke, S. 18—20) und Anderen. Maxwell (1881, vol. I, 
p. 263) bemerkt aber, dass ein vollständig allgemeines Integral noch nicht gefunden ist. In dem- 
selben Kapitel gibt Maxicell mehrere dem obigen Satze ähnliche „Theoreme". 



C. Kiemann'sche Flächen. 

11. Windungsflächen. Die ^-Fläche oder Variablen -Fläche denkt man sich aus so 
vielen übereinanderliegenden Blättern bestehend, als w = f(jsi) Werthe hat. In einem Verzweigungs- 
oder Windungspunkte (m — l)ter Ordnung hängen m dieser Blätter zusammen. Von jedem 
Verzweigungspunkte aus geht eine Uebergangslinie (Verwachsungslinie), die in einem anderen 
Windungspunkte oder im Unendlichen endigt, und längs welcher die Blätter so ineinander über- 
gehen, wie die Funktionswerthe. (Riemann, S. 8 und ausführlicher S. 83). 

Zusatz (1). Die unbegrenzte ^-Fläche kann entweder als Fläche mit unendlich weit 
entfernter Begrenzung angesehen werden, oder als geschlossene Fläche, so dass dem Werthe 
z=^oo ein Punkt entspricht, der auch Windungspunkt sein kann. (Riemann, S. 95). Man unter- 
sucht diesen Punkt entweder nach der Methode der „reciproken Fahrstrahlen**, indem man js = 1 :u 
setzt, oder durch stereographische Projektion der Variablen -Ebene auf eine Kugel (s. oben 2, 
Zusatz (D). Eine Abbildung durch reciproke Fahrstrahlen findet sich bei Hdisimiiller (Tafel DI). 
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Zusatz (2). Hat man die nWerthe, welche f{z) für dasselbe z annehmen kann, willkürlich 
auf die n Blätter vertheilt, so hat man den Zusammenhang der letzteren in den Windungs- 
punkten so zu wählen, dass z beim Umkreisen derselben so in die anderen Blätter gelangt, wie 
die Funktionswerthe /V) bei dieser Bewegung in einander übergehen. Dabei ist zu beachten, dass 
auf den Uebergang^inien kein Zusammenhang der Blätter besteht. 

Zusatz (3). Grenzt man auf einer Riemann sehen Plan- oder Kugelfläche alle Windungs- 
punkte durch unendlich kleine Kreise ab, so ist die zugehörige Funktion /'(-r) auf dem so begrenzten 
Gebiete einändrig oder monodrom; ebenso jede rationale Funktion F von /'. Solche Funktionen 
JP und /'haben also gleiche Windungsflächen und heissen deshalb gleichverzweigt. 

Zusatz (4). Eine anschauliche Construktion solcher Biemami sehen Windungsflächen 
gibt IMzmüller (Isog. Verwandtsch., § 80). 

12. Ein Querschnitt auf einer Riemann sehen Plan- oder Kugelfläche ist eine Linie, 
welche von einem Begrenzungspunkte zu einem anderen das Innere einfach durchschneidet 
(d. h. keinen Punkt mehrfach). Der zweite Begrenzungspunkt kann auf der ursprünglichen Grenz- 
linie oder auf einer anderen oder endlich auf dem Querschnitte selbst liegen (Riemann, S. 9). 

Ein Rückkehrschnitt ist eine in sich selbst zurücklaufende geschlossene Linie, welche 
den Rand der Fläche (also auch sich selbst) nirgends beiührt oder schneidet {Neumann, 8. Vorles.). 

Zusatz (1). Eine Fläche, w^elche durch jeden Querschnitt in Stücke zerfällt, in welcher 
also jede geschlossene Linie die vollständige Begrenzung eines Flächentheils bildet heisst einfach 
zusammenhängend, sonst mehrfach zusammenhängend, und zwar (q -f l)-fach, wenn sie 
durch q (aufeinanderfolgende) Querschnitte in eine einfach zusammenhängende verwandelt werden 
kann {Riemann, S. 9, 11, 85, 88). 

Zusatz (2). Eine einfach zusammenhängende Fläche besitzt nur eine Randcurs^e (aber 
nicht umgekehrt), wird also durch q aufeinanderfolgende Querschnitte in q + 1 getrennte Stücke 
getheilt, von welchen jedes wieder einfach zusammenhängend ist. 

Zusatz (3). Allgemein wird durch jeden Querschnitt die Anzahl der Begrenzungsstücke 
um Eins vermindert oder vermehrt {Riematm, S. 11). 

Zusatz (4). Eine {q + l)-fach zusammenhängende Fläche wird durch jeden sie nicht in 
Stücke zerschneidenden Querschnitt in eine (/-fach zusammenhängende verwandelt {Riemann. S. 87). 

13. Grundzahl. Wird ein Flächensystem durch q Querschnitte in a einfach zusammen- 
hängende Stücke zerlegt, so ist, wie auch immer die Querschnitte gezogen sein mögen {Riemann, S. 11): 

qi - a^=q,^ — cfg = etc. 

Diese unveränderliche Zahl q a heisst nach Riemann die Ordnung des Zusammenhanges. 

und die um 2 vergrösserte Zahl N=iq — a + 2 nach Neumann (8. Vorles., 2. Abschn.) die 

Grundzahl des Flächensystems, Beide erleiden durch Rückkehrschnitte keine Aenderung. 

w^erden aber durch jeden Querschnitt um Eins erniedrigt und durch jeden inneren einfachen. 

in !&wei Punkten endenden Schnitt um Eins erhöht {Riemann, S. 11). 

Zusatz (1). Die Grundzahl einer n-fach zusammenhängenden Fläche ist also gleich n, 
Zusatz (2). Sind also a Flächenstücke gegeben, deren Grundzahlen n^, ^i^, ... sind, so 

ist die Gmndzahl des ganzen Systems {Neumann, 8. Vorles.): 

N=2n — 2a + 2. 

14. Anzahl der Querschnitte. Besitzen die auf einer w-blättrigen Riemannsehen geschlossenen 

Fläche vorhandenen Windungspunkte Ordnungszahlen (s. oben 3.), deren Summe == w ist und ist 

q die Anzahl der Querschnitte, welche dieselbe in eine einfach zusammenhängende verwandeln,. 

ohne sie zu zerstückeln, so ist: 

q^=^ w — 2 {n — 1). 

Zusatz (1). Die Grundzahl dieser ;f-blättrigen Fläche ist also N=^w — 2n -f 3, und die 
Fläche ist {w — 2n + 3) -fach zusammenhängend. 
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Zusatz (2). Ist also u die algebraische Summe der Umläufe, welche die Begrenzung 
einer beliebigen Fläche macht (wo ein positiver Umlauf eine Richtungsänderung um + 2^ her\^or- 
bringt), so ist: 

q =: IV — w + 1. 

Zusatz (3). Die beiden Zahlen q und w sind immer gerade. Eiemann (S. 97) bezeichnet 
deshalb die Anzahl q durch 2p. Klein (Riemanns Theorie, § 8) wählt dieses liknmnn sehe p als 
Element zur Klassifikation geschlossener Flächen, unter der vorläufigen Voraussetzung, dass 
alle und nur jene Flächen sich eindeutig auf einander beziehen lassen, welche dasselbe p haben, 
und mit Verweisung auf Cantor {Grelles J., Bd. 84) und Jordan (Limwilles J., 1866). Als einfachste 
Typen dieser^ wählt er sogenannte Normalflächen, z. B. die Kugel füri> = 0, den einfachen 
Ring für p= 1. 

Zusatz (4). Eine neue Art von Rietnann sehen Flächen wurde behandelt von Klein (Math. 
Ann., Bde. 7 und 10). Derselbe Auktor gibt auch (Rienianns Theorie, § 18) lehrreiche Andeutungen 
über eine Verallgemeinerung der Riemann sehen Funktionentheorie. 



III. Hauptstück. 

Allgemeine Eigenschaften der Funktionen auf Riemann'schen Flächen. 

Vorbemerkung (1). Riemann (S. 84) glaubt in dieser Theorie der „Orts- und Gebiets- 
verhältnisse'* die von Leihnitz vorausbezeichnete Analysis situs zu finden. Eine noch allgemeinere 
Verwirklichung des Leihnitz sehen Gedankens bilden die Hamilton' sehen Quaternionen. 

Vorbemerkung (2). Die folgenden Sätze sind meist dem Werke von Briot und Bouqnet 
(Theorie des Fonctions etc., Paris 1859) entnommen. Ausführliche Erläuterungen und Beispiele 
gaben dieselben Auktoren schon früher im J. de F^cole Polyt. (t. 21, cah. 36, 1856). 

A. Verhalten der Funktionen auf Gebieten ohne Yerzweigrungs- und 

Unstetigkeitsi>unkte. 

1. Hat eine Funktion f\z) auf einer begrenzten Riemann sehen Fläche weder Verzweigungs- 
noch Unstetigkeitspunkte, so lassen sich die Werthe, welche die Funktion im Innern der Fläche 
besitzt, nach Cauchy ausdrücken durch das um den Rand derselben ei'streckte Integral: 



^) — ö — • I ^ 



- J 



Zusatz. Die Integration erstreckt sich also in beliebiger geschlossener Curve um den 
Punkt js: ^= x + iy. In diesem Punkte hat die Funktion unter den Integralzeichen eine polare 
Unstetigkeit. 

2. Die Differentialquotienten einer solchen synektischen Funktion 

d-f n(n)f md: 



n(n) r 

27liJ\ 



djs"" 27iiJ(^ -^)'*-^i 

sind also auf diesem Gebiete wieder synektisch, und umgekehrt hat jeder solche Differential- 
quotient ein synektisches Integral. 

Zusatz. Dieser letzte Satz wurde von Briot und Boiiquet (no. 49) auf simultane Differential- 
gleichungen ausgedehnt. 
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B. Verhalten der Funktionen in Unstetigkeitspunkten. 

3. Hat die Funktion f(js:) zwar die algebraischen Unstetigkeitspunkte a^, a^, aber 

keine Verzweigiingspunkte, und ist a ein beliebiger Punkt, in welchem die Funktion nicht unstetig 
wird, so lassen sich die Werthe, welche die Funktion innerhalb des Kreises (a, B) und ausserhalb 
der Kreise (a^, r) besitzt, ausdrücken durch die doppelte Potenzreihe 

f(^)==Ä + B, +7^, + .... 

2rt 'l7t 'In 

(»0 



^ -a=^ R (cos 6 + i sin ö), ^ - - ax = rx (cos ß + i sin ö). 

Zusatz (1). Der Kreis (a, R) ist so gross zu nehmen, dass er alle Unstetigkeits- 
punkte «1 , ^2 . . . umschliesst, und r^ so klein, dass er nur ax umschliesst. Dann ist die Reihe 
auf dem genannten Gebiete convergent (vergl. Theorie d. Reihen, VI, 2.). 

Zusatz (2). Die Kreise können auch durch beliebige geschlossene Cui'ven ersetzt werden, 
wenn man setzt: 

de= ..f^ , , bezüglich =^-r ^^ 



i{i;- -a)' ® i(^--ax)* 

Zusatz (3). Ist f(z) im Punkte ^ = 'x:' unendlich von der wten Ordnung, so hat A nur 
n Glieder. Ist f{z) im Punkte z^^a^ unendlich von der wten Ordnung, so hat By, nur n Glieder. 
Ist also kein 'Unstetigkeitspunkt vorhanden, so ist .Bj = .Bg = • • • =^ 0. A ist die Taylor' sehe 
Reihe (s. oben 2.), welche für alle Punkte innerhalb des Kreises convergirt: 

fi,) = f(a) 4- ^/"(«) + ^^^V"(«) + . . . 

Kennt man in diesem letzteren Falle /V) für einen beliebig kleinen Kreis oder für eine 
beliebige durch a gehende Linie, so lassen sich die Coefficienten berechnen. Die Reihe geht in 
die Maclatiri nasche über, wenn « = 0. 

Zusatz (4). Durch Vergleichung der Coefficienten erhält man also die Ableitungen /',/'", . . ., 
ausgedilickt durch bestimmte Integrale. 

4. Sind wieder a^, (u . . . alle die Punkte ^, in w^elchen die Funktion fiz) unendlich gross 

wird mit den Ordnungszahlen n^, n^ und «i, «2 • • • ^^^^ ^^^ Punkte z, in w^elchen f\z) unendlich 

klein wird, mit den Ordnungszahlen ri,!/^, ..., so lassen sich die Werthe, welche f\z) auf der 
unendlichen i-- Fläche annehmen kann, darstellen durch das Produkt: 

t(z) rrz \L^ ^^ X Const, 

Zusatz (1). Also sind jene Funktionen, welche dieselben Null- und Unendlichkeitspunkte 
haben, bis auf constante Faktoren identisch. 

Zusatz (2). Wenn also eine Funktion auf der 7Z/e;wa»w sehen Fläche keine Verzw^eigungs- 
punkte und nur eine endliche Anzahl von polaren Unstetigkeiten hat, jede von endlicher Ordnung, 
so ist sie rational. Wenn sie nur für -2^— -x;- unendlich wird, und zwar von der nX^w Ordnung, 
so ist sie eine ganze Funktion ?^ten Grades. Kann sie aber auf der unendlichen j- Fläche 
nicht jeden Wertli (einschliesslich und ^) annehmen, oder ist sie auf einem endlichen Gebiete 
(Linie oder Fläche) constant, so ist sie eine reine Constante. 
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Zusatz (3). Haben n und p dieselbe Bedeutung wie oben, so ist 



WO die Integration sich auf ein beliebig • begrenztes Gebiet der Eiemann sehen Fläche erstreckt 
und 2 sich auf alle Punkte innerhalb dieses Gebietes bezieht. 



C. Verhalten der Fanktionen in Yerzweigrungspunkten. 

6, Ist z=^b ein Verzweigungspunkt (m - l)ter Ordnung und setzt man (z i) = ^"•. so 
ist C^O kein Verzweigungspunkt von f{js:). so dass man obige Sätze auf Verzweigungspunkte tiber- 
tragen kann. 

6. Wird f{z) in dem Verzweigungspunkte (m l)ter Ordnung z=:b, nmal unendlich 
gross, so ist: 

(^ — i) "• (z — h) "• 

Wird f(z) in dem Verzweigungspunkte (m — l)ter Ordnung ^— oc, wmal unendlich gross, so ist: 

Zusatz. Also ist die nothwendige und hinreichende Bedingung, dass W) endlich bleibe 
im Verzweigungspunkte {m — l)ter Ordnung 

z = b, dass lim (z — h)'^f\z) = 0, 

^ — oü, „ lim — [(z) = 0. 

z^ 

7. Eine mwerthige Funktion w =f(z), welche «mal (einfach) unendlich wird, ist die Wurzel 
einer algebraischen Gleichung F(tv, z) = 0, die in Bezug auf «e; vom mten Grade ist, und deren 
Coefficienten in Bezug auf z rational vom wten Grade sind. {Briot et Bottquet, no. 43). 

Zusatz (1). Die Verzweigungspunkte der Funktion ««; bestimmen sich aus den gleichen 
Wurzeln der Gleichung F== 0, und ihre Lage aus den Coefficienten der Potenzen von z in den 
Coefficienten der Gleichung. 

Zusatz (2). Die allgemeine Darstellbarkeit algebraischer Funktionen auf gegebener 
Riemann scher Fläche von der Klasse p (s. oben n, 14. (3)) findet man .behandelt bei Biemann (Werke, 
rV, S. 98—112) und Klein {Riemanns Theorie, S. 40— 4()). Lüroth und Clebsch (Math. Ann., Bde. 4 
\ind 6) haben gezeigt, dass für die einer Gleichung entsprechende Biemann sehe Fläche eine 
typische Darstellung existirt, in welcher die Verzweigungspunkte eine ,,einfache und tibersicht- 
liche Lage" annehmen. 

D. Verhalten des Differentialquotienten in Verzweig^ungspunkten. 

8. Bleibt w = f{z) in dem Windungspunkte (tn -l)ter Ordnung z — h endlich und hat 
z = F(w) an der entsprechenden Stelle xv—Wi einen Windungspunkt (/* l)ter Ordnung, so ist 
(vergl. Briot et Botiquet. no. 52): 

-;- - ; , je nachdem u^m ist. 
dz \o^ "^ ^< 

und zwar so, dass: 

— - dw 



0<lim(-2' — i) ^ yz<^ 
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Ist aber 6=00, so ist -r- = 0, und zwar so, dass: 

dz 



m -4-|* 



dw 



dz 

9. Wird w = f{z) in dem Windungspunkte (m — l)ter Ordnung z=ih unendlich von der 
Ordnung 11 : w, so hat z =z F(w) an der entsprechenden Stelle w = 00 einen Windungspunkt 

ilA — l)ter Ordnung und umgekehrt. Dabei wird -j- = oo, und zwar so, dass: 



m-h fi 



dw 



Ist aber 6 = 00, so ist: 



0<\im(z~-b) "» .^<d=oo. 



—-= , le nachdem a^m ist, 
dz \ 00 "^ ^^ 



und zwar so, dass: 



m — fi 



dw 



O^lim-s* "^ .-5— <=boo. 

az 



IV. Hauptstück. 

Umkehrung der Funktionen. 

Vorbemerkung (1). Bei den älteren Mathematikern beschränkte sich das Umkehrungs- 
problem hauptsächlich auf ganze Potenzreihen und wui'de behandelt unter der Aufschrift „Um- 
kehrung der Reihen". Erst Lagrange hat das Problem allgemeiner behandelt. 

Vorbemerkung (2). Viele Formeln und Beispiele über Umkehrung von Reihen finden 
sich in Arbogast's Calcul des D6riv. (1800) von no. 265 an, in der ilmi eigenen aber ungebräuch- 
lichen Symbolik. 

Vorbemerkung (3). J)ie hauptsächlichste Anwendung des Umkehrungsproblems bildet in 
den Arbeiten Etders und Lagranges die näherungsweise Berechnung der Zahlengleichungen. 
Die symbolische Behandlung allgemeinerer Funktionsgleichungen durch HerscM, liabbage und 
De Morgan siehe in der Encyclop. Metropolitana (London, „Functions"). 

1. Näherungsmethode von Newton für kleine Werthe der Veränderlichen (Analysis 
per aequat. etc., 1704, cap. 7). Sind in x:=a^y + a^y^ + . . • sowohl x als y kleine Grössen, so 

kann man erst setzen y =z — j^ p^ wo p gegen x klein ist. Durch Einsetzen und Entwickeln nach 

Potenzen von p erhält man eine erste Annäherung, welcher man eine zweite Verbesserung + q 
beifügen kann, u. s. w. 

2. Methode der unbestimmten Coefficienten für Potenzreihen, 
(a) Dependente Darstellung nach Möhre (Phil. Trans., 1698): 

Es sei X ■=^ a^y + a^y^ -f a^y^ + . . . umzukehren in: 

y = c^x + c^x^ + c^x^ + 
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Dann i&ndet man die c recurrirend aus den Isobaren Gleichungen: 

C2 öl + Ci 02 = 0, 

o 

Cstti + 2^1^202 + CiOs = 0, 

C4 ax + (2ciC8 + C2) «2 + 3c? 0203 + c\a^ = 0, 

C5O1 + (2CiC4 + 2C2C3) 02 + (3c? C3 + 3C2Ci) O3 + 4C?C204 + C?05 = 0, 

und allgemein für die Formel mit dem Gewichte s, wenn p den „Versetzungsfaktor" bedeutet 
(s. Theorie d. Corabinat., II): 

2p Cr(Ci C2 . . . Cs) Or = 0, (r = 1, 2, . . . s). 
(b) Es sollen x und y nicht zugleich verschwinden (Hagen. Proc. Amer. Phil. Soc, 1883). 
Ist x = Uq + a^y + a^y^ + (hP^ + . • • umzukehren in: 

y = h + \^ + h^^ + h^^ + 

80 findet man die h aus der Formel: 



6^ = :^(-l)'-(^| ""ja^c,^,, (r = 0, 1, 2...oc), 



n -4-*« 



worin die c ganz dieselbe Bedeutung haben wie oben in (a) und also Co = ist. 

Zusatz. Einzelne Fälle findet man behandelt bei Hindetiburg (11. Samml.) und Ettings- 
hausen (Wien 1826). 

(c) Independente Darstellung nach Escimibach (De serierum reversione, Lips. 1789) und 
Rothe (Formulae de ser. revers., Lips. 1793). Es sei: 

X«= ^OÄH-r^y*-^"'; y''=2 \ rCn-^.,«^* 

r — o $=0 ** -r s^ 

Sind hierin die o bekannt, so findet man c«^,t als Coefficient von y-" in der Ent^vickelung von 

\^^2a,^rty'-^''^ 
Zusatz (1). Für h = t=zm=zn=^ 1 hat man 

^ = (hy + ^2y^ + y = c^x + €2x'^ + ... 

und findet Ci^., als Coefficient von l:y in der Entwickelung von 

Zusatz (2). Wesentliche Bedingung ist, dass h nicht Null ist. dass also x und y zugleich 
verschwinden. 

Zusatz (3). Auf diese sogenannte independente Darstellung der Entwickelungen wurde 
in der Hindetiburg' sehen combinaforischen Schule ein Hauptgewicht gelegt, wodurch die Formeln 
ungemein weitläufig wurden. 

3. Geschichtlich merkwürdig sind noch die folgenden Aufgaben: 

(a) Leibnitz (Opera, t. 3, p. 366), Newton (Analysis, ed. Jörns. Londini 17U) ifnd Latiden 
(Math. Mem., London 1780—89) lösen auch die Aufgabe, die unentwickelte Gleichung 

22CrsJ^''y'=^0, (r, 5, = 1. 2, 3. . ..) 

nach X aufzulösen, was aber nicht eigentlich ein Umkehrungsproblem ist. 

(b) Eine besondere Art von Umkehrung der Reihen, die aber den eigentlichen Zweck 

des Reversionsproblems ebenfalls unerfüllt lässt, behandelt Moehius in Crelles J. (Bd. 10, 1831 

und Werke, Bd. IV. S. 591). Er leitet nämlich von folgenden beiden Reihen die eine von der 

anderen ab: 

fix) =^ a,F(x) + a,F{x^) + a^F(x') + . . . 

F(x) = hjlv) + hj(x'^) + hj'(x^) + ... 
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(c) Das Umkehrungsproblem wurde zuweilen in folgender allgemeinerer Gestalt behandelt, 
z. B. von Moivre (Phil. Trans., 1698) und Hhidenhurg (Problema solutum etc., Lipsiae 1793). Es 
soll nämlich x als Punktion von y, oder umgekehrt, ausgedrückt werden, wenn die Gleichung 
gegeben ist: 

Arhogast (Calcul 1800, no. 327— 328) gibt auch zwei Beispiele von mehrfacher Umkehrung 
(retour de retour) der Reihen. Ist z. B. gegeben: 

2 = a^y -f a^y^ + • . ., y =^ \x + h^x^ + . . ., x =^ c^v + c^v- + . . ., 

so soll V nach Potenzen von z entwickelt werden. 

4. Methode von Lagrange (Berlin. M6m., 1768, p. 274; Oeuvres EI, p. 25 und Vin, p. 281). 
Es sei X = W(;y) umzukehren in y = 0{x). 

(a) X und y seien nicht zugleich Null. Setze x — 7^(y) =z ^ unter t eine Constante 

verstanden. Dann ist, wenn man ipt statt ip(t) schreibt: 

~ x"- d^-^(ipt)'' 



y = t + 



Zusatz (1). y ist jene Wurzel der Gleichung y^=t + xip(y), w^elche den kleinsten Modul 
hat. Die übrigen Wurzeln kann man erhalten durch Einführung neuer Unbekannten mittelst 
Substitution. 

Zusatz (2). Die Convergenz ist an die Bedingung gebunden, dass ip mit seinen Ableitungen 
stetig ist, und dass der Modul von x kleiner ist als der von ?, wenn ? der kleinste der Moduln 
ist, die man x ertheilen muss, damit die Gleichung y=it + xip(y) zwei gleiche Wurzeln habe. 
{Serret, Alg., L no. 210). 

(b) Wenn x und y zugleich verschwinden, so hat man in obiger Formel nach der 
Differentiation ^ = zu setzen. Es ist dann y jene Wurzel, welche mit x zugleich verschwindet. 

Zusatz (1). Die allgemeinere Form dieser Gleichung, welche eine beliebige Punktion /(//) 
nach Potenzen von x entwickelt gibt, siehe im Abschnitte Theorie der Reihen (VI, 5.). Die 
Anwendung auf das „Kepkrsche Problem" gibt Lagrange in den Berlin. M6m. (1769, p. 204). 

Zusatz (2). Pfaffe gibt in seinen Disquisitiones Analyt. (t. 1, p. 3^8, 1797) eine Erweiterung 
des Reversionsproblems, indem er setzt: 

und ^ nach Potenzen von x und y entwickelt (Hindenburgs U. Samml.). Eine ähnliche, aber nicht 
so allgemeine Erweiterung findet sich bei Arhogast (a. a. 0., no. 316). 

Zusatz (3). Eine andere (jedoch nicht allgemeinere) Umkehrungsformel \on Laplaee wurde 
von Jacdbi [Creües J., Bd. 6, S. 257) erweitert und zur Auflösung simultaner Gleichungen 
höheren Grades benutzt, auch besprochen von Cayley {Crelle's J., Bd. 52). 

Zusatz (4). Lambert gibt in den Berlin. M6m. (1770, p. 225) geschichtliche Bemerkungen 
über die Lagrangesche Umkehrungsformel, und hebt hervor, dass seine Behandlung der trinomischen 
Gleichung x"" + 2^x = q in den Acta Helvetica (1757), sowie mündliche Mittheilungen daiHber den 
Anstoss zu der Entdeckung Lagrange's gegeben haben. 

Zusatz (5). Strenge Beweise der Lagrange' sehen Formel gaben Laplaee (Paris. M6m., 1777, 
p. 99) und Jaeobi (Grelles J., Bd. 6). 

6. Methode von Schloemilch durch bestimmte Integrale (Halle 1849). Es sei x — ifj(y) 
und y, oder allgemeiner /*(?/), als Funktion von x darzustellen. Im ersteren Falle wäre f=y, also 
r = 1. Es sei nun ij eine beliebige (reelle oder imaginäre) Wurzel der Gleichung ip{y)=zQ und 
/ eine willkürliche Grösse. Dann ist: 
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(a) m = ^0-) - ^ //•' («) V («xi« - 1 1 \ cos ^/r(«) sin r^-i d« . 

l|22!lfd,j/-'(«)sin[rv/{«)ld«, 



oder =Ar) - 



I, 

Bedingung: xp(y)>x'^0. 



(b) /^(y) = /^(j?) + '^^^ ''^^ X + ~ ^ - sin — — \f (a) cos — Vt- ö!«. 

n 

•) /*sin Tx \ 
oder == A^) + - ( dr\f{a) cos \nli(a)\ da, 

Bedingung: iP(y)^x'^Q. 

(c) Es sei jetzt ^ eine beliebige Wurzel der Gleichung ip{y) -\- xp{Y) =: 0, wo / wie oben 
willkürlich ist: 

oder = ^^^^ 'l ^'^^^ + i fy- K («) sin r l^ - V^(a)] da, 

Bedingung: ^(r)>^>- ^'(r). 
Zusatz (1). Mittelst dieser Formeln erhält man eine Lösung des Ä>/>fcr sehen Problems 

y-'2e^my = x, 0<^<2 • 

y = x + 2 2 7-^ ^ ( - 1)* ^-^ 



=1 r n(r)u=o ' ' n(k) • (r + 1) (r +, 2} . . . (r + Ä) * 

Zusatz (2). Ist x^=xp(y) eine algebraische Gleichung «ten Grades nach y. so fordert 
deren vollständige ümkehrung (Auflösung) die Auflösung der Gleichung xp(y) = 0, welche mau 
durch Unterdrückung der Wurzel y = auf den [n --l)ten Grad herabdrücken kann. Man kann 
also die Wurzeln einer algebraischen Gleichung wten Grades mittelst Reihenentwickelung durch 
die Wurzeln einer Gleichung (n - l)ten Grades ausdiUcken. 



V. Hauptstück. 

Die Funktionaldeterminante. 

{Catwhys Ex., H, p. 177; Jacobi Werke EI, S, 395; Baltzer, § 12; Gordan. I, § 9). 

1. Definition. Sind ?<i, . . . .m„ Funktionen der Veränderlichen x^. . . .Xn, so nennt man 

^__ ^_|_^ ^__ h(i . . . nn\ _ d(ui . . . Un) 
~ ^ (^a'i * * ' dxn \x^ . . . X,] d\x^ . . . ^n) 

die Determinante des Systems der Punktionen oder die Funktionaldeterminante. 
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Zusatz (1). Die Funktionaldeterminante ist also eine alternirende Funktion in Bezug 
auf die u sowohl als auf die x. Sind die u linear, so ist ü die Detenninante der Coefficienteij. 

Zusatz (2). Der Name Funktionaldeterminante stammt von JacobL Sie wird von Sylvester 
und Cayley {Crelle's J., Bd. 52, S. 276) auch Jacobi'sche Determinante genannt, mit der 
Bezeichnung J(u^ . . . Un), während sie von Cauchy „Alternirende Differentialfunktion" genannt wurde. 

Zusatz (3). I8t.w, = j-, so ist J7 die synmietrische Determinante der zweiten Differential- 

quotienten (Hesse, in Grellen J,, Bd. 28), und wird gewöhnlich als Hesse'sche Determinante II(u) 
bezeichnet. Vergleiche indessen die Bemerkungen Sylvesters im C. and D. Math. J. (1851, 
pp, 190—192). 

Zusatz (4). Bertrand (Liouviües J., 1851, p. 213) gibt folgende Definition der Funktional- 
determinante : 

2 db ^--^ . . ..r— ^ = 2 ± diU. ... dnUn : 2 zL dx^ . . . da;„, 

OX^ OXn 

d. h. sie ist der Grenzwerth des Verhältnisses zweier Deteiminanten, die sich aus dem Zuwachse 

der Funktionen und dem der Veränderlichen bilden lassen. Die Identität beider Definitionen 

erklärt sich aus dem Multiplikationstheorem der Determinanten. 

Zusatz (5). Die Sätze über Funktionaldeterminanten zeigen eine auffallende Aehnlichkeit 

mit bekannten Differentialformeln und lassen sich als Erweiterung der letzteren betrachten. 

Um diese Aehnlichkeit mehr hervorzuheben, wurde von Donkin (Phil, Trans., 1854, p. 72) die oben 

diu u \ 
erwähnte Bezeichnung , ^ ' ' ' — ^ eingeführt Noch deutlicher tritt die Analogie zu Tage durch 

CtyXi^ , . . Xn) 

Anwendung der Cauchy sehen alternirenden Parameter (s. den Abschnitt Theorie d. Determinanten, n, 
Vorbemerk.), indem man setzt: 

X = a^x^ + a^x^ + . . . + a^Xny 

wodurch man erhält (vergl. Scotfs Determin., p. 138): 

^ _^' dwi dun__ IduY 

'^ dx^ ' ' ' dxn {dxj 

2, Produktsatz, Sind Wj . . . w„ zunächst Funktionen von y^ . . .y«, welche selbst wieder 
Funktionen von x^ . . .Xn sind, so dass 

dur , , dur . 

^''' = W.y^W. '^'^"'' 

so hat man, als Erweiterung dieser Differentialformel, nach dem Multiplikationstheorem der 
Determinanten {Jacöbi, § 11): 

^=--^;^-ä^„^^^ wenniXn, 

dy^" ' dyn ^^ dx^" ' dXn "" P— ^ 

'^^V^^yrdy/'^^ dx,dx,'T " ^ 
wenn im letzteren Falle die Sunmie sich über alle Combinationen von je n verschiedenen Zahlen 
r, ^, . . . aus der Reihe 1 , 2, . . .jj erstreckt. 

Zusatz (1). Ist p = n und sind die Funktionen u^ . . . Un der Veränderlichen y^ . . .yn durch 
eine lineare homogene Substitution in Funktionen der Veränderlichen Xi...Xh verwandelt 
worden, so ist der zweite Faktor obiger Fonnel die Determinante der Substitution oder der 
Modul, worin sich die Invarianteneigenschaft der Jacobischen Determinante ausspricht. 

Zusatz (2). Eine merkwürdige, aber von dieser verschiedene Invarianteneigenschaft der 
Funktionaldeterminante erwähnt JacM im § 14. 



V. Die Funktionaldeterminante. 
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3» Quotientsatz. Wenn die u implicite als Punktionen von Xi,..Xn gegeben sind, 
indem n +p Punktionen y^, ... yn-fp der Veränderlichen w^ . . . Mn+p, x^ . . ,Xn verschwinden, so 
hat man, als Erweiterung einer bekannten Differentialformel, nach Jaccifn (§ 13): 



ü=2± 



dx^ ' ' dXn 



= (-1) 



^9i 

dx^ 


' dXn 


^9i 


^Un^p 


m 




^9i 


dx^ 


m m 


t • • 


^9n-hp 

SUn^p 




^<Pn^P 


^^n^p 

SUn^p 



Zusatz. Pur p = wird: 

du^ dUn 

dx^ ' ' ' dXn 



:v4- 



= {-l)^2± 



^9i ^Vn.y,i^<Pl ^(p 



dXi ' ' dXn 



\2± 



dui ' ' dUn 



4. Wenn u^ . . . m« von einander unabhängige Punktionen von x^ . . . Xn sind, so ist: 



2± 



dUi 



^^-X2± ^^' 



dx. 



= 2± 



^Wm 



+ 1 



dx 



m-l-l 



dXi ' ' ' dXn ^Wi ' * ' dUm 

worin man auch die u und x vertauschen kann. 

Zusatz (1). Einen besonderen Pall siehe in IX, 3., Zusatz (1). 
Zusatz (2). Aus 2. oder 4. folgt der Reciprocitätssatz : 



dUn 
dXn 



2± 



du^ 



dXi * * ' dXn 






dui ' ' ' ' du 



dXn 

""= 1. 



Zusatz (3). Bezeichnet man den Coefftcienten von ~ in U mit 

oX X 



idui 

\dX: 



so hat man für 



die reciproken Glieder die Pormel (Jacdbi, § 8): 



dxx ISuiY 



dUi \dXi 

Es ist also von den folgenden zwei linearen Gleichungssystemen das eine die Auflösung 
des anderen: 

5mi dui dxi dXi 

dXi aXn vtl^ dUn 



dUn dUn __ _ dXn ^^n 

dx^ CXn CU^ dUn 

6. Verschwinden der Punktionaldeterminante und ihrer Abgeleiteten. (Hesse, Anal. 
Geom. d. Raumes, 8. Vorles.). 

(a) Sind u^ . .. w„ ganze homogene Punktionen der Veränderlichen x^ , . . Xn, so verschwindet 
die Punktionaldeterminante U für solche Werthesysteme der Veränderlichen, für welche die u ver- 
schwinden. 

Zusatz. Haben also die u einen gemeinschaftlichen linearen Paktor, so hat U den- 
selben ebenfalls. 

(b) Sind die u^ . . . w„ überdies noch von derselben Dimension, so ist für das genannte 
Werthesystem x^ . . . Xn nicht nur [7=0, sondern auch: 

dx^ ' ' ' dXn 

Zusatz. Haben also diese u einen gemeinschaftlichen linearen Paktor. so tritt dieser 
in U quadratisch auf. 
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(c) Haben die u keinen gemeinschaftlichen Faktor, so liefern- die Wurzeln der Gleichung 
U=0 die quadratischen Paktoren (die Doppeleleraente) des „Systems nter Stufe" (ScUmon's 
Lesson 16, p. 155): 

(d) Sind die ti nicht von einander unabhängig, sondern durch eine identische Gleichung 
mit einander verbunden: 

F(Hi . . . Un) = 0. so daSS j-^ = ^ = . . . =:r 0, 

so verschwindet die Funktionaldetermihante der u identisch, als Diskriminante von F, und 
umgekehrt. 

Zusatz (1). Dieser Satz ist eine Erweiterung des Satzes, dass die Derivirte einer constanten 
Funktion einer Veränderlichen verschwindet (Jacobi §§ 6 «nd 7). 

Zusatz (2). Die Funktionaldeterminante verschwindet also dann und nur dann identisch, 
wenn die u nicht von einander unabhängig sind. 

6. Umformung. Drückt man 

Uy aus als Funktion von x^, x^. 



lU 



^1 ? -^2» "^S» 



Ui 



w 



n 



•^ n n 



Wj, 1*2. ...» Un—Xi «^n« 



J \dx^] \dxn] 



und unterscheidet die partiellen Differentialquotienten der so transformirten Funktionen von denen 
der gegebenen Funktionen durch Klammem, so dass also (Jacobi, § 18) 

^ — V /^\ (^\ so • f TT— (^ 

dxn ~" T \^u„] \dx^] ' ~ \dx^ 

Zusatz (1). Sind also die w nicht von einander unabhängig, so dass man die einen durch 
die anderen (ohne x) ausdrücken kann, so verschwindet U identisch und umgekehrt (s. oben 5. (d)). 

Zusatz (2). Die letzte Formel gibt auch die Regel für die Einführung neuer Veränderlichen 
in vielfache Integrale. 

Zusatz (3). Eine ausführliche Erläuterung findet bei Jacobi (§§ 15 — 17) der Fall, wo die 
Anzahl der Veränderlichen x grösser ist als diejenige der Funktionen u. 

7. Lineare Substitution. 

(a) Setzt man Xiiy + ^lu^ + vu^ + . . . statt «j, 

u. s. w., so ändert sich die Funktionaldeterminante nur um die Substitutionsdeterminante als Faktor: 



U=(Xli'v" ..,) 



M, 



^2 ^3 



\Xy X<^ X^ 



Zusatz. Dieser Satz drückt die Combinanteneigenschaft der Jacobischen, und also 
auch der fie^^e sehen Determinante aus. • • 

(b) Ist die lineare Substitution gebrochen, setzt man also 



— statt Wi. 

'^0 



so hat man nach Jacobi (§ 17): 



du 

dx 



du 



n 



dx 



n -h 1 



U 







Ut 



Ut 



duQ duy 

duy dxi 

duQ dUy 

dXn dXn 



u 

— ^ statt Wn. 



dUn 



■ • • 



dxy 

djTn 

dXr. 



tl 







1 du 

2±u — ^ 
^ dx 



n-H 1 



du 

I 

dx 
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Zusatz. Ersetzt man also die Uq, u^, , . . Un durch u^t, u^t, . . . uj, wo t eine beliebige 
Punktion ist, so ändert sich die Determinante 

gerade so, als ob t eine Constante wäre. 

8. Reciprocitätssatz von Clebsch (CreUe's J., Bd. 69, S. 355): Wenn man aus n homogenen 
Funktionen f von gleicher Ordnung die n Punktionaldeterminanten y bildet, und aus diesen wieder 
die Punktionaldeterminanten tp, so sind die letzteren bis auf einen gemeinschaftlichen Faktor den 
ursprünglichen Formen gleich, d. h. man hat: 

Zusatz. Im folgenden Bande (S. 180) gibt Clebsch eine Regel, den Faktor M zu finden. 



VI. Hauptstück. 

Resultante und Diskriminante. 

{Serret, Alg., I; Salmm, Lessons 11 und 16; Baltzer, § 13; Gordan, I, §§ 11 und 14). 

Vorbemerkung (1). Einige Sätze über Resultanten und Diskriminanten, besonders deren 
Bildung, finden sich in der Theorie der Gleichungen. 

Vorbemerkung (2). Der Name Resultante stammt von Neioton (Arithm. univ.. p. 58) und 
Behaut {P2iv\^. M6m., 1764, p. 288), der Name Diskriminante von Sylvester (Phil. Mag., 1851, 11. p. 406). 
Die Resultante wird von De Morgan und Sdmon auch als „Eliminante" bezeichnet, und die 
Diskriminante von Gauss (Disq. Arithm., Sectio 5) als „Determinante". 

Vorbemerkung (3). Die Resultante lässt sich darstellen entweder durch die Coefficienten 
der gegebenen Funktionen, oder durch .die Wurzeln dieser Funktionen, oder, nach dem Vorschlag 
von RosenJuxin (Crelies J., Bd. 30, S. 157), durch die Werthe dieser Funktionen für besondere 
Argumente. 

1. Definitionen, (a) Die Resultante eines Systems ganzer algebraischen Funktionen 
von beliebiger Dimension, in welchen die Anzahl der Veränderlichen gleich ist der Anzahl der 
Funktionen, ist eine Bedirtgungsgleichung, nämlich diejenige ganze Funktion, welche verschwinden 
muss. damit die gegebenen Funktionen gleichzeitig verschwinden können (eine gemeinsame 
Wurzel haben). 

(b) Die Diskriminante einer homogenen Funktion von beliebig hoher Dimension ist 
eine Resultante, nämlich diejenige ganze Funktion, welche verschwinden muss, damit die partiellen 
DifFerentialquotienten zugleich verschwinden können (damit die Funktion gleiche Wui-zeln habe). 

Zusatz (1). Sind die Coefficienten der gegebenen Funktion völlig allgemein, so ist die 
Resultante irreduktibel und .wird als „vollständige Resultante" bezeichnet. Sind aber die 
Coefficienten irgend welche Funktionen der Grössen i, ^, . . . a, ß, , . , und will man die Resultante 
nur in Bezug auf die Veränderlichen S, ^, . . . untersuchen, so kann dieselbe in Faktoren zerfallen, 
von denen einige nur die Constanten a, ß, . . . enthalten. Unterdillckt man diese sogenannten 
„speciellon Faktoren"* (Sylvester) in der vollständigen Resultante, so erhält man die „reducirte 
Resultante'* (Cayley, CrcUe's J., Bd. 34; Math. Papers, I, p. 337). 

Zusatz (2). Resultanten und Diskriminanten binärer Formen besitzen die Invarianten- 
eigenschaft (s. unten 7. und 9. (c), ebenso 13.). 
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Zusatz (3). In der Geometrie werden Resultante und Diskriminante auch als „Osculanten" 
oder „Berührungs- Invarianten" bezeichnet {Salmony Lesson 16). 

Zusatz (4). Kronecker hat in seinen Ginndzügen (Berlin 1882) den Begriff der Discriminante 
auf Systeme algebraischer Grössen (S. 17 und 23) und Systeme von Punktionen (S. 27) 
ausgedehnt und dieselben ebenfalls mit Eliminations -Resultanten in Verbindung gebracht. Vergl. 
Netto „Zur Theorie d. Diskrim." {Crelles J., Bd. 90. S. 164). 



A. Resultanten. 

2. Allgemeine Eigenschaften. Sind die beiden binären Formen gegeben 

so wird die Resultante vom mten Grade in den Coefficienten 6, und vom wten Grade in den 
Coefftcienten a sein, ferner isobar vom Gewichte mn in Bezug auf sänmitliche Coefficienten. 

Zusatz (1). Allgemein ist der Grad der Resultanten beliebig vieler Funktionen in den 
Coefficienten jeder einzelnen Funktion gleich dem Produkte der Grade der übrigen Funktionen 
{Scdmon, Lessons, art. 78). 

Zusatz (2). Mittelst obiger Eigenschaften lässt sich die algebraische Form einer 
Resultante zweier Funktionen leicht hinschreiben, und nur die Coefficienten bedürfen einer 
weitläufigen Berechnung. Cayley (Phil. Trans., 1857; Math. Papers, 11, p. 444 ss.) schlägt eine 
übersichtliche Darstellung vor, in welcher die Coefficienten a von den Coefficienten h getrennt 
erscheinen, und zwei Berechnungsmethoden, die eine mittelst Tafeln symmetrischer Funktionen 
und die andere mittelst der'Determinantenform der Resultante (s. unten 3.), zugleich mit Beispielen 
von Formen, deren Grad den 4ten nicht übersteigt. Er bedient sich dabei einer geometrischen 
Schreibweise in Form von Quadraten, welche in der Richtung ihrer Diagonale zusanmienhängen. 
deren Felder die Coefficienten und deren Seiten bezüglich die Coefficienten a und l enthalten, 
so dass jedes Quadrat isobar ist, nicht nur in Bezug auf sänmitliche Coefficienten, sondern auch 
in Bezug auf die a und h getrennt betrachtet. Vergleiche Brum -Walter (S. 56) und Fiedlers 
Elemente (S. 122). 

3. Darstellung der Resultante zweier binären Funktionen durch ihre Coefficienten. wenn 
eine der beiden Veränderlichen in die Coefficienten gelegt ist (Methode von Euler und Bezout. ver- 
vollkommnet von Jacohi und Hesse in Grelles J., Bde. 15 und 27): 



fm^a^x"^ + a^x"^-^ + . . . + a^, y« = ^o^" + fti^«-» + . . . + 6„, 



Ii(f. V) = 








n 



bn 




a 





m 









'0 







a. 







Zusatz (1). Die a füllen n, die h aber m Zeilen, übereinstimmend mit dem Grade der 
Determinante in den Coefficienten. In der Entwickelung wird die Summe aller Stellenzeiger der 
Coefficienten gleich mn, dem sogenannten Gewichte der Determinante (s. 2.). 

Zusatz (2). Durch Vei1:auschung der beiden Funktionen kommt 



JR(/; y) ^- ( - l)-'»7Z(y, /). 



VI. Resultante und Diskriminante. \9b 

Zusatz (3). Diese Determinante (m + n)ten Grades lässt sich, wenn man beide Punktionen 
(durch Hinzufügung der Null-Coefficienten) auf den gleichen Grad n bringt, so umformen, dass sie 
nur noch vom »ten Grade ist. Entwickelt man nämlich nach Cayley (ereile's J., Bd. 53) den 
Quotienten 

A^)<jp(y) -/^(y)y(^) ^ ^^^ ^^r^. 

x — y 

so ist die Resultante von f(x) und q>[x) die synmietrische Determinante (vergl. Theorie d. 
Gleichungen, XI, 8.) 

Zusatz (4). Die Resultante in der obigen Form erhält man am einfachsten durch die 
dialytische Methode (so genannt von Sylvester, Phil. Mag., 1840). Bildet man nämlich die Funktionen 

x^f, x^f\ .... a:**"^/*; x^^, x^(p, .... oa'^-^q) 
und betrachtet dieselben als linear abhängig von den Grössen 

SO dass der Zusammenhang dieser Potenzen scheinbar aufgelöst ist (daher der Name „dialy tisch"), 
so kann man die Resultante darstellen als die Funktionaldetermlnante (s. oben V, 1.): 

T>(f \_/^"~^/^ ^""Y' •••'^Y. ^^"•-^y, ar^-^y, ...x^q)] 

^lA y) — |^„_i.«_i .^„4.«-2 

die unmittelbar in obige Coefficientenform übergeht. 



x^ 



4. Darstellung der Resultante zweier binären Funktionen durch die Wurzeln (Euler. Berlin. 
M6ip., 1748, p. 243)*: Sind a^ . . . a^ die Wurzeln der Gleichung /„ = und ßi . . , ßn die Wurzeln 
der Gleichung y„ = 0, so kann man die Resultante darstellen entweder in der sogenannten ersten 
-EWer sehen Form: 

(a) It(f, y) = aX«,) . . . <f(aj = (- irb-Jiß^) . . . f(ßj. 

worin die Wurzeln a oder ß nur symmetrisch auftreten, also durch die bekannten Coefficienten 
ausdrtickbar sind; oder in der Form von m • n WurzeldifFerenzen, wo P dieselbe Bedeutung hat 
wie in K, 1., 

(b) R{f, 9) =-. a;h;F{ß^ . . . iJ.; «, . . . «J = (- !)-"<&: P(«. ...«.;/»,... /JJ 



(ßn «l) • • • ißn — «m). 

Zusatz (1). Einige der mühsamen Rechnungen dieser Art sind von Cramer (Introd., 1750) 
ausgeführt worden. 

Zusatz (2). Die Identität der beiden Darstellungen der Resultante einerseits durch die 
Coefficienten und andererseits durch die Wurzeln der gegebenen Funktionen wurde von Hesse 
(Erlangen 1858) und später von Barc/iardt (Grelle' s J., Bd. 57, 1860, Werke, S. 147) durch unmittel- 
bare Umformung gezeigt. 

6. Borchardts Darstellung der Resultante durch gegebene Funktionswerthe. (Berlin. 
Abh., 1878, Werke, S. 357). Borcliardt bezeichnet diejenige Funktion, welche verschwinden muss, 
wenn die beiden Funktionen f und y einen gemeinschaftlichen Faktor (k + l)ten Grades 
haben sollen, mit Ek(x) und definirt dieselbe folgendermassen. Setzt man: 

X^ , V _ ^ fi^i) ' ' ,f(Xn-k)V>(Xn-k^l) (f(Xn + m-2k) 

rjk[Xi, ... Xn~^m-2k) — -** p. r ' r , r A " 

x^Xj . . . U^fi — kj Xn — jfe-f-1 . . . . u^n-i- m — 2k} 

WO P das bekannte Differenzenprodukt ist (s. unten DC. 1.) und 2 sich auf alle verschiedenen 
Ausdrücke erstreckt, welche durch Permutation der Grössen x^ . . . Xn^m-2k entstehen, so dass E 
eine symmetrische Funktion derselben ist, bezeichnet man femer in denselben den Coefficienten 
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der höchsten (A-ten) Potenz von Xn^m-2ic mit Ek{x^ . . . Xn^m-2k-\) und setzt dann diese Reduktion 
auf weniger Veränderliche auf dieselbe Weise fort, so gelangt man schliesslich auf die gesuchte 
Punktion A-ten Grades Ek(x). 

Zusatz (1). In Eosenhains Resultante {CreUe's J., Bd. 30) ist k = 0. 

Zusatz (2). Borchardt gibt seiner Punktion E(x) verschiedene Gestalten und zeigt ihren 
Zusammenhang mit den Restfunktionen der Kettenbruchentwickelung (f(x):f{x). In einem 
früheren Aufsatze (Berlin. Monatsb., 1859, Crell^s J., Bd. 57, Werke, S. 133) stellte er die beiden 
Punktionen /' und y vom Grade n interpolarisch dar durch die 2(w + 1) Punktions werthe, welche 
sie für n + 1 beliebig gegebene Argumente annehmen, und setzt die so erhaltenen Summen 
{Lagrangesche Interpolationsformel) an Stelle von f und <f in den Cayleijschen Quotienten ein 
(s. oben 3.): 

/'(•^)y(y) "Ay)y(^) 

X —y 
und bestimmt so wieder die Resultante durch die genannten Punktionswerthe. 

6. Resultanten von Produktformen. Ist ip eine ganze Punktion von x von einem Grade 
<;w — w, die auch eine Constante sein kann, so hat man für die beiden Punktionen y,« und fn 
die Pormel 

die sich auf beliebig viele Paktoren ausdehnen lässt. 

Zusatz (1). Zerlegt man also (f> in seine linearen Paktoren g^^, ^2» • • •' so ist 

mf. ^) = R(f, if,) . R(f, <p,) . . . , 
Zusatz (2). Insbesondere hat man also 

R[aXx), if(Xx)] = k^-R(f, y); R(f: JTy) = l^R(f. y). 

7. Resultanten von Summenformen {Jacobi). 

« 

Ist 71 = m und F = xf\n + Iffm. O = xY„. + A'y^, so ist 

R{F.0) = [xl' -Xx')R{f.if). 

Ebenso hat man für drei Punktionen den entsprechenden Sat^, wenn man zur Abkürzung 
die Determinante der Substitutionscoefficienten durch das Diagonalglied ausdrückt und den 
gemeinsamen Zeiger w, der den Grad der Punktionen f.q.ijj ausdrückt, weglässt: 

F=xf+ X(f + fiip. 0=zx'f+ X'if + fi'ip, U^ = x"f+ k"(p + fi"ip 

R{F, 0, ?/i) = (xk'ei'Y'R{f, if, xp). 

Zusatz. Diese Pormeln drücken die Combinanteneigenschaft der Resultanten aus. 

8. Resultanten von Punktionen von Punktionen ergeben sich aus der Verbindung 
von 6. und 7. Sind F und nicht wie oben lineare Punktionen von f und y, sondern homogen 
bezüglich von den Graden p und q: 

F= (/•+ ^y) . . . (/•+ A^y); = (f+ A>) . . . (/•+ A>), 

so dass die X und X' die negativen Wurzeln von F und in Bezug auf das Verhältniss f:<p dar- 
stellen, so ergibt sich, abgesehen vom Vorzeichen: 

R(F.0) = P^'R{f,ip)p^, 

wo P das bekannte Produkt der Differenzen (i' — A) , d. h. die Resultante von F und in Bezug 
auf f und y darstellt. Vergl. oben 4. (b). 

Zusatz. Cayley (Math. Papers, 11, p. 181) macht auf ein Theorem Schläflts (Wien. Denkschr., 
Bd. 4,- 1852) aufmerksam, nach welchem gewisse Operationen, angewandt auf eine gegebene 
Resultante y, eine neue Resultante hervorbringen, derart, dass eine Potenz von y als 
Paktor enthält. 



VI. Resultante und Diskriminante. 
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B. Diskriiniiianten. 

9. Die Diskriminante der Funktion fzzzLa^x'^ + ... kann man auf die folgenden Arten 
darstellen : 

(a) Als Resultante von f und f\=j- (vergl. oben 3.): 



m^ fi) = 
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(b) Als Resultante von^ = /i und -^ — f^, wo y die zweite homogene Veränderliche der 

Punktion bedeutet und also nach der Differentiation = i zu setzen ist: 

mOo (m -1)«! (m— 2)^2 ... 



a«-i 




(c) 



Wl^f2) = 





Als Produkt der quadrirten Wurzeldifferenzen, abgesehen vom Zeichen: 

R = n[cc^ : . . a^)^ =z(a^ - a^y («g - a^y ...(«« — a^y 

(«3 — «2)^ . . . («m - «2)^ 



Zusatz (1). Also ist die Diskriminante eines Produkts zweier Funktionen gleich dem 
Produkte ihrer Diskriminanten, multiplicirt mit dem Quadrat ihrer Resultante. Insbesondere ist die 
Diskriminante von {x — a)if {x) gleich der Diskriminante von y (x) multiplicirt mit dem Quadrat 
von (f{a). 

Zusatz (2). Obige Formel bildet ein einfaches Beispiel der Invarianteneigenschaft der 
Diskriminante, indem sie sich nicht ändert, wenn man alle Wurzeln um dieselbe Grösse vermehrt, 
mit anderen Worten, a: + ? an Stelle von x setzt. 

Zusatz (3). Betrachtet man also die gegebene Funktion als Gleichung mit den Wurzeln a, 
so ist die Diskriminante eine symmetrische Funktion dieser Wurzeln und muss sich folglich 
durch die Potenzsummen Si dieser Wurzeln und durch die Coefficienten der gegebenen 
Punktion darstellen lassen (s. Theorie d. Gleichungen, V, 1., 2, und 9.): 

^0 ... «5in — 1 

//(«i . . . a«) ^ = S« = 



^m — 1 . . . «5?2 m — 2 

(d) Serret (Alg. I, no. 202) gibt eine Berechnung der Diskriminante durch Differentiation. 
Es sei Oo = 1 und die Diskriminante habe die Form 

WO die A zu bestimmen sind. Hat nun ü«_i dieselbe Bedeutung fUr die Funktion 



X 



w — 1 



+ a^x'^-'^ + . . . wie Rm für x** + a^x'^'-^ + . . . , 



und fingirt man mit Serret eine Veränderliche f so, dass 
so findet man die Coefficienten A auf folgende Weise: 
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j 

j 

Oani— l'^m — 8 + -JZ. -^w — 2 ^=^ 
« ........... 

Nun kennt man aber -B^ für eine Funktion zweiten Grades: dzR^=:a!l — 4:a^\ daraus 
findet man: 

^s == — 27 ag + (18 a, a., -~4a\) a^ + a^al — 4a^ , 

und daraus ebenso JB^, iJg, ... für die Funktionen 4ten, 5ten, , . . Grades. 

Zusatz (1), Cayley hat JB4 auf folgende einfache Form gebracht: Ist die Funktion 
gegeben in der Form 

ax^ + Abx^ + 6cx^ + 4dx + e == 0, 

und setzt man zur Abkürzung 

/=z ae — 46d + 3c^, J =^ ace + 2bcd — ad^ — eb^ — c^, 

so hat man (s. Theorie d. Invarianten, XVT): 

R^ = 16 (/3 — 27 J% 

Zusatz (2). Die verschiedenen Formen der Diskriminante stehen in folgender Beziehung 
zu einander. Da nach dem jEwfer'schen Satze über homogene Funktionen (VE, 3.) 

'^f=^rx'^yry='''f^+yf'^ 



so folgt aus 6, (vergleiche Bruno- Walter , § 7): 

R\ — /i , — /i 1 = — o^_.> ^ (/i » /i) • 



1 2m — 2 

10. Eigenschaften der Diskriminante: 

(a) Die Diskriminante einer homogenen Funktion mten Grades mit k Veränderlichen ist 
in den Coefficienten vom Grade k{m ly-^. 

Zusatz (1). Gibt man den Coefficienten der Funktion nur einen Index gleich dem 
Exponenten einer einzigen der Veränderlichen, so ist die Diskriminante isobar vom Gewichte 
m(f» — 1)*-». 

Zusatz (2). Ersetzt man also in einer Form /' die Coefficienten a durch a + Xb, so 
befinden sich in der Involution f(a)zkXf(b) im Ganzen k(m — 1)*-* Formen mit quadratischen 
Paktoren, deren Diskriminante also verschwindet. 

(b) Für jene Werthe x, für welche die Diskriminante R = verschwindet, d. h. für alle 
Doppelwurzeln der gegebenen Funktion, hat man: 

dE dB dB 

1 • /*» • /y»5f • • /ytf» • • • 

Zusatz. Für drei- und mehrfache Wurzeln hat man Beziehungen zwischen den höheren 
Ableitungen von B (vergL ausführlicher in der Theorie d. Gleichungen, XI, 11.). 
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(c) Diskriminante einer Punktion von Punktionen. Es sei wie in 8.: 

dann ist (nach 9. (c), Zusatz (1) ) die Diskriminante von F gleich dem Produkte der Diskriminanten 

aller dieser Paktoren, raultiplicirt mit dem Quadrate aller ^p{p — 1) Resultanten, d. h. mit 

/Z^"». ij(/; y)p(p--i), wo 77» wie oben das Produkt der Quadrate (>lr — -i,)* ... bedeutet, d. h. die 
Diskriminante von F in Beziehung auf die Veränderlichen /"« und y» {Sylvester), 

11. Die Diskriminante einer quadratischen Punktion mit beliebig vielen Veränderlichen : 

dnx^ + üi^y^ + 033^2 + . . . + 2a^<iXy +...., 
ist die Hesse' SiChe symmetrische Determinante (V. 1.): 



B 



«11 «12 



= 2±a,,a 



23 



Zusatz. Man kann also umgekehrt jeder symmetrischen Determinante eine quadratische 
Punktion zutheilen, deren Diskriminante sie ist. So hat Sylvester (Phil. Trans., 1853) der symme- 
trischen i^^^oM^'schen Determinante (s. oben 3., Zusatz (3)) zweier Punktionen gleichen Grades die 
sogenannte Bezovt'^ohe quadratische Porm zugetheilt. 



C. Charakteristische Differentialgleichungen. 

12. Setzt man die beiden gegebenen Punktionen von gleicher Ordnung voraus: 

so ist die einzige charakteristische Differentialgleichung der Resultante R(f\(f), wenn rr=0, 
1, . . . w - 1, 

worin man die a und b vertauschen kann. 

13. Schreibt man aber die gegebene Punktion mit Biuomialcoefficienten : 

so ist die einzige charakteristische Differentialgleichung der Diskriminante von f, wo r=iO, 
1, . . . w 2, 

Zusatz (1). Ausser diesen charakteristischen Differentialgleichungen genügen aber Resultante 
und Diskriminante auch noch den allgemeinen Differentialgleichungen der Invarianten (s. Theorie 
d. Invar., EI), namentlich genügt die Resultante der beiden Pormen /'„ = ao^r"» + . . ., y« = ^o^" + • • • 
der Gleichung: 

ca^ da„ 00^ con 

Die Verbindung dieser verschiedenen Differentialgleichungen liefert eine Reihe neuer 
Differentialgleichungen, welche zuerst von Brioschi {CreUes J., Bd. 53 und Annali di Mat., 1859) 
aufgestellt wurden. Aber erst im Jahre 1881 hat Not/ier die obigen beiden als charakteristisch 
bezeichnet (s. Bruno -Walter, S. 275—288). 
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Zusatz (2). Eine Zusammenstellung aller zur Berechnung der Resultanten erforder- 
lichen Formeln gibt Gordan (Math. Ann., Bd. 3) zugleich.mit einer Reihe von ausgerechneten 
Resultanten für je zwei Punktionen bezüglich von den Graden (5,5), (4,4), (3,3), (2, n bis n = 6), 
(3,4), (3,5). (4,5). 

Mehrere derselben finden sich als Anhang in Sdmans Lessons. Diejenigen für (3,3) 
und (4,4) sind auch in Bruno- WaUer in der synoptischen Cayley sehen Form. 



Vn. Hauptstück. 

Die homogenen Funktionen. 

Vorbemerkung (1). Eine homogene Funktion wird meist mit dem Namen Form (Quantic 
nach Cayley) bezeichnet. Kronecicer hingegen gebraucht in seinen Grundzügen (S. 49) den Namen 
„Form" für algebraische Gebilde überhaupt. 

Vorbemerkung (2). Die folgende Darstellung ist hauptsächlich dem Werke BaUzers über 
Determinanten entnommen. 

1. Definitionen. Eine homogene Funktion ist eine algebraische rationale ganze 
Funktion, deren Glieder sämmtlich von derselben Dimension sind. Sie heisst binär, ternär, 
quaternär, .... je nachdem sie zwei, drei,- vier ... Veränderliche enthält. Sie heisst linear, 
quadratisch, cubisch, ... je nachdem sie von der ersten, zweiten, dritten ... Dimension in den 
Veränderlichen ist. {Gauss, Disq. Arith., art. 266). 

Zusatz (1). Die Dimension der homogenen Funktion in den Veränderlichen nennt man 
zuweilen die Ordnung und die Dimension in den Coefficienten den Grad der Funktion (s. Theorie 
d. Invarianten, II). 

Zusatz (2). Ist ti =: ^ariXxXi eine quadratische Form mit beliebig vielen Veränderlichen, 
so nennt man 

die „Determinante der Coefficienten''. Ist a' der Coefficient von a. in ^ , so heisst die 

•quadratische Form 

V — :sd^^y^y.^ der Foito u — la^^^x^x^ 

„adjungirt**. Bei einer quadratischen Form mit beliebig vielen Veränderlichen sind immer die 
Determinante der Coefficienten, die Funktionaldeterminante ihrer ersten Derivirten oder ihre 
Hessesohe Determinante, ihre Diskriminante und Invariante, bis auf Faktoren, die von den 
Coefficienten unabhängig sind, mit einander identisch. 

2. Symbolische Bezeichnung. 

Ist II eine homogene Funktion mten Grades von beliebig vielen Veränderlichen x^...Xn, 
so schreibt man nach Salmon (Lesson 14, p. 141): 

^ du I d d \ 

JU =2Xi-^—= U'i h . . . + Xn^—\U, 

OXi \ OX^ CXnl 

d'u I d d \2 

J^U — ^XiXr^ 3 -- IXi ^ h . . . + Xn^—\ W, 

OXiOXr \ OX^ dXnJ 

d'u I d d Y 

J'U = 2Xi . . . = \X^ h . . . -h ^„ 3 — U, 

OXi ... \ OX^ OXn 
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3. Euler'Bcher Satz (Calc. Diff. I, § 225, p. 154): mu =z Ju, oder verallgemeinert nach Hesse: 

m {m - 1) u = J^u\ m {ni - 1) . . . (m — s + 1) m = J*u. 
Zusatz (1). Für nur zwei Veränderliche lautet der letzte Satz entwickelt: 

w(m — l)...(m -5+ l)u = ^ (^)<~'< dx'-'dx^ ' ^'* ^ ^' ^ • * ''^• 

Zusatz (2). Aus der JSwfcr sehen Identität folgt: 

, ^. du d'u d^u 



dx. 



djci 



dx dx, 

n 1 



du 



d'^u 



^ dx ^ dx. dx 



T" • • • \ '^n 



1 ^w 



dhl 

d7'' 



Verschwindet also die Funktionaldetenninante des Systems 



du 



du 



, SO sind diese 



dx^ dXn 

letzteren Punktionen durch eine Gleichung folgender Art mit einander verbunden: 

du du 

dx^ dXn 

4. Die Hesse'sche Determinante. Bezeichnet man mit w.a... die Differentialquotienten 
von u nach a:,, ä:*, . . . und mit U= 2u^^ . . .Unn die Hesse'sche Determinante der homogepen 

Funktion w, endlich mit u.^ den Coefficienten von «(.^ in U, so hat man die folgenden Sätze: 

(a) Ux. = {m 1) («', . u^ + ... + u^.uj; 



(b) 



dU 



idu 



ä:r.^' = (''^ ^M^f "^+- + 



du 



ni 



M« ; 



k \dxk dxic 

Ist aber k = i, so tritt rechts noch das Glied hinzu + (m 2) U. 



(c) 



d'U / ^ "n ^ «„, 

r — r — Xi =^ (m 1) ^ ^c-'- w, + . . . + ^^ — ^- 

cxi oxic \ ^-^i ^J^k dxi dxk 



Unl 



(m \){u\.u^^^ + ... + w;^, !!„,,); 



d U 

Ist aber l = i, so tritt rechts noch das Glied hinzu + (m 2) ^ — 

CXk 

Zusatz. Für ein Werthesystem der Xj, . . ..t«, für welches u^ = 
auch (vergl. V, 6.): 

dU 



= M„ = ist, ist also 



u= U = 



• • • 



= 0, und 2^ =b — - . . .— - _ 0. 



dx 



n 



dx, 



d. 



r 



n 



6. Die adjungirten quadratischen Funktionen, u und v können dargestellt werden durch 



V = 



!/i .: .f/n 

Vi «1 1 . . . « 1 n 

y n ^'»1 • • • ^^nn 



1 



U = 



n 



o 





X 



X, 



1 



a 



II 



Xfi 

n 



I H 



Xu a 



n 



n\ 



• • • 



a 



nn 



Zusatz. Wenn die Invariante An = 2" ± a,, . . . Unn der homogenen Funktion zweiten Grades 
verschwindet, so ist die adjungirte Funktion v ein vollständiges Quadrat. 



L>(» 
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VIII. Hauptstück. 

Die S3nnmetrischen Funktionen. 

(Ettingshansen, SoTefs Alg., I.) 

A. Symmetrische Funktionen einzelner Elemente. 

1. Definitionen, (a) Eine algebraische Funktion gegebener Grössen (Elemente) heisst 
in Bezug auf diese Grössen symmetrisch, wenn sie bei beliebiger Vertauschung je zweier dieser 
Grössen ihre Form nicht ändert. 

Zusatz (1). Eine synmietrische Funktion ist also allen Vertauschungen der Elemente' 
gegenüber einförmig und um so mehr einwerthig, oder, wie Gauss (Disq. Arith., art. 347) sich 
ausdrückt, unveränderlich. 

Zusa.tz (2). Ei^e gebrochene Funktion ist nur dann symmetrisch, wenn Divisor und 
Dividend einzeln symmetrisch sind; eine irrationale Funktion ist nur dann symmetrisch, wenn 
die Radikanden einzeln symmetrisch sind. 

(b) Eine ganze rationale Funktion soll einfach symmetrisch heissen, wenn sie in allen 
ihren Gliedern gleich viele Elemente als Faktoren und dieselben Exponenten enthält. Sonst heisst 
sie zusammengesetzt symmetrisch. 

Zusatz. Jede zusammengesetzt symmetrische Funktion lässt sich in eine Gruppe einfach 
symmetrischer zerlegen, und je(Je der letzteren lässt sich aus einem ihrer Glieder durch Ver- 
tauschung der Elemente bilden. 

(c) Eine einfach symmetrische Funktion heisst von der rten Ordnung, wenn sie in jedem 
Gliede ;• verschiedene Elemente enthält; sie wird auch, weniger passend, r-förmig genannt. (Serret, 
l no. 170) 

2. Darstellung einer einfach symmetrischen Funktion rter Ordnung. Man bilde entweder 
aus den n gegebenen Elementen alle Variationen ohne Wiederholung zur rten Klasse und- gebe 
den einzelnen Elementen jeder Complexion die Exponenten immer in derselben Reihenfolge, oder 
man bilde aus den n Elementen alle Combinationen ohne Wiederholung zur rten Klasse, und 
gebe den nach ihrer Rangordnung vertheilten Elen^enten jeder Complexion die Exponenten in 
allen Permutationen, und addire die Produkte. 

Kommt unter den r Exponenten eine Gruppe von a gleichen, u. s. w. vor, so ist die 
Anzahl der so entstehenden verschiedenen Produkte: 

in\ r ! w'/" * 



\rj a ! . . . a ! 



» 

3. Bezeichnung. Die einfach synmietrischen Funktionen erster, zweiter, u. s. w. Ordnung 

der n Elemente x\ ... Xn bezeichnet man entweder durch das Aggregat ihrer Exponenten in eckigen 
Klammern oder durch ein allgemeines Glied mit vorgesetztem Summenzeichen: 

a , a , I fl r 1 v< o 

x, +^2 + ... +x„ = fö) =-«„. 

x,a;, + x, a:, + . .. = |a, 6] ^2x^x^, 

j." X* Xj + . . . = \a, b, c] ^^ 2 x" x''x\. u. s. w. 

4. Jede symmetrische Funktion höherer Ordnung lässt sich ganz und rational 
durch symmetrische Funktionen erster Ordnung ausdrücken, und zwar nur auf 
eine Art. 



VIII. Die symmetrischen Funktionen. 



203 



Sind nämlich in dem Ausdrucke 

sämmtliche Exponenten von einander verschieden, so hat man 

[a, b, . . .k,l\ = [a,b, . . .k][l\ — [a + Ib, . . . Je] 

- [a,b + l, . . .k] — ... — [a, fc, . . . Ä + /]. 



. Zusatz (1). Wird einer der binomischen Exponenten gleich einem gegebenen, z.B.a-\-l=ib, 
so reducirt sich die symmetrische Punktion [fc, fc, . . . it] auf die Hälfte ihrer Glieder, muss also 
doppelt abgezogen werden, so dass obige Formel sich ändert in 

[a, . . . Ä, /] = [a, . . . it] [/] — 2 [b, &,...&) — [«,... u. s. w. 

Zusatz (2). Durch wiederholte Anwendung der Rekursionsformel kommt z. B. 
fa, b] = \a\ \b] - \a + fc), 
[a, &, c] = \a] [b] \c] - [a + b] [c] - \a + c] [b] -[b + c] [a] + 2[a + b + c]. 

5. . Independente Darstellung obiger Rekursionsformel nach Waring (Medit. algebr., 1782). 

Es bezeichne 

r(i,, X2...Xr) = :Si[a]...\b + c]...\d.e,f].... 

eine einfach symmetrische Punktion, von der Ordnung A, der Potenzen von Xi...Xn. wo ^ die 
Anzahl der Paktoren von der Porm [a] mit einfachem Exponenten, Ag die von der Porm [b + c] 
mit binomischem Exponenten u. s. w. bedeutet. In jedem Gliede der Summe kommt jeder 
Exponent ein und nur einmal vor, so dass jedes Glied alle r Exponenten und X Paktoren hat. 
Dabei ist die Anzahl Glieder in jedem T: 

n(r) : n{iy" . . . /7(r)^'- . n(k,) . . . n{Xr). 

Dann ist nach Waring 

Hierin bezeichnet JSr eine einfach symmetrische Punktion rter Ordnung der Elemente x, 
hingegen .2" eine zusammengesetzt symmetrische Punktion und erstreckt sich über alle A, 
welche der Bedingung genügen 

Xi +2^2 + . . . + rkr = r. 

Zusatz. Es ist also beispielsweise für r^=b 

T(2.0, l,0,0) = -2fa)[6]fc,d,e). 

6. Sind a der Exponenten a einander gleich, ebenso ß der b u. s. w., 

(a) so kann man die Pormeln 4. und 6. anwenden, indem man erst alle Exponenten als 
von einander verschieden voraussetzt, dann die a, ß, . . . Exponenten einander gleich setzt und das 
Resultat durch a\ ß\ . . . theilt; 

(b) oder man kann die Rekursionsformel anwenden, indem man die Anzahl gleicher 
Elemente über die lateinischen Lettern setzt: 



A. 



u 



a, b, . . . k, l 



X i-n 



u i X i — 

a. (),... k, l 



l 



X X — l 



a + L a, b, . . . k, l 



u 



a, b, . 



x-l ^— 1 

. A 4- /. k, l 



a [i—\ X Ä-l 

a, b + h b, . . . k, l 



u i X i — '2 

a, 0, . . . k, 2Z, / 



Zusatz (1). Wird einer der binomischen Exponenten gleich einem gegebenen, so ist 
dieselbe Regel zu befolgen wie in 4. 

26* 
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Zusatz (2). Für a= . . . — }l= 1 geht diese Formel über in 4., indem die letzte Klammer 
ganz wegfallt. 

(e) Warhif/^ Formel nimmt eine einfache Gestalt an, wenn alle Exponenten einander 
gleich ^= a werden: 

_v(,. rV-- ^ lV-'\aV'...\raV r 

—- - ^it f 1«*- II * • • •' I / ^^ ' j ' 



7. Berechnung der symmetrischen Funktionen erster Ordnung. Setzt man der 
Küi'ze halber |C(x, . . . Xn)\ = C, so hat man folgende Rekursionsformeln [Ettingshausm, § 1B7, vergl. 
Theorie d. Combinationen, 11): 

|a| = ( 1)«(m n)ü„ i( l)'|a sJ-C'., 

worin C„ die Summe der Combinationen ohne Wiederholung zur Klasse a der n Elemente x^ . . .Xn 
bedeutet. 

Zusatz (1). Dabei ist offenbar |ü| ^= n und C» = x^ -x^ . . . ^„. 

Zusatz (2). Insbesondere hat man: 

\1] = C,, y>]^ 2C, + |1]6\. u. S..W., 
CM 1] = 6;,_,, Cn'\ 2]= 2C„-> + 11)6;-. , U.S. w. 

Zusatz (3). Sind die x die natürlichen Zahlen 1, 2, . . . ti, so kann man die C berechnen 
nach Theorie d. Combinationen (II. 6.). 

Zusatz (4). Kramj) hat obige Rekursionsformeln in independente verv\^andelt, so dass man 
damit jede Potenzsumme von n Grössen direkt aus den C, d. h. aus ihren Unionen, Amben, 
Temen u. s. w. berechnen kann: und hat dann durch Umkehiamg dieser Formeln auch 6V durch 
die |6|, d. h. durch die Summe der ersten, zweiten, dritten .... Potenzen der gegebenen Grössen 
dargestellt (s. EtUnifshauscth §§ 169, 170). 

Zusatz (5). FaiIcv hat die symmetrische Funktion: 



(j\x^ . . . XrY -h (.t'ivf., ....)--!- . . . — 
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die man als von der ersten Ordnung betrachten kann, durch Produkte je zweier complementärer 
Combinationen dargestellt: 

il ^ 2i' ( 1)* Cr-. Cr 4-,, (für s = die Hälfte), 

worin C^, — C^[x^,x^, . . .) die Summe der Combinationen ohne Wiederholung i>ter Klasse der 
gegebenen Elemente bedeutet. 

Zusatz (6). Ausführliche Tabellen für sj^mmetrische Funktionen werden noch vennisst 
(vergl. Theorie d. Gleichungen, V). 

B. Syiiinietrlsche Funktionen von Elenientensystemen. 

8. Definitionen. An Stelle der fillheren Elemente x^,x.^, ... treten hier Produkte von 
gleich vielen Faktoren (^^ //, . . .). (^^ ?/,, ...).... oder kürzer (./•,)' U'2) • • • 

(a) Eine Funktion der Elementensysteme (>i). (^\,) . . . heisst in Bezug auf diese Systeme 
symmetrisch, wenn sie sich bei beliebiger Vertauschung von je zweien dieser Systeme nicht ändert. 

(b) Eine ganze rationale Funktion soll in Bezug auf die ei'wähnten Systeme einfach 
symmetriech heissen, wenn sie sich nicht in symmetrische Gnippen zerlegen lässt wenn sie 
also in allen ihren Gliedern gleich viele Elementensysteme als Faktoren und dieselben Exponenten 
enthält. Sonst heisst sie zusammengesetzt symmetrisch. 
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(c) Eine einfach symmetrische Punktion heisst von der rten Ordnung, wenn sie in 
jedem Gliede r verschiedene Elementensysteme enthält. 

9. Darstellung einer symmetrischen Funktion rter Ordnung. Man bilde aus den 
n gegebenen Elementensystemen alle Variationen ohne Wiederholung zur rten Klasse und gebe 
den einzelnen Elementen jeder Complexion die Exponenten immer in dei'selben Reihenfolge 
und addire schliesslich alle diese Produkte. 

10. Bezeichnung. Die einfachen symmetrischen Funktionen 1., 2., ... Ordnung der 
n Elementensysteme (x^) . . . (xn) bezeichnet man wie in 3. auf zweierlei Weise: 

{x^i/^ . . .) {x^ /^ . . .) + (x-;'//^' . . .) (x^ yl ...) + ... = Wt). {h)\ = ^ (^;") (^t)- 

Darin sind a, h, ... ganze positive Zahlen und das Zeichen 2 bezieht sich auf alle 
Variationen ohne Wiederholung erster, zweiter u. s. w. Klasse der w Zeiger fi, v . . . 

11. Jede symmetrische Funktion höherer Ordnung beliebiger Elementen- 
systeme lässt sich ganz und rational durch symmetrische Funktionen erster Ordnung 
ausdrücken. Sind sämmtliche Exponenten von einander verschieden, so ist nach Poi^son 
(J. de KEcole Polyt., cah. XI, p. 199 ss.): 

^ \{a), {h) . . . (k), (OJ = {{a). (h) . . . (k)\ m - \(a + l),\h).., {k)\ 

\{a), (h + 0- - . (/^')l • . • [(^0- ('>) ....(* + OJ. 

Zusatz. Die Anwendung dieser Formeln auf Wurzelsysteme von Simultangleichungen 
s. Theorie d. Gleichungen, Xu. 



IX. Hauptstück. 

Die alternirenden Funktionen. 



(Caurhtfs Anal. Alg.. m, § 2 und Ex.. 1H41. t. H. p. 151; Jacolßrs. Werke, m, S. 441; Saret's Alg., I, 

no. 23b; Baltzcr, Determ.. § 10.) 

1. Definition. Eine Funktion heisst in Bezug auf die Grössen «^ . . . «„ alternirend, wenn 
sie bei jeder Vertauschung (Transposition) je zweier derselben nur das Vorzeichen wechselt, also 
beim Gleichwerden je zweier verschwindet und durch Quadriren symmetrisch wird. Als Typus 
der alternirenden Funktionen kann die folgende Funktion betrachtet werdqn: 

Wenn man in der Reihe «j . . . «„ jede Grösse von allen folgenden abzieht, so erhält man 
~n(n — 1) Differenzen, deren Produkt bezeichnet wird mit 

//(«, . . . Un) — («j, — «,) (a.j — «j) . . . («„ — «i) 

(of., — a^) . . . (a„ — Of^) 



(a„— Of„_i), 

wobei man gewöhnlich den Grenzweith //(«j) — 1 setzt. 
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Zusatz (1). Die Punktion U kann also je nach der Gruppirung der a nur zwei verschiedene 
Formen und folglich nur zwei verschiedene Werthe annehmen, ist also zweiwerthig. Sie ist 

in der That (nach VI, 9.) die Quadratwurzel VR der Diskriminante der Gleichung, welche die 
a zu Wurzeln hat. 

Ein mechanisches Verfahren zur Entwickelung des Produktes n in seine 1 • 2 • 3 . . . w Glieder 
gibt Canchy in seiner Anal. Alg., Note IV. 

Zusatz (2). Ausser der Funktion 77 betrachtet man vielfach das folgende Produkt von ih 
Differenzen, welches man erhält, wenn man alle Grössen a^ . . . a, von allen Grössen 1\ . . . hk abzieht 

P(ai . . . ai\ ?>,... hk) — (fc, — «i) ... (6, — a.) 



(tjt — Ol) . . . (i* — «.). 



Dasselbe ist in Bezug auf die beiden Gruppen der a und der h symmetrisch oder alter- 
nirend, je nachdem das Produkt ili eine gerade oder ungerade Zahl ist. 

P geht, wenn man die a = ^. also auch i^]c=i n setzt und die Nullfaktoren der Diagonale 
ausscheidet, in das Quadrat von //, also in die Diskriminante der Gleichung über, welche die a zu 
Wurzeln hat. indem dann: 

l> = (-i)i"'"-"/7*. 

2. Jede rationale alternirende Funktion ist gleich Sn, d. h. gleich dem Produkte aus 
einer symmetrischen Funktion S in die typische Funktion Tl. {Caucky, Anal. Alg., p. 75). 

Zusatz (1). Dieser Satz ist als besonderer Fall in dem allgemeineren enthalten, dassjede 
rationale zweiwerthige Funktion die Form hat T -{- SU, wo T und S symmetrische Funktionen 
bedeuten. Man könnte also diese rationalen zweiwerthigen Funktionen als gemischt alternirende 
bezeichnen, im Gegensatze zu den oben definirten rein alternirenden. 

Zusatz (2). Jede gemischt alternirende Funktion der Elemente a ist also Wurzel einer 
quadratischen Gleichung, mit rationalen symmetrischen Funktionen der Elemente « als 
Coefficienten. 



3. Die allgemeinste Form einer (rein) alternirenden Funktion ist die Determinante, 
von Sylvester als „Altemante" bezeichnet: 



/l V'^l)' /2 ("^l) • • • 



= 1 ± t\{x^) f^(x.^) , , . , 



in welcher die typische Funktion //als besonderer Fall enthalten ist (Cauchy, Ex. 1841, t. n, p. 169) 



n(x^ . . .Xn)^ 



1 



X n 



X. 



n— 1 



n— I 



n 



— — it: Xj X*., . . *. X^ 



n— 1 



Zusatz (1). Die letztere Determinante muss (nach 2.) in der ersteren als Faktor enthalten 
sein. Der andere Faktor 

MM \>^| ... Jly fij 

ist also eine symmetrische Funktion, welche für zwei Funktionen in den bekannten Cayley sehen 
Quotienten übergeht (vergl. VI. 3.) 

^±f\x)q:>(y) f{v)V(y) M^pi^) 



n(x. y) 



u 
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Zusatz (2). Dieser symmetrische Paktor. wurde. von BorcfiarcU interpolatorisch dargestellt 
(vergl. Theorie d. Diff. u. Summen, DI, 8. Zusatz (6)). In dem besonderen Falle, wo fi(x) eine 
ganze algebraische Funktion vom Grade (^ — 1) bedeutet, in welcher die höchste Potenz den 
Coefficienten 1 hat. ist dieser symmetrische Paktor gleich Eins. Andere besondere Fälle findet man 
in den Lehrbüchern von BaUzer (§ 10) und Scott (chap. 9). z. B. die folgenden: 

4. Sind ganze rationale Funktionen gegeben von der Form 

F(x, !/) = f,(x) +f^{x)p + f,(x)t/^ + ... +f'^_,(x)y'^-'=2AaiX-y\ etc., 
so sind die aus ihnen auf folgende Weise gebildeten Determinanten alternirende Punktionen: 

-^ =*= /o («l) .../'«- 1 (Ofn) =^ f7(cCi . . . «n) - ± J„o-4ii . . . An-\,n-\. 

2 dh F{a,. ß,)... F(an, ßn) = n(a, . . . a„) n(ß^ . . . /I^«) -S" ± A)«^n • • • ^n- i, n-T, etc. 

5. Ist /'. = a,V(a,) -h . . . + a^(p{a^^ eine symmetrische Funktion der n Grössen a, so ist 
die folgende Determinante ebenfalls symmetrisch nach denselben Grössen: 

^ =t /o/i • • • fin, - 2 — - [y (a,) . . . ff'(a„^ ' n(a^ . . . a^^] , 

worin die letzte Summe die sämmtlichen (' | Glieder umfasst, welche entstehen, wenn man aus 
der Reihe «i . . . a„ je m einsetzt. 

Zusatz. Ist also m = ;i, so fällt rechts das Summenzeichen fort. Einen weiteren Specialfall 
erhält ma§, wenn man q — \, also /] = «J -h . . . -f «^ setzt. 

6. Sind die « die Wurzeln der Gleichung F(x) =^{x -a^) . . .{x - a„) = 0, so hat man 
über die alternirenden Funktionen dieser Wurzeln folgende Sätze: 

— w (m — 1 ) 

(a) F'{a^) . . . F'{a,n) —'( \y^ TI(a^ . . . «,„)* • P{a^ -4- 1 • • • «ni cty . . .a„), 

wo F' die erste Ableitung bedeutet und P= 1 ist für m=n. (Cauchy im J.de T^cole Polyt., cah. 17, p.485). 



(b) 



^ n-2 

1 oCj . . . a^ t(j 



IM — 2 
a„ . . . a u 

n n n 



tl 

= /7 («1 . . . a„) • -2" T^,/ . , (er = 1 . . . «). 



Zusatz. Ist also n^ = a^, so ist für r <C w 1 die Summe rechts := 0, für r = n -1 
aber = 1 (vergl. oben 3.). 

(c) , Setzt man g)(x) = I ArX^, so fblgt 

/ \ '' »■ 

'»CPiai « n et < na 



o = li^'(af)) r=n "^ o=\F'(a,) r—n-\ '^a=lF'{aa)' 

also == für 6'<Cn — 1. 

(d) Bedeutet ß.^ den Coefficienten des Gliedes a^~* in der alternirenden Determinante 

/7(a, . . . a ) =: J!? =b a «- . . . a"~ , so ist 

WO Cvx die Summe der Combinationen Ater Klasse der Elemente «j . . . a,_i. a,^.l . . . a« bezeichnet. 

(e) Bedeuten t^ . . .in beliebige Grössen, so ist: 

( __ i)^"^"~'V(^,).. . . F(^.) • -2 ± -— ^^ — .... ^ = /Z(^i . . . ^„) //(«i . . . «„). 
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Zusatz. Diese Ponnel führt mit der folgenden Identität: 



a" 



v-^-l 



1 



1 



dt^ ... dtn h ~ ^\ ^n - CCn 



= ( l)'*-^ 



v-^ 



1 



1 



(ti - a,)2 * * ' {tn-Ctn)' 



auf die erzeugende Funktion Borcluirdt^^ (s. Theorie d. Gleichungen, V. 5.) 



T::=^± 



1 



1 



{t, -. «i)^ ■• {tn -€C,,Y 






1 



^, 



«, 



1 



tn - «n* 



X. Hauptstück. 

Die linearen Substitutionen. 

(Heimes Kugelfunkt., I. 4. Cap.; Ucdfzers Determ.; Caylcys Papers. II.) 

A. Theorie der Matrices. {Caylet/, p. 475.) 

Vorbemerkung. Es sollen im Folgenden immer ebenso viele lineare Gleichungen als 
Unbekannte vorausgesetzt werden. ^ 

1. Definition. Wenn die lineare Substitution lautet 

X, = ttn -^i + . . . + ai„Xn 



Xn — Ä„i Xj -}-... + Onn ^n , 



so nennt man das System der Substitutionscoefflcienten a ein lineares System oder die Matrix 
der Substitution und die aus ihnen gebildete Determinante den Modul der Substitution. 

Zusatz (1). Cayley (a. a. 0.) bezeichnet die Matrix 31 vom Grade n und die Determi- 
nante An der Substitution bezüglich durch folgende Arten von Klammern: 



( «11 ... «In ) 



3/„ = 



«nl . . • ^^n 



A„^ 



\ 



«11 • • . «in 



(ln\ . . . (l 



nn 



Zusatz (2). 
Matrix genannt: 



Die folgenden beiden Matrices werden bezüglich Nu 11 -Matrix und Einheits 



( . . . ) 
. .. 



( 1 ... ) 
1 ... 



Zusatz (3). Die Matrix heisst symmetrisch, wenn Uik — «*,, sie heisst halbsymmetrisch, 
wenn a.jt + «itt = 0, also «,, = 0. 

3. Die Addition und Subtraktion der Matrices erklärt sich aus der Addition und 
Subtraktion zweier Systeme linearer Substitutionen: 

( «11 012 ... ) . ( ^l ^2 . . ) («11+ ^1 «12 + ^12 • • • ) 



«21 «22 • • • 



+ 



hl ^> 



22 



«21 I ^21 «22 1 '^22 
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Zusatz (1). Setzt man die a^h, so folgt 



ma 



12 



m 



Ogi 0^2 . 



mogj fna22 



Zusatz (2). Die Operation ist nach der Ausdrucksweise von HanliUan associativ und 
coniniutativ. 

3. Die Zusammensetzung zweier Matrices, die man symbolisch als Multiplikation dar- 
stellen kann, erklärt sich aus zwei aufeinanderfolgenden Substitutionen: 

j;^ 1= Oji X| + . . . , Xi = c/jj ^1 + . . . . 

Sollen die x durch die ij ausgedrückt werden, so erhält man für die Matrix der neuen Sub- 
stitutionscoefficienten, nach Cayky» Bezeichnung: 

( ^11 ^21 • • ) ( ^12 ^22 • • ) • • 
(«11 «12 • • ) ( ^l *12 • • ) («11 «12 • •) 



«21 «22 



^21 ^22 



\ «21 «22 • • • / 



n 



WO die rechte Seite eine Matrix von demselben Grade darstellt, deren erstes Diagonalglied, die 
Form hat 

«ll^ll + «12^21 + «13*31 + . • . 

Zusatz (1). Die symbolische Multiplikation der Matrices ist im allgemeinen nicht commutativ, 
wohl aber associativ. Matrices, welche der Bedingung genügen ML^= LM, haben daher eine 
besondere Eigenschaft und heissen vertauschbar. Dies ist immer der Fall, wenn die eine eine 
ganze rationale Funktion der anderen ist. 

Zusatz (2). Dieselbe lineare Substitution wiederholt angewandt führt auf symbolische 
Potenzen von Matrices mit ganzen positiven Exponenten, die das Gesetz befolgen: 

Zusatz (3). Setzt man mit Cayley voraus, diese Formel gelte auch für negative 
Exponenten, so führt die Formel M-M-^ = 1 auf die Definition der umgekehrten Matrix M-^ 
als einer solchen, die mit der gegebenen M zusammengesetzt die Einheitsmatrix liefert. 
Die umgekehrte Matrix wird unbestinmit. wenn die Determinante der Substitution verschAvindet. 

Zusatz (4). Ein Produkt zweier Matrices kann verschwinden (auf die Null-Matrix führen), 
ohne dass einer der beiden Faktoren verschwindet (eine Null-Matrix ist). 

4. Cayley'^ Theorem der Matrices. Ist die Matrix nten Grades gegeben 

V «11 «12 • • • ) 

(co< ^92 • ' ' -^fjL , 



80 kann man mit Hilfe des Satzes 2. die folgende symbolische Gleichung bilden 



( «11 «12 ... ) 



( 1 . . . ) ( Um M «12 . . . ) 



Ö21 «22 



- M 



1 



«.>, 



Or)) 



M 



— 0. 



Nach dem Cayley sehen Theorem ist nun die Determinante dieser letzteren Matrix 
immer Null, d. h. die Matrix M ist Wurzel einer Gleichung nten Grades, deren erster 
Coefficient = dz 1 und deren letzter Coefficient die Determinante der ursprünglichen Matrix ist; 
mit anderen Worten: wenn man die Potenzen von M nach 3. entwickelt und in die Gleichung 
nten Grades einsetzt und schliesslich alle, diese Matrices nach 2. in eine einzig^ vereinigt, so 
erhält man die Null -Matrix. 

27 
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Zusatz (1). Mit Hilfe dieser Gleichung lässt sich jede ganze rationale Funktion einer 
Matrix M auf den Grad n — 1 herabdrücken. 

Zusatz (2). Reducirt sich die Gleichung auf die Form Jlf" = l, so heisst die Matrix 
periodisch. 

Zusatz (3). Cayley gibt noch ausführlich die Theorie der Matrices zweiten Grades. 
Seine Theorie wurde weiter verfolgt von Taber (Amer. J. of Math , vol. 12, 1890), der die Matrices 
mit den Hamilton sehen Quaternionen in Verbindung bringt. 



B. Allgemeine Substitutionen. 

Vorbemerkung (1). Ist die Substitutionsdeterminante An=^ ^ 1, so heisst die Substitution 
unimodular, und zwar eigentlich oder uneigentlich, je nachdem die Determinante = + 1 
oder =1 ist (Cayley, Papers, 11, p. 192). 

Vorbemerkung (2). Dass in der Theorie der linearen Substitutionen quadratische 
Formen zur Sprache kommen, hat einen geometrischen Grund, nämlich die Verwandlung von 
Coordinatensystemen (vergl. unten 10. Zusatz (D). Zahlreiche Sätze über quadratische Formen 
geben Kronecker und Weierstrass in den Berlin. Monatsber. 1858 und 1868. 

5. Grundformeln. Setzt man für x 1= 1, 2, .... w 

Xx =^ a)g\ X\ + ... + «xn An, 

Ax = '>lx^l ■(-••• + ^^nx^nj 

SO hat man die folgenden Formeln: 



(a) 



(b) 



(c) 



2axrhxr = 0, Iaxrhrr = 1, (r= 1, 2 . . .w), 
2ayrhy, — 0, 2ayrhxr= 1, (x = 1, 2, . . . w). 



-^ — 6n . . . Onn X -^ — an ... a^nm = -^ i O«,^ i,fl,4. 1 . . . Onn- 
2 i flu . . . Ünn y^ 2 :^ Oll . . . Onn ^^^ !• 



6. Bilineare Funktionen. Die Summe f=^ Sa^iXt^yi von w* Gliedern, in welcher also 
X und X alle Zahlen von 1 bis n annehmen und wo die a keinen Bedingungen unterliegen, ist 
nach den x sowohl als nach den y linear und homogen und heisst deshalb bilinear, auch 
zweitheilig- quadratisch und lineo - linear. 

Setzt man nun A„=z S ± au . . .a^m und bezeichnet mit A^r eine Determinante, welche 

aus A entsteht, wenn man an Stelle der Reihe a, ....a setzt a, ...a , und mit A'' eine 



mr' 



rm 1 



Determinante, welche aus -4« entsteht, wenn man an Stelle der Reihe a,„i . . . a«« setzt ari . . .a 
wo offenbar A und A"" für r = m mit A zusammenfallen und für r <; w verschwinden, so wird 
durch die lineafe Substitution (nach Darboux in Lioimlle's J., 1874, t. 19, p. 347): 



Y =1 A ,y, + . . . + A ^y , X ^= Alx, + . . . + A^x , 

/. ^ Aj Jf^ Ag ±2 An J^n 



An — l An 

WO die Xm und Y„ die Veränderlichen Xi . , .x„,^i und y^ . . .y„,-i nicht enthalten. 

Zusatz (1). Ist y^ = x^ und ayi^a^^^, also die Funktion quadratisch, so ist A^^ = Al^ 
und Xr = Tr, also 



Aj Ag 

f= 2a^i x^xi = ^r- + —-7- + • • • + 



Ai Ai A^ 

WO X„ die Veränderlichen x\ . . .Xm-\ nicht enthält. 



-^n — l ^^n 
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Zusatz (2). Hierin ist die Anzahl der Quadrate, welche negative Coefficienten haben, 
gleich der Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe \, Äu A2. . . . An. 

7. Quadratische Punktionen. Nach dem vorhergehenden Satze kann die homogene 
quadratische Funktion Sc^xx^xi von n* Gliedern, in welcher c^x^ci^^ durch die lineare Sub- 
stitution 5. in eine Summe von Quadraten verwandelt werden 

^''.i^.^i =PiK +P2K + •" +PnK^ 
unter den (in Bezug auf die a quadratischen) Bedingungen 

Zusatz (1). Man findet hieraus: 

' ' Pr 

WO Oxr'Pr mit dem obigen fc^r (s. 6.) identisch ist. 

Zusatz (2). Zwischen den n^ Substitutionscoefficienten a bestehen - w(w+ 1) oder -r n{n— 1) 

Bedingungen, je nachdem die p gegebene Grössen sind oder nicht. Man hat nämlich für die p 
die Gleichungen />raxr = ^xr^«, wo a^r der Coefficient von a^r in An ist. 

8. Wie man auch die homogene quadratische Funktion :^c^iXnXx, deren Invariante 
^ dt Cii . . . c,n nicht verschwindet, durch reelle lineare Substitutionen in ein Aggregat von Quadraten 
umformen mag, die Anzahl der positiven und die Anzahl der negativen Coefficienten 
bleibt dabei immer dieselbe. 

Zusatz (1). Jacdn (Nachlass, Crdlc^ J., Bd. 53, Werke, HI, S. 593) bezeichnet den Satz 
als einen algebraischen Pundamentalsatz und bringt ihn in Verbindung mit den Curven und 
Flächen zweiten Grades, die bei beliebiger Aenderung des Coordinatensystems immer Gebilde 
derselben Gattung darstellen. 

Zusatz (2). Für die Invariante der quadratischen Funktion hat man die Formel: 

V -^- ^ P — /v-4-7. h \^ 

^ -ä- Oji . . . i'iin — V*** '11 • • • ^nn; • 

und folglich wird die Umformung nur dann unmöglich, wenn die Invariante verschwindet. 

Zusatz (3). Nach einer Bemerkung BorcJuirdf^ (Ordle^ J., Bd. 53, S. 281) hat Jacobi den 
Satz schon 1847 gekannt. Sylvester entdeckte denselben unabhängig (Phil. Mag.. 1852, vol. IV. p. 140) 
und nannte ihn (p. 142) das „Trägheitsgesetz der quadratischen Formen". Neue Beweise des 
Satzes wurden geliefert von Hennite (Grelles J.. Bd. 53, p. 271) und linoschi {Terque^ns Ann.. 185H). 

Zusatz (4). Die quadratische Form heisst nach Gauss (Disq.- Arithm.. no. 271) bestimmt 
oder unbestimmt, je nachdem ihre Summe von Quadraten lauter gleiche oder verschiedene 
Zeichen aufweist. Im ersteren Falle kann sie nämlich -nur positive oder nur negative Grössen 
darstellen. 

9. Da die Transformation einer homogenen quadratischen Funktion in eine Summe 
von Quadraten durch eine lineare Substitution auf quadratische Bedingungsgleichungen führt, 
so schlägt Serret folgenden Algorithmus vor. Die homogene Funktion von w. Veränderlichen 
werde mit V bezeichnet. 

(a) r enthalte wenigstens ein Quadrat, z. B. x^. Man ordne nach -c, und setze: 

V=-p^x] +2Px^-^Q. X, =x, + -, F, = V^. 

^^ P'i 

Dann wird V — p^X'^-\- F,, worin F, ebenfalls eine homogene quadratische Funktion, aber von 
höchstens n - 1 Veränderlichen ist. 

27* 
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(b) V enthalte kein Quadrat. Man ordne z. B. nach x^ und X2 und setze: 

Dann wird V=p^(Xl - X]) + T,, worin F, ebenfalls eine homogene quadratische Punktion ist, 

aber höchstens n 2 Veränderliche enthält. Verfährt man mit V^ ebenso wie mit F, so erhält 
man schliesslich: 

V — l\ X'\ + P2 Xl -{-... + p^^ xl. 



C. Orthogonale Substitutionen. 

Vorbemerkung. Für drei Veränderliche wurde die Aufgabe behandelt von Euler 
(N. C. Petrop., t. 15, p. 75) und von Caucluj (Ex., 1841, t. ü, p. 273), für n Veränderliche von 
Jacobi (Crdles J., Bd. 12, Werke, m. S. 193). 

10. Setzt man in 7. die Bedingungen c^i = 0, c^x = 1, i>r = 1, so wird 

x\ + + xl=: X^^ + + xl 

in sich selbst transformirt, die Substitution ist „automorph". 

Zusatz (1). In dem besonderen Falle, wo n = 2 oder ==3 und die V^eränderlichen Punkt- 
coordinaten darstellen, sagt diese Gleichung aus, dass die beiden Coordinatensysteme rechtwinklig 
sind. Daher der Name. 

Zusatz (2). Da jetzt die p bestimmt sind, so bestehen zwischen den n^ Coefficienten 

-w(/? + 1) Bedingungen, und zwar folgt aus 6., da jetzt gyr = (ixr = bxr'. 

£1 



Xx — «xl ^1 + ....+ ÜxnXn 
Ax ^ O'lr.X] -|- . . . . + änxXn 



(x = 1, 2 . . . w). 



V 



axr«xr = 0, folglich auch .3axr«x* = 0, 



X 



2a'^ := 1, „ „ 2a^ =1. 

xr ^ ^ xr 

r X 



2" ± «i, . . . a„„ X -^± ^'11 . . . dmm = -2 ± a«4.i,„,^, . . . a„„; 2 ^au ... ann = 1^1. 
Zusatz (3). Von diesen Gleichungen sind nur die ,yM(w + 1) ersten von einander unabhängig. 



Aus denselben ergiebt sich 



r 

a = rt A , 

xr xr n ' 



WO a' den C'oefficienten von a in ^ bedeutet. 

11. Bestimmung der Coefficienten einer orthogonalen Substitution nach Jacobi 
(Crelles J., Bd. 12, S. 7). Da nach 7. bei unbestimmtem p nur -n(w — 1) Bedingungen zwischen 
den w* Substitutionscoefficienten bestehen, so können die letzteren zugleich auch noch den 
-w(w + 1) Bedingungen einer orthogonalen Substitution genügen, d. h. sie können zu gleicher 
Zeit die Transformationen bewirken 

^c .X X , = p, X , + . . . . + p X , 
x^ -f- ... + ^',, ^=^ ^1 + .... + X^, 
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Aus 7. Zusatz (1) ergibt sich prU^r — (jxr. woraus folgt 
(a) dass die 2^ die Wurzeln der Gleichung sind: 



m = 



Ci 


1 - " 


P 


^12 


• * • 




Cin 




C2I 




C22 — 


P . . . 




€'2n 


m 


• 


m m 
m 


• ■ « 


• • 


• 


t • • 

1« " ~" / 



= 0, 



welche, da die Determinante symmetrisch ist (s. Theorie d. Determin., III, 4.), nur reelle 
Wurzeln hat (die Literatur s. bei IMfzcr, S. 192—193); 

. (b) dass f/,, : . . . : anr = f(j^r)r\ : . • • :f\2^r)xn. 

wenn /'xi den Coefficienten des Gliedes mit dem Zeiger xi in f bezeichnet. Da man nun X^ dar- 
stellen kann durch 



X = («, x\ + . . . + a ^,) : («: -h . . . -f ff ), 

worin nur die Verhältnisse der Coefficienten vorkommen, so ist die Transformation ohne Auflösung 
der n^ Bedingungsgleichungen ausführbar. 

Zusatz. In seinem 11. Problem (a. a. 0.) behandelt Jar.obl auch lineare gebrochene 
Substitutionen zur Transformation vielfacher Integrale. 

12. Bestimmung der Coefficienten einer orthogonalen Substitution nach Cayley {Grelles 
J., Bd. 32, Math. Papers, I, 334). Da die n^ Coefficienten einer orthogonalen Substitution nur 

^ n\n + 1) unabhängigen Gleichungen 



2a a. 

xr kr 



0. ^0 



r.r 



1 



ZU gentigen haben, so lassen sie sich ausdrücken durch :Tn{n - 1) unbestimmte Grössen. Setzt 
man ^„ = JS" it in • . . '^nn mit der Bestimmung 



l^ir. + ^x.=: 0, ?>,, = ..== hnn =■ W, 



1 



während die tibrigen ,yw(n - 1) Coefficienten unbestimmt bleiben, und bezeichnet den Coefficienten 
von h in der schiefen Determinante B mit li. , so ist 

a. B =2a)h' , a B =2a)b.. B , 



IX n 



IX 



II H 



B,= 



= 1 +. /= 



und zwar ist die Determinante der a gleich + 1. Aendert man im Systeme der gefundenen Coeffi- 
cienten bei einer Reihe die Zeichen, so erhält man die Coefficienten einer orthogonalen Substitution 
mit der Determinante - 1. 

Zusatz (1). Setzt man w=il und nimmt X,fi,v als unbestimmte Grössen, so erhält man 

für w=r2: 

1 -k 

X 1 

und als C!oefficienten mit der Determinante Vi: 

1 -A^ 2A, 

2A, 1 -A^ 

alle vier dividirt durch Ä. Setzt man 1 l^zr^B^ cos y. 2l^=^B^ sin y, so erhält man die vier 
Substitutionscoefficienten ausgedrückt durch den einen Winkel y. Ebenso für ^ = 3: 

1 



B,= 



V - fl 

V 1 l 

fJk -k 1 



1 + A'^ + (i^ + v' 
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und als Coefficienten mit der Determinante + 1: 

1 + A» _ ^2 _ ^2 2(Xti + v), 2(Xy - fi). 

• 2(Xfi -v), 1 + fi' v^ — A^ 2{iiv + A), 

2(Xv + fiY 2(iiv — A), 1 + 1/^ — A« - ^^ 

alle neun dividirt durch B^. 

Cayley schreibt die Einführung der drei Grössen X,^,v Rodriguez (in LiouviUe^ i,, t. 5, 1840) 
zu und wendet seine Gleichungen auch auf den Fall n = 4 an. 

Zusatz (2). Setzt man zu gleicher Zeit 

11 1 1 

X = cos {sx) tg ;j y. ^1 = cos {sy) tg ^ y. v = cos {sz) tg ^ y, also jBg = 1 : cos ^ y^ 

so erhält man die neun Substitutionscoefficienten ausgedrückt durch die drei i/wfer'schen Winkel. 
(N. C. Petrop., t. 15, 1770, p. 75). In demselben Bande hat Euler (p. 102) auch den Fall w = 4 
(„quasi divinando") behandelt. Bdltzer (S. 179) zeigt, wie sich Caykys Formeln für die quaternäre 
Substitution auf die Eider sehen zurückführen lassen, wenn man gewisse Druckfehler in den 
betreffenden Abhandlungen bericljtigt. 

13. Bestimmung der Coefficienten einer orthogonalen Substitution nach Heine (Kugel- 
funkt., I, § 108). Man transformire zuerst die quadratische Form 

„auf die kleinste Anzahl Glieder" (Jacofu. Crelle's J., Bd. 39, S. 290; vergl. Lagrange in den Berlin. 
M6m., 1773), so dass man anstatt :j »i(n + 1) nur noch (2w — 1) Glieder hat, nämlich: 

V=a^xl + 2ß.^X^X.^ + a,^xl + 2ß^X,^X^ +«3-^8 + •••• + '^/^n^n-l^n + ««^i'' 

wo also Cxx durch a^ und Cx_i,x durch ßx und alle anderen f?,x durch Null ersetzt sind. Um dann 
die Transformation zu bewirken: 

•2 



^ = i>,X; +P2^'2 + ••• +Pn^''n^ 



bilde man den Kettenbruch: 



1 



(«, P) 



(«., -P) 



(a^' - p) - . . . 



~ n 



K-pY 



und seine Näherungs n e n n e r : 

Q\ — («1 p) Qn^ 

und nehme für die p die Wurzeln der Gleichung Qn = 0. Dann sind die Coefficienten der ortho 
gonalen Substitution (in 10. und 7.) bestimmt durch: 



IX. Abschnitt. 

* 

Theorie der Determinanten. 

(Cauchy im J. de T^cole Polyt, cah. 17, 1815, und Ex., 1841, t. ü, p. 160—176; Jacobi 
in CreUes J., Bd. 22, und Werke, Bd. m, S. 357; Balt^er, Scott; Gordan sWorles., I.) 



Vorbemerkung (1). In diesem Abschnitte sollen jene Determinanten betrachtet werden, 
welche sich in quadratischer Form schreiben lassen und von Leihnits (1693) und Cramer (1750) 
zur Auflösung linearer Gleichungssysteme benutzt wurden. Die Sätze Cramer s wurden später von 
Laplace (Paris. M6m., 1772) strenger bewiesen und erweitert; die Theorie wurde aber erst eigentlich 
begründet von Cauchy (1812) und dann von Jacobi (1841) in die Mathematik allgemein eingeführt. 
Erweiterte Arten von Determinanten finden sich erwähnt am Schlüsse des I. Hauptstückes. 

Vorbemerkung (2). Laplace bezeichnete diese Punkhonen als ^Resultanten." Der Name 
„Determinanten" wurde von Garns (Disq. Arithm.. Sectio 5) erst auf Diskriminanten angewandt, 
dann von Cauchy (im cah. 17) auf diese Funktionen übertragen, später aber (in den Ex.) mit 
der Bezeichnung „Alternirende Summen" vertauscht. Seit Jacobi ist jedoch die Benennung 
„Determinanten" im oben angegebenen Sinne allgemein. 

Vorbemerkung (3). Die Theorie der Matrices ist, nach dem Vorschlage Caylcy^ (Crdles J., 
Bd. 50), von der der Determinanten getrennt und unter den linearen Substitutionen behandelt 
worden (s. Theorie d. Punktionen, X). lieber die Begriffe Inversion und Klasse, s. Theorie d. 
Combinationen (I). 

Vorbemerkung (4). Ein Verzeichniss der Schriften über Determinanten findet sich im 
Quart. J. of Math., 1881, von Muir\ und in Scott's „Theory", p. 242. 



I. Hauptstück. 

Definitionen. 

1. Die Determinante des Systems von n^ Elementen ö,* wird nach Jacoln und Cayley 
bezeichnet durch 

rt 1 1 . . . . Cf 1 n 



An^ 



= 2' ± «II . . . 0„„, 



"nl • • • • "-nn 

oder auch nach Cauchy durch aS(± a^. . . a„„), und kürzer nach Smith (Brit. Ass. Rep., 1862, p. 504) 
durch \aik\, und besteht aus der Summe der Produkte, deren jedes n Elemente enthält, und 
zwar aus jeder Zeile und jeder Colurane eines, oder auch der Produkte, welche aus dem „Haupt- 
gliede" oder der „Hauptdiagonale" 

a litt 2-2 ' • • • ann 
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durch Permutation der ersten oder zweiten Zeigerreihe entstehen. Diese Produkte haben je zur 
Hälfte die Moduln «=±1, je nachdem die permutirte Zeigerreihe der ersten oder zweiten 
Permutationsklasse angehört, oder auch je nachdem die Substitution, w^elche die eine Zeigerreihe 
in die andere überführt, der ersten oder zweiten Klasse angehört. 

Zusatz (1). Die Determinante enthält also n{n) Produkte, jedes zu n Faktoren, sie ist 
vom wten Grade. Der Grad einer Determinante lässt sicli erhöhen durch „Säumung" oder 
Ränderung mit einer neuen Zeile und Columne, und erniedrigen durch Reihenentwickelung 
(vergl. n, 8.). 

Zusatz (2). Die Anzahl Glieder einer Determinante, welche eine gegebene Anzahl 
Elemente der Hauptdiagonale enthalten, oder nicht mehr, oder nicht weniger als diese Anzahl, 
findet man nach den Formeln über beschränkte Permutationen (s. Theorie d. Combinationen. I, 4. 
Zusatz (2)). 

Zusatz (3). Bei Anwendung doppelter Zeiger haben alle und nur jene Elemente, welche 
auf ein und derselben zur Nebendiagonale parallelen Sehne liegen, gleiche Gewichte, d. h. gleiche 
Zeigersummen. Diese Benennung „Gewicht" scheint zuerst von Grassmann (Ausdehnungsl.. 1878, 
S. 134) auf seine Elementargrössen angewendet worden zu sein, mit Berufung auf einen . ähnlichen 
Gebrauch in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Zusatz (4). Sylvester schlägt vor. die Elemente einer Determinante durch Silben anstatt 
durch Buchstaben zu bezeichnen, um die Art ihrer Entstehung anzudeuten (Phil. Trans., 1853, 
Glossary, p. 547). Die einzelnen Theile dieser Silben werden als bedeutungslos „Schattengrössen" 
(umbral quantities) genannt. 

Zusatz (5). Ausser der einfachen geradlinigen Klammer bedient sich Catjky einer doppel- 
linigen, welche Matrices von mehr Columnen als Zeilen einschliesst und die Summe aller 
Determinanten bezeichnet, welche sich aus der Matrix bilden lassen (Cambr. Math. J.. 1843; 
CVcöe's J., Bd. 5. 1855, Math. Papers, I, p. 55, ü. p. 185). 

2. Wählt man aus der Matrix wten Grades (oben 1.) beliebige m Zeilen mit den Zeigern 

t\g und in diesen Zeilen m Columnen mit den Zeigern r, s ist ferner f,g. . . . die ^^te und 

r,s... die rfte Combination mter Klasse von 1,2,...«, so heisst die Determinante mten Grades 



Py6 



ajr (('Js 



eine Unterdeterminante (Partialdeterminante, Minor) des gegebenen Systems. 

Zusatz. Die Anzahl der Combinationen ist bei jeder Auswahl Cm(n) =^ l^V also hat eine 

Determinante wten Grades r M Unterdeterminanten mten, und ebensoviele {n — w)ten Grades. 

3. Hat man aus m beliebigen Zeilen und t'olumnen einer Determinante wten Grades eine 
Unterdeterminante mten Grades gebildet, so kann man aus den übrigen n — m Zeilen und Columnen 
eine zweite Unterdeterminante (n — f}i)ten Grades bilden, welche zur ersten complementär ist 
(Catwhy. cah. 17, p. 96). 

Zusatz (1) Eine besondere Art complementärer (correspondirender) Unterdeterminanten 
findet man behandelt in Gordans Vorlesungen (I, S. 99; vergleiche unten Theorie d. Gleichungen. X, 
2., Zusatz). 

Zusatz (2). Betrachtet man gleicherweise diese complementäre Unterdeterminante als neue 

Pundamentaldetenninante und bildet aus derselben eine neue Unterdeterminante Iten Grades und 

ihre complementäre, und so fort, so dass m + i -f . . . = w, so einhält man ein complementäres 

System von Unterdeterminanten. Die Anzahl Arten, auf die sich ein solches System bilden 

lässt, ist 

n{n)^ 

//(/«)- n(t)'' . . . ' 
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Zusatz (3). Die zu einer Unterdeterminante p complementäre Unterdeterminante soll hier 
durchweg mit ;p' bezeichnet werden, also auch die zu einem Elemente a,* complementäre Unter- 

determinante (w - l)ten Grades mit a.^. Die letztere erhält man. indem man in der gegebenen 

Determinante An die beiden in Uij, sich schneidenden Reihen streicht und den Modul ( 1)'+* als 
Paktor hinzufügt. 

4. Zusammengesetzte Determinanten sind solche, deren Elemente selbst wieder Unter- 
determinanten irgend einer Fundamentaldeterminante sind. Beispiele hiervon finden sich unten im 
m. und IV. Hauptstück. 

Zusatz. Eine allgemeine Art zusammengesetzter Determinanten wurde von Sylvester (Crelle's 
J., Bd. 88. S. 49) betrachtet. Er geht aus von einer Pundamentaldeterminante mit a + h -^ . . . + z 
Zeilen und ebensovielen Columnen. wählt a Elemente der ersten a Zeilen, ß Elemente der folgenden 
b Zeilen, u. s. w., endlich t Elemente der letzten z Zeilen, und ebensoviele Elemente von ent- 
sprechenden a, h, . . .z t'olumnen, und bildet die Unterdetenninanten {a -{- ß -[-... + C)ten Grades. 
Die Determinante, welche man aus allen möglichen Detenninanten der beschriebenen Art bilden 
kann, wurde von Sylvester durch (Ma ^Ih . . • ^Z,) bezeichnet und zusammengesetzte Determinante 
genannt. Vergleiche hierzu eine Berichtigung BorcJiardt'^ (Bd. 89, S. 82). 

5. (yubische Determinanten wurden besprochen von Arnwtiatit^i und Fadova in BattayUius 
Giornale, VI. Dieselben bestehen aus n^ Elementen, jedes mit drei Stellenzeigern, die man 
geometrisch in drei Richtungen darstellen kann. Man erhält die cubische Determinante >/ten 
Grades 2" ± am 0-222 • • • f^nnn aus der hingeschriebenen Hauptdiagonale, indem man erst die dritten 
Zeiger permutirt und jedem Gliede den der Permutationsklasse entsprechenden Modul f == ± 1 gibt 
und dann dieselbe Operation in Bezug auf den zweiten Zeiger wiederholt, wodurch fl{ny Glieder 
entstehen. Eine solche cubische Determinante >/ten Grades ist gleich der Summe von n{n) 
gewöhnlichen Determinanten nter Ordnung. 

Zusatz. Setzt man ^> an Stelle von 3. so erhält man den Begriff einer Determinante //ten 
Grades von w Elementen, jedes mit p Stellenzeigern. Man entwickelt die Determinante in ihre 
n(n)p-^ Glieder aus dem Hauptgliede 

^ 1 . . . I ^2 . . 2 • • • • ^n . . . n • 

indem man die ersten Zeiger ungeändert lässt und für die Reihe der zweiten, dritten, u. s. w. alle 
Permutationen setzt, endlich jedem Gliede das Zeichen gibt, welches der Anzahl Inversionen in 
den p 1 Zeigerreihen entspricht. Vergl. Cayley {Grellen J.. Bd. 38, 1848. und Math. Papers. I, 
p. 411) und Tamwr (Proc. London Math. Soc. vol. 10. p. 167). 



IL Hauptstück. 

Grundeigenschaften. 

Vorbemerkung (1). Cauchy (Ex., 1847, t. 4, p. 356. und Compt. Rend.. 1853. t. 36, p. 161) 
benutzt zum Beweise dieser Eigenschaften unbestimmte Parameter („clefs anastrophiques'*). 
die er mittelst der linearen Substitutionen einführt: 

fj = (/•>, a -f <('22ß + . . ., etc. 
Er bildet dann das symbolische Produkt mit der geradlinigen Klammer als symbolischem Zeichen: 

\ X(.i . . . \ ^^ 2S((\\ 022 . . . a„„ I a/i? . . . I , 
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worin man alle Glieder aus dem Hauptgliede eriiält, indem man die eine Zeigerreihe der a 
permutirt und entsprechend auch die zugehörigen Parameter. Unterwirft man dann die symbolischen 
Paktoren \aß...\ den beiden Bedingungen, erstens dass sie verschwinden, so oft sie einen 
Parameter zweimal enthalten, und zweitens, dass sie = it 1 seien, je nachdem sie der ersten oder 
zweiten Permutationsklasse angehören, so stellt das symbolische Produkt: 

I* I V* I 

/, jU' • • • I ^^^ 2 it eil] . . . Ünn • 

die Determinante der Grössen a dar. Dieselben Parameter hat neuerdings auch Scott seinem 
Lehrbuche (Cambridge 1880) zu .Grunde gelegt. 

Vorbemerkung (2). Aus den beiden Bedingungen a/J — — ßa und a^ = erkennt man 
sofort, dass die erwähnten Parameter im Grunde mit den Grraastnann sehen Elementargrössen 
(1844) und den HankeTschen alternirenden Zahlen (Leipzig 1867, S. 119 ff.) identisch sind. 



A. Umformungen. 

1. Eine Determinante bleibt ungeändeit, wenn man jede Zeile mit der gleichvielten 
Columne, die zweite Zeigerreihe mit der ersten, vertauscht: „die Matrix transponirt". 

Zusatz. Einen strengen Beweis gab Becker in ScfdömilcJis Zeitschr. (Bd. 16, S. 526). 

2. Vertauscht man aber zwei auf einander folgende parallele Reihen, so ändert die 
Determinante nur ihr Vorzeichen (Vatidermonde), d. h. jede Determinante ist in Bezug auf solche 
Reihen alternirend, und verschwindet also beim Gleichwerden derselben. 

Zusatz (1). Auf dieser Eigenschaft beruht die Camhysche Benennung „alternirende 
Summen" (s. Vorbemerkung (2)). 

Zusatz (2). Hat aber eine Determinante die Form: 

so ist sie alternirend in Bezug nicht bloss auf die einzelnen auf einander folgenden Reihen, 
sondern auch auf die einzelnen auf einander folgenden Argumente x (vergl. Theorie der 
Punktionen, IX, 3.). 

Zusatz (3). Hat man in einer Determinante beliebige parallele Reihen vertauscht, so 
hat man, um über die Aenderung des Vorzeichens zu entscheiden, in der neuen Determinante, 
nur ein Glied, z. B das Hauptglied mit dem entsprechenden in der ursprünglichen Determinante 
zu vergleichen. 

B. Summen von Determinanten. 

3. Addirt man zu sämmtlichen Elementen einer Reihe beliebige Zahlen, so zerfällt die 
Determinante in die Summe: 

aus der ursprünglichen und einer neuen, in welcher an Stelle der früheren Elemente jener Reihe 
die zu ihnen addirten Zahlen stehen. 

Zusatz. Multiplicirt man also sämmtliche Elemente einer Reihe mit irgend einem con- 
stanten Faktor, so wird die ganze Determinante mit diesem Faktor multiplicirt. 

4. . Addirt man zu den Elementen sämmtlicher parallelen Reihen (Zeilen oder 
Columnen) dieselben oder proportionale Zahlenreihen, so zerfällt die Determinante in die Summe: 

A + A' + A" ■\- ...., 

wo A die ursprüngliche Determinante und A', A" jene Werthe bezeichnen, welche A annimmt, 

wenn man in der ersten, zweiten. . . . Reihe die ursprünglichen Elemente durch die addirten ersetzt. 
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Zusatz (1). Dieser Satz zeigt zugleich, in welchen Fällen und auf welche Weise sich 
Determinanten addiren (und subtrahiren) lassen. 

Zusatz (2). Eine Determinante bleibt also ungeändert, wenn man zu den Elementen einer 
Reihe die mit irgend einem gleichen Paktor multiplicirten gleichstelligen Elemente einer parallelen 
Reihe addirt. 

C. Produkte von Determinanten. 

5. Bildet man aus den beiden gegebenen Matrices der a und h eine dritte der t\ 



Önl . . . fltn;j ^nl • • • ^np xnl • • • ^nn 

nach der Regel: 

Cik = 2ai„hka. (<y=l. ...i?), 

und ist r, s\ t, . . . eine beliebige Combination wter Klasse der Zahlen 1,2,.. p, und wird endlich 
zur Abkürzung gesetzt: 

so hat man, wenn 2 die Summe aller r^j möglichen Produkte bedeutet: 

Zusatz (1). Sind alle a =r 6, so erhält man C ausgedrückt durch eine Summe von Quadraten. 
Zusatz (2). Isti><;n, also p j = 0, so ist auch 0^=0. 

Zusatz (3). Die Regel für die c lässt sich auf verschiedene Weise ausdrücken: 
Cik = 2aiobka. oder = 2ai„b„ic. oder = 2a„ibka, oder — Iaoib„k. 

6. Für p=^n, also l-^j = 1 hat man das einfache Multiplikationstheorem: 

Zusatz (1). Dieses Theorem wurde, wie es scheint, unabhängig von Bimt und Cauchy 
entdeckt und im J. de T^cole Polyt. bezüglich cah. 16 (1813, p. 287) und cah. 17 (1815, p. 82) ver- 
öffentlicht, aber schon 1812 gelesen (vergl. Cauchy, Ex.,. 1841, t. 2, p. 167). 

Zusatz (2). Sind die beiden Paktoren nicht von gleichem Grade, so hat man sie durch 
Ränderung erst auf gleichen Grad zu bringen. Nach Sylvester kann man das Produkt auf w + 1 
verschiedene Weisen darstellen, indem man die beiden Paktoren wten Grades durch Ränderung 
nacheinander auf die Grade w + 1, w + 2, . . . 2n bringt (s. 8.). 

Zusatz (3). Aus obigem Theorem erhält man als Verallgemeinerung der Bedingung 
Cik = lüiabka die Differentialformel (Scott, eh. IV, p. 54): 

■V :> — I ^* ^ :> •>!. -^1 ' V^^' V . . . — 1, -Ä, ... H). 

oCikOCr»... m! dUiucarv . . . ^bkH^bs„. . . 

7. Haben l!.^ und c\^, ebenso q und r dieselbe Bedeutung in Bezug auf 

jB„ = -S" ± ftn . . . bnn. C„ = 2" =b Cn . . . Cnn 

wie a.^ und p in Bezug auf ä^= 2 ± a^^ . . . a^^^, so entsprechen der Bedingung 

» Cik = laiobko, (<y=l, 2...n) 

die beiden folgenden (vergl. I, 2.): 

c , =: 2a. i, , r .:= 2p q , er =: 1, 2 ( l; 

28* 
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und dem Multiplikationstheorem die beiden folgenden, wenn /i = rM gesetzt wird: 

2 :Lc.. . . . c = 2" dr «,,... a X -^ =t ^, , • • • ^ , 

II ww 11 nn ^ 11 nn^ 

2^ zb l'j j . . . r„„ =2 iLpu • . . Puu X -2 ± (/ii . . • qua- 



D. Säumuug der Determinanten. 

8. Säumt man die Determinante J„ = 2" db ath . . . . a„„ mit einer neuen Zeile und 
Columne. so dass 

Sn-h l = JS" i «00 ^11 • • • ^«w, 

SO hat man nach Cauchy (J. de TEcole Polyt., cah. 17, p. 69): 

wo a.^ die zu cr.^. complementäre Unterdeterminante bedeutet (s. oben I, 3.). 

Zusatz (1). Aus dieser Ent^vickelung ergibt sich, wie man eine Determinante säumen kann, 
wenn ihr Wertli sich nicht ändern soll, indem man z. B. für die eine Hälfte des Saumes die Reihe 
wählt 1, 0, ... 0, wodurch S^^i = A^ wird. 

Zusatz (2). Da man die beiden in «oo sich schneidenden Reihen so verschieben kann, 
dass «00 auf der Diagonale bleibt, so bleibt obige Formel bestehen, wenn o^o irgend ein Glied der 
Hauptdiagonale bezeichnet. 



III. Hauptstück. 

Entwickelung nach Unteinleterminanten. 

1. Entwickelung nach den Gliedern ^iner Reihe. Bedeutet wieder (wie in I. 3.) a.j. die 
complementäre Unterdetenninante des Gliedes an in der Determinante A^=2 diau , , .Qnn^ so ist: 

A =2a'.a., (/ oder Ä*=: 1. 2, . . . w). 

■— 2^0 , a . = ^a , «,. , 

i i 

d. h. jede Determinante ist eine lineare Funktion der Glieder irgend einer Reihe (Oower). 
Zusatz (1). Sind die Glieder vollständig von einander unabhängig, so ist 

^A^ ^ . ^rA^ 
a . ^=z ^ — . also -4 =JS^-r — a.. 

Zusatz {2\. Das vollständige Differential einer Determinante ist unter derselben Vor- 
aussetzung: 

dA = ^JSa \da , ^ ^a\da , — ^a ,da.. ^ . . . 

m tili II il t2i2 

doii ai} ... ri|i dai-2 ... • 

=: da^i n'>2 . . -^ a^\ da-*2 . . . -h . . . # 



Beispiele hierzu gibt lialUtr (§ 3) mit Hinweisung auf Malmsteti [Crelles J.. Bd. 39. S. 91) 
und Htssf (CrHIes J.. Bd. 54. ^. 249>. 
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2. .Laplace' scher Satz" (Paris. M6m.. 1772, 11, pp. 294—304). Sind (wie oben in I, 2.) 
f\ g, . . . if, X . . . und r, 6-, . . . ^, 0*, . . . Permutationen von 1 , 2, . , . w (die auch einander gleich sein 
können), so hat in der Entwickelung von An = 2:izau , . .a^n die Unterdeterminante mten Grades 
2}yd = 2 ^dfrCLg, ... als Coefficienten die complementäre Unterdeterminante p ^ = s2±atf,^aj^a . . ., 
wo s den Werth + 1 oder - 1 hat, je nachdem obige Permutationen derselben oder verschiedenen 
Klassen angehören; algebraisch ausgedrückt: 



^„ = ^1\,P,,\ r oder X = 1, 2 j^'J, 






wenn in der letzteren Formel der gemeinschaftliche Zeiger, bezüglich xund/, von 1 bis (*^j geht 
Zusatz (1). Sind wieder alle Elemente von einander unabhängig, so ist: 



^"^An d^'-'^An 



PvA — 2^ ::5^ ' 2Ka — 



Zusatz (2). Wesentliche Vortheile bietet diese Entwickelung bei Determinanten, in welchen 
jene Elemente verschwinden, welche m Columnen mit n — 7n Zeilen gemein haben, weil dann 
obige Summe aus einem einzigen Gliede, die Determinante also aus zwei Faktoren besteht. 

Wenn aber die Elemente, welche m Columnen mit mehr als n m Zeilen gemfein haben, 
so vei-sch windet die Determinante identisch (Jacobi, § 5). 

Zusatz (3). Für w = 1 erhält man den Satz 1. wieder. 

3. Erweiterter Laiüace scher Satz. Wählt man aus den Zahlen 1, 2, ...w erst a, 
z. B. f, g . . ., dann aus den übrigen noch ß, z. B. p, q, . . . ., wieder aus den übrigen noch y, 
z. B. t, ?/. ... u. s. w.. so dass a + ß -{- y -\- . . . = n, und bildet das „complementäre System" 
(s. I, 3.) von Unterdeterminanten von den Graden a, ß, y . , . 

Aa = 2 ^ (i/i üyi . . . , B^ = 'S" it a^, a ^_ I a^, « ^ 2 • • • . 6'y := -5" it a,, „ 4. ^ 4. i . . . , etc., 
so ist die ursprüngliche Determinante 

An — ^f AaBfl Cy 

d. h. gleich der Summe von 

n\ In — a\ In a - ß\ n ! 



«/ \ ß ] \ y j a\ ß\ y\ . . . . 

Gliedern, welche entstehen, indem man Aa, B^ . . . in der angegebenen Weise auf alle möglichen 
Arten bildet. Dabei ist f = + 1 oder ==1, je nachdem die Reihe /*, //, . . . p, q, . . . t, u, . . . eine 
Permutation der ersten oder zweiten Klasse von 1, 2. ... w ist. 

4. Entwickelung nach den Gliedern der Hauptdiagonale. Bildet man die Coefficienten, 
welche r///, ay/Ugg, (if/aggahh, u. s. w. in der Determinante A^ haben, und bezeichnet die Werthe, 
welche An selbst und alle diese Unterdeterminanten annehmen, wenn alle Elemente an...o„„ der 
Hauptdiagonale durch Null ersetzt werden, mit 7), /)/. T)jg, Djgh. u. s. w., so ist 

An =: I) + 2a//D/ -h ^a/fUyg D/g + ... + an O22 . . . ««n. 

Die Glieder der einzelnen Summen erhält man, indem man für /' alle Zahlen .1, 2, . . . w, 
für fg alle Amben derselben, für f'gh alle Temen derselben setzt u. s. w. (vergl. oben I, 1. 
Zusatz (2)). 

Zusatz (1). Also gibt die Entwickelung der folgenden Determinante nach Potenzen von ^ 
(vergl. Laplace, Mec. C61., t. 1, liv. 2, no. 5ß): 
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m = 






= Pn -{- Z2pn-X + Z^2pn^'l + ... ^- Z^ ' ' 2p, + ^\ 

WO pn,=^2±aiiakk . . .und lp„, die Summe der Unterdeterminanten wten Grades bedeutet, welche 
aus p„, entstehen, indem man für /*, k alle verschiedenen Combinationen von je m Gliedern der 
Reihe 1.2,...« setzt. 

Zusatz (2). Ist diese Determinante symmetrisch, d. h. ist anc = aki, so hat die 
Gleichung f(z) — (vergl. Borcluirdt in Lhumlles J., t. 12, 1847, pp. 50 — 64) lauter reelle 
Wurzeln. Ausführliche Literaturnachweise über diese Gleichung gibt Baltzer, S. 192—193. 

5. Entwickelung des Produktes zweier Determinanten nach ihren Unterdeter- 
minanten {Sylvester, Phil. Mag., 1851). Sind p ^ und p ^ complementäre Unterdeterminanten von 

A z=l2 zkcL, . . . a und u . und q . ebensolche von B = 2' dz i,, ... 6 und setzt man zur 

Abkürzung die Determinanten wten Grades 

a a 

SO ist. wenn überall a von 1 bis ^= y\ geht und m die Bedeutung in 2. hat: 

An' Bn= 2t.^oUoY, abCr =i2tyaUad- 



o a 



Zusatz (1). Gewisse Potenzen der beiden Faktoren ^-jB lassen sich durch Determinanten 
ausdrücken, die aus den t und u zusammengesetzt sind. Bildet man nämlich die zusammen- 
gesetzten Determinanten ^ten Grades: 

so hat man (s. Scott, p. 63): 

Zusatz (2). Bezeichnet man ebenso die complementären Unterdeterminanten von T und 
U wie folgt: 

SO hat man ähnlich (Scott, p. 63): 

welche Formel wieder in die beiden vorigen übergeht, wenn h — O oder =^ ^ ist. 

Zusatz (3). Eine ähnliche Darstellung durch eine zusammengesetzte Determinante erhält 
man, wenn an Stelle von £„ eine Unterdeterminante von An tritt. Säumt man nämlich die Unter- 
determinante A-ten Grades An auf alle möglichen Weisen mit m«*) der übrigen Zeilen und 
Columnen, und setzt aus diesen so entstehenden Determinanten y,* eine neue Determinante V 

vom Grade y j zusammen, so ist nach Sylvester (vergl. Scott, p. 64), wenn man zur Abkürzung 

-«r»'T*i=^' ("-,1"")= 

Ä'' • A"' = V. 

n h 

Für w r= 1 hat man offenbar vu = -^ ± an . . . Uhhdh + k, ä + i. 

Zusatz (4). Mehrere andere Beispiele von zusammengesetzten Determinanten mit 
Literaturnachweisen finden sich bei Baltzer, §§ 6 und 7. 



v': 
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IV. Hauptstück. 

Adjungirte Systeme. 

Vorbemerkung (1). Die Benennung „adjungirt" wurde von Cauchy (J. de T^cole Polyt., 
cah. 17, p. 64) auf die hier besprochenen Systeme angewandt und ist wie er selbst bemerkt, der 
Formenlehre von Gauss (Disq. Arithm., no. 268, Werke, Bd. I, S. 304) entlehnt. 

Vorbemerkung (2). Ist, wie früher. a[^. der Coefficient von a.^ in der Entwickelung von 
^„ = 2" ± a,! . . . ünn, so heissen die beiden Matrices wten Grades 



a , n a ,. . .a 

n 1 • • • " M n n\ nn 



nach Cauchy „adjungirte Systeme" und die aus ihnen gebildeten Determinanten „adjungirte 
Determinanten". 

Vorbemerkung (3). Nach I, 2. hat eine Determinante nten Grades An im Ganzen 

^« = j ^ I Unterdeterminanten mten Grades /> und ebenso viele complementäre (w - w)ten Grades y. 

Die aus denselben gebildeten Matrices 

i^ll "Pxu Pu "Pxu 



• • • • > > 



P , . . .P P X ' ■ P 

heissen adjungirte Systeme /iten Grades, die für /i = t« in die vorher betrachteten übergehen. 

1. Eine Unterdeterminante wten Grades des adjungirten Systems der a' ist das Produkt 

aus der Potenz ^^~* in den Coefficienten, welchen die entsprechende Unterdeterminante der a in 

An hat (Jncofn): 

2 ± a, a . . . =^ A •;> i. 

jr g» n ■'yd 

Darin ist i>\ — «-5' =b aa .. ., wie in HI, 2., der Coefficient, welchen die Unterdeter- 

minante pyd = 2:iza/r Ogs ... in An hat. 

Zusatz (1). Diese Formel gibt das Mittel, die in HI, 2. erwähnten Differentialquotienten 
der Determinante An durch die ersten Differentialquotienten a' auszudrücken. 

Zusatz (2). Also hat man für (a=^n {Cauchtj, p. 82) 



Ä — I 



2* =b a,, . . . a = ^ 

11 nn n 

SO dass sich die adjungirte Determinante aus der urspilinglichen berechnen lässt. 
Zusatz (3). Setzt man 2'it an . . . a„,^ =r A^. so folgt weiter: 

a A d ^,'d , ^ A y - A 

nn n n, n-f-1 n-hl,« n-\-\ n — 1 

2. Wenn die gegebene Determinante verschwindet. An = 0, so bestehen zwischen 
den complementären Unterdeterminanten a' folgende Beziehungen: 

(a) 2" ± d^^ d^^^ . . . r=i 0, (für w = 2, 3, . . . w; vergl. oben 1.) 

(b) a;, : a;, \d^^\.,. = a;, : d^.^ : a;^ : . . . 

\ r ir Ar \ s 2 « 3 * 



r\ \r r 2 2 r 11 22 
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Zusatz. Ist überdies a.^ = a\., also die Determinante symmetrisch, so ist 

II II 

^*fr • ^2r * * * • ^^ ^11 • ^22' 

rt' r= Vd.. • V^a' . 

3. Der Satz 1. lässt sich folgendermassen verallgemeinern (Franke, Grellen J., Bd. 61, 1862). 
Eine Unterdetenninante w-ten Grades des adjungirten Systems der p' ist das Produkt aus der 

Potenz A'l~^ in den C'oefficienten , welchen die entsprechende Unterdeterminarite der p in der 

Detenninante 2'=ti>n . . .pua hat: 

2 ± p. I) . . . =^ A"^"^ • F , 

WO V z=. f2 ^ pip,^,Pxo .... der ('oefficient ist, welchen die Unterdeterminante F= ^ ^PfrPg„ ... 
in 2 ^ pu . . li^^ hat. 

Zusatz (1). Hierin sind, wie oben (HI, 5.) X=^V^^^ A, ^—y^\ ferner /*.//... y, /.. . 

und r, .s\ . . . ^, (x, . . . beliebige Permutationen von 1.2.... n. Vertauscht man hierin p mit p\ so 

hat man ebenfalls m mit n m, d. h. l mit t^ — fi 1= r^ ' J zu vertauschen. Für m = l, 

also ^ = PI und p = a, y = a' erhält man den Satz 1. wieder. 

Zusatz (2). Setzt man m^ij, so erhält man (Fmnlce, S. 355): 

-S" ±7>,, . . . y; = ^•*^ und JS'zt li . . . . !>„„ — J^, 

-'II -'im n •* 1 1 -*,««." ^4 ' 

also durch Multiplikation ((Mnehf/): 

-^ 1 1 -*■ « « ^ -^ 1 1 -'im /» 



V. Hauptstück. 

Besondere Arten von Determinanten. 

A. SynimetriHclie Determinanten. 

Vorbemerkung (1). Die hier betrachtete Symmetrie ist im geometrischen, nicht im 
algebraischen Sinne zu verstehen. Eine Determinante kann in ersterem Sinne symmetrisch 
sein, wenn ihre Elemente so beschaffen sind, dass sie sich, in Quadratform geschrieben, durch 
Spiegelung an der Hauptdiagonale oder auch am Mittelpunkte darstellen lassen. Sie ist aber 
keine symmetrische Funktion der Elemente. 

Vorbemerkung (2). Die erstere. die diagonale Symmetrie, ist durch die Gleichung 
bestiimnt: aa = af,i, und wird gewöhnlich unter Symmetrie einfachhin verstanden. Die letztere, 
die centrale Symmetrie, besteht darin, dass jene Elemente einander gleich sind, welche auf 
demselben Durchmesser und gleich weit vom Mittelpunkte entfernt liegen. Scott (p. 68) zeigt, dass 
jede central symmetrische Determinante» in das Produkt zweier Determinanten zerlegbar ist. 

Vorbemerkung (8). Die diagonale Symmetrie wird noch verstärkt, wenn überhaupt alle 
Isobaren (parallel zur Nebendiagonale liegenden) Elemente einander gleich sind. Die algebraische 
Bedingung für diese Symmetrie ist: 

fi,k— ^it.n, (für / + Ic -- l -h in). 
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Solche Determinanten sind von Hankel (Göttingen 1861) orthosymmetrisch genannt 
worden. Da man dieselben durch Vertauschung der Zeilen so umformen kann, dass die der 
Hauptdiagonale parallelen Reihen aus gleichen Gliedern bestehen, so unterscheidet man sie in 
positiv oder negativ orthosymmetrische Determinanten, je nachdem die massgebende Diagonale 
das Zeichen + oder — hat. Vergl. Grüntlier in Grunert's Archiv (Bd. 56, S. 281), wo sich eine 
Anwendung dieser Determinanten auf das Garns sehe Schachbrett-Problem (von den acht Königinnen) 
findet, ebenso GlaisJier im Phil. Mag. (1874, p. 457). 

1. Aus der Definition: a,* = afc, der (diagonal) symmetrischen Determinanten ergibt sich 
unmittelbar (nach der Bezeichnung von HI, 2.) 

Zusatz (1). Insbesondere ist (Jacobi): 

1 dÄn 
a., ^ a z=^ — - — . 

'* *' 2 daiu 

Zusatz (2). lieber lineare Beziehungen zwischen den Unterdeterminanten symmetrischer 
Determinanten vergl. Kronecker (Berlin. Monatsber., 1882). 

2. Aus dem Multiplikationstheorem (11, 6.) folgt, dass das Quadrat (und folglich auch 
jede gerade Potenz) einer Determinante eine symmetrische Determinante ist. 

Zusatz. Andererseits ist jede Potenz einer symmetrischen Determinante wieder eine 
symmetrische Determinante {Sediger, ScIdämücJis Zeitschr.. Bd. 20, S. 468). 

3. Die Anzahl der verschiedenen Glieder in der Entwickeln ng einer symmetrischen 
Determinante nten Grades ist (f{n)<cn(n) und wird erhalten (Cayley) 

(a) als Coefficient von — r in der Entvvickelung 



e' * 



:l/l-^^ = ^^y(r). 



(b) oder einfacher aus der Rekursionsformel, worin y(0) = y{l) = i. y(2) — 2 ist: 

f/(w) = u<f{n \) -T, (« 1) (w - 2)y(« 3). 

Zusatz. Die Anzahl der verschiedenen Glieder in symmetrischen Determinanten von den 
Ordnungen 1, 2, 3, 4, 5, 6, . . . ist also bezüglich 1, 2, 5, 17, 73, 388. . . . 

4. Eine besondere Art syimnetrischer Determinanten sind jene, welche identisch ver- 
schwinden: Än = 2 ^ uu ... ««n = 0. Sie haben die besondere Eigenschaft, durch symmetrische 
Säumung in ein vollständiges Quadrat verwandelt zu werden: 

n -\- \ (»Oll nn ^ lO im 



wie man erkennt, wenn man die Identität \^. l^ö^ — -|- a'.,^ (aus IV, 2. (b), Zusatz) in die Catwhysche 
Formel n, 8. einsetzt. 

Zusatz. Solche identisch verschwindende Determinanten sind unter anderen jene 
symmetrischen Determinanten, deren Diagonalglieder a,. bezüglich der Summe der mit ihnen in 
einer Reihe (Zeile oder C'olumne) stehenden Elemente entgegengesetzt gleich sind (Borcliardt,- 
Berlin. Monatsber., 1859, S. 380 und (Mlcs J.. Bd. 57, S. 114). 

6. Eine andere besondere Art sind die orthosymmetrischen Detenninanten (s. oben 
Vorbem. (3)). Hmikel hat die folgende positiv orthosymmetrigche Determinante durch endliche 
Differenzen ihrer ersten Glieder dargestellt: 

29 
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Qq Öl 

öl «2 






Ön fln-fl 



«21 



«0 
^1 



^1 
^2 






^n ^« 



-h 1 



2n 



WO die Differenzen folgendermassen zu bilden sind: 



flu öl «2 03 ... 

^1 ^11 ^12 . • • 
^2 ^21 . • . 

^8 ... 

Zusatz. Diese Entwickelung ist besonders dann von Vortheil, wenn die Elemente der 
Determinante eine arithmetische Reihe bilden, die höheren Differenzen also verschwinden. 

6. Die folgende negativ orthosymmetrische Determinante wten Grades mit nur 
n Elementen, die cyclisch wiederkehren, lässt sich nach GlaisJier (vergl. Scott, p. 81) in ein 
Produkt aus n Paktoren zerlegen: 



A,= 



a, 



«i ... «« 



(In 0.\ . . . Ün — \ 



sJ 3 " • • 1 



= ^'(Wi) y(«n), 



WO y(to)) = tti -t- Ojjft) + ... + «n«"~* und Wi . . . to)„ die Wurzeln der Gleichung w" = 1 sind. 

Zusatz. Eine derartige Determinante 2wten Grades lässt sich inmier als Determinante 
nten Grades darstellen, weil jeder Wurzel Wr eine Wurzel - «r in der Gleichung w^" = 1 entspricht, 
so dass man hat: 



B. Halbsymmetrische Determinanten. 

Vorbemerkung. Die halbsynmietrischen Determinanten scheinen zuerst von Jac(M 
(Crdles J., Bd. 2, 1827, S. 354 und Bd. 29, 1845, S. 236) bei Gelegenheit des iy^vf sehen Integrations- 
problems untersucht worden zu sein. Als eigene Klasse wurden sie von Gayley (OreUes J., Bd. 38, 
S. 93) behandelt unter dem Namen „schief-symmetrische" Determinanten. 

7. Die Definition der halbsymmetrischen Determinanten besteht in den Formeln: 

«•A = — a*i, ö„ = 0, 
woraus sich unmittelbar, nach der früheren Bezeichnung, ergibt (Jacobi): 

(a) Pyd = ( - \)'^ydr^ wenn m der Grad von P ist; 

\ d A 

(b) a.j^ = — a\. = - ^— ^; a.. — 0; wenn n gerade; 

^ V Cl ik 

d A 
a'., = + «1 ; ^ — ^ = 0; A =0; wenn w ungerade. 

8. Man hat also für ungerade n immer An = 0, für gerade w hingegen ist An ein 
vollständiges Quadrat (Cayley): 

VAn=^^ai„Vaao. (n gerade); 

d^ A 
darin geht a von 2 bis n und anc^^x — r— ist der Coefficient von auOik in der Determinante 

An=^ 2 :iz du ... a„„. Ueberdies muss das Zeichen der Wurzel so bestimmt werden, dass 

Vau- Vcc7k= + aik. 

Zusatz. Ist n ungerade, ^ befolgen die Unterdeterminanten a].^. das Gesetz der so eben 
erwähnten «,* (vergl. IV, 2.). 
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9. Wie VAny so kann auch jedes Glied Va^ obiger Reihe wieder in eine Reihe entwickelt 

werden, so dass VA^ aus l'3-5...(n — 1) Gliedern besteht. Jedes derselben ist ein Produkt 

1 
aus -n Elementen, unter deren Stellenzeigern nie zwei gleiche vorkommen. Das Anfangsglied 

heisst «12084 . . . an-i,n. (Jacdbi), 

Zusatz (1). Cayley bezeichnet die genannte Reihe mit dem Symbol: 

VjTn = db (1, 2, . . . w), (n gerade), 
Vä^a= (— l)**!*^, 3. ... er - 1, (T + 1, . . . n) = ((X + 1, ... w, 2, ... (X - 1), 

und nennt sie (Greuel J., Bd. 38, S. 94) Jacobi^Qhe Punktion, oder auch (Grellen J., Bd. 50. S. 300) 
PfafT^ohe Punktion. 

Zusatz (2). Sie ist eine alternirende Punktion mit der Rekursionsformel: 

(1. 2, . . . n) =r ai2(3 . . . w) + ... + au(Ä; + 1, . . . w, 2, . . . A - 1) + ... + ai„(2, . . . n— 1); 

und der Coefficient von cuk in (1, 2. . . . n) ist: 

a(l . ..n) ^^ l)«-+-> (i + 1, . . . w, 1, . . . *— 1), (ohne * und h). 

Zusatz (3). Gayley (GreUes J., Bd. 38, 1848, Math. Papers, I, p. 412) hat die Zerlegung 
An = (1, 2, . . . n)^ dahin erweitert, dass er aus deni allgemeinen Elemente a,* eine halbsymmetrische 
Determinante bildet, in welcher: 

i = a, 2, 3, . . . n, und k = ß, 2, 3, . . . n. 

Dieselbe ist dann gleich {n gerade): 

An= (a, 2, 3 n) iß, 2, 3. . . . n) 

und geht für a = /? = 1 in die obige quadratische Porm über. 

10. Das Quadrat jeder Determinante An, in welcher also die Elemente keiner Bedingung 
unterliegen, aber n gerade ist. kann in eine halbsymmetrische Determinante umgeformt werden 
(Gayley und Brioschi): 

1 2 * * * * 



A' = 



hl 



wo I ttri a,2 1 = (öri a,2 — ar2«-i) elue Determinante zweiten Grades ist, u. s. w. * 

Zusatz. Also kann jede Determinante als Jakobi'sche Punktion (1. 2, . . . w) dar- 
gestellt werden. 



C. Schiefe Determinanten. 



V 



Vorbemerkung. Die schiefen Determinanten unterscheiden sich von den halb- 
symmetrischen nur dadurch, dass die Glieder der Hauptdiagonale a,,^0 nicht Null sind. Die- 
selben wurden von Gayley behandelt in GreUes J. (Bde. 32, 38 und 50; Math. Papers. I. pp. 332 
und 410, n. p. 202) und als „gauches", „skew" bezeichnet. 

11. Wird eine schiefe Determinante An nach den Gliedern der Hauptdiagonale entwickelt 
(vergl. oben HI, 4.): 

An = D + 2a/fJ)/ + ^UffUggD/g + . . . + «11 «22 . . . ann> 

so sind die Coefficienten D halbsymmetrisch, sind also gleich Null, oder vollständige Quadrate 

Qik . . . 

T) = a,, ... = (l, k, . . y. 
je nachdem ihr Grad ungerade oder gerade ist. 

29* 
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Zusatz (1). Sind in der schiefen Determinante A» alle Diagonalglieder = -er, so geht obige 
Entwickelung über in (vergl. III, 4., Zusatz): 

wo 2D^ sich über alle rM Combinationen von je m Zahlen der Reihe 1, 2, . . . n erstreckt. 

Zusatz (2). Cayley (a. a. 0.) zeigt an einer schiefen Determinante 4ten Grades, wie sich 
die obige Entwickelung gestaltet, wenn man die Determinante mit einer neuen Zeile und Columne 
„säumt"*, welche sich in dem neuen Diagonalgliede (aß) schneiden. 

D. Verschiedene Detemiiuanteii. 

12. Determinanten, deren Elemente aus lauter Binomialcoefficienten bestehen, sind 
behandelt worden von (rünther (Schlömik/is Zeitschr., Bd. 24, S. 96) und von Zeipel (vergl. Scott, 
pp. 83 — 88), aber noch nicht in ein System gebracht. 

13. Determinanten, deren Elemente ct/a und a^ conjugirt complex, deren Diagonal- 
elemente «,, also reell sind, wurden kurz berührt von Hermite (Compt. Rend., t. 41, 1855, p. 181, 
und Grelles J.. Bd. 52. 1850, S. 40). Eine solche Determinante muss, da sie sich durch Vertauschung 

von zfc 1/ - 1 nicht ändert, reell sein. 

Zusatz. An ersterer Stelle zeigt Hermite, dass die oben EI, 4. Zusatz (2) erwähnte 
Gleichung f(z) = auch dann noch lauter reelle Wurzeln hat, wenn fiik und a*, nicht gleich, 
sondern conjugirt complex sind. 

14. Ueber Kettenbruchdeterminanten s. Theorie d. Kettenbiüche (11, 3.) und über 
Punktionaldeterminanten s. Theorie d. Funktionen (V). 



•• 



X. ^bsclinitt. 



Theorie der Invarianten. 



(Gordans Vorles., Salmon's Lessons, Bnino- Walter, Clehsch) 



Vorbemerkung (1). Die folgende Theorie beschränkt sich auf ganze homogene (ein- oder 
mehrfach) binäre Fonnen. Diejenige der ternären Formen ist noch nicht zu einem Systeme 
ausgebildet. Ihre Grundlage wurde gelegt von Gauss in seinen Disquis. Arithm. (1801, art. 266—308), 
der nur quadratische Formen betrachtete, aber bei einer anderen Gelegenheit auf den Gegenstand 
zurückzukommen versprach, ferner von Seeber (Freiburg 1831, vergl. Götting. Anzeigen 1831, Juli 9), 
von Eisenstein (Crelk^s J., Bd. 28 und 41) und namentlich von Aronhold in Crelk's Journal (Bd. 39) 
und CayJey in seinem dritten Memoir (Math. Papers, 11, pp. 322—332). Zerstreute Andeutungen über 
ternäre Formen finden sich in Salmon- Fiedler s Vorlesungen (S. 108, 113, 132. 169, 208, 224), 
ferner eine Abhandlung über ternäre Formen vierten Grades von JoidHrt S. J. in den Comptes 
Rendus (t. 56, 1863) und eine ausführlichere Darstellung von Fmsyth im American Journal of 
xMath. (1889). 

Vorbemerkung (2). Die Untersuchungen von Lagrange (Berlin. M6m., 1770—75) und Gauss 
(Disquis. Arithm., sectio 5) beschränken sich auf eine Eigenschaft der binären Fonnen, die einen 
engeren Begriff hat als die Invarianteneigenschaft, nämlich die Aequivalenz (vergl. oben 
Theorie d. Zahlen, I, C). 

Vorbemerkung (3). Die Invarianteneigenschaft der Diskriminante war schon Lagrange 
(Berlin. M6m., 1770—73), Gauss (Disquis. Arithm., 1801, sectio 5) und Boote (Cambr. Math. J., 
vol. 2. 1841) bekannt. Cayley (Cambr. Math. J., 1845 und Grelles J., 1846, Bd. 30; Math. Papers. 
I, p. 80 und 95) entdeckte diese Eigenschaft auch in anderen Formen, die von ihm (a. a. 0.) 
anfänglich Hyperdeterminanten und später von Sylvester (Phil. Mag., 1851, 11, p. 396) Invarianten 
genannt wurden. Die Grundlage der Theorie ist enthalten in Cayley s zehn „Memoirs upon 
Quantics" in den Phil. Trans. (1854 bis 1878; abgedruckt in den Math. Papers, 11 etc.) und in 
Sylvesters Arbeiten im Phil. Mag. und Cambr. and D. Math. J. (1851—54). An der Ausbildung 
haben sich bisher hauptsächlich betheiligt Aronhold, Hermite, Briosehi, Clehseh und Gordan, Die 
Literatur aus den Zeitschriften findet sich zusammengestellt bei Bruno-Walter am Schluss. 

Vorbemerkung (4). Die Ausdillcke Invarianten und Invarianteneigenschaft sind im 
allgemeinen so zu verstehen, dass auch die Covarianten in denselben einbegriffen sind, so dass 
letztere nur einen speciellen Fall der ersteren bilden. Eine Erklärung vieler neugebildeter 
Benennungen geben Sylvester in seinem Glossarium (Phil. Trans., 1853, p. 543) und Cayky in seinem 
4. Memoir (Phil. Trans., 1858). 

Vorbemerkung (5). Die symbolische Bezeichnung bildet in den Werken von Clehseh und 
Gordan die Grundlage, während sie bei Salmon und Bruno in den letzten Abschnitten erklärt wird. 
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I. Haiiptstück. 

Symbolische Darstellungen. 

1. Jede binäre Ponn mter Ordnung kann mit Beifügung der binomischen Coefficienten in 
der Form geschrieben werden 

i' ^l^f^\ m — r r 

/ = -( J«r^l ^2' 

wofür Cayhy in seinen Memoirs die symbolische Bezeichnung einführt (s. CreUes J., Bd. 50; 
Math. Papers, ü, p. 185): 

f= K. «1 • • •) (^1» ^)"* = (-^P ^2)" 

mit Hinzufügung einer Pfeilspitze, falls die Binoraialcoefficienten fehlen, während AronMd (Crelle's J., 

Bd. 39 und 55) und Clehsch (Binäre Formen, und Grelles^ J., Bd. 59) setzen a^ = aj"~'"a.^ und folglich 

Zusatz (1). Die häutig vorkommende Determinante der symbolischen Coefficienten 
ayb'2 a-ihy wird nach Clebsch abgekürzt durch den sogenannten Klammerfaktor bezeichnet 
(ah)=i - (ifl). Man hat dann z. B. die unsymbolische Entwickelung der Potenz: 



(ahf = M~^y{lp^arh,_.. 



Zusatz (2). Um Zweideutigkeiten bei der Multiplikation zu vermeiden, hat man das Symbolen- 
paar ttj, «2 ^^ verschiedenen Faktoren durch verschiedene Buchstaben ^1,^2^ ^1*^2; • • auszudrücken, 
dieselben aber dann als gleichwerthig zu betrachten, so dass z. B. oT ^^IT =: c] z=: . . . . Allgemein 

braucht man zur symbolischen Darstellung einer Fonn so viele Symbolenpaare, als der Grad der 
Form in den Coefficienten beträgt. 

Zusatz (3). Da nach dem Satze über homogene Funktionen 

80 sind die symbolischen Coefficienten «,. a^ proportional den Symbolen y^, ^ — , und folglich ist 
auch der Klammerfaktor (ah) proportional dem Operationszeichen 

dessen sich Cayley vorzüglich bedient hat. Vergleiche unten den Omega-Process (IV. B,) und 
Salmon, Lessons (art. 162). 

2. Jede doppelt (oder mehrfach) binäre Form von den Dimensionen m und n in den 
Veränderlichen x. y und folglich mit (m + 1) (w + 1) Gliedern 

lässt sich durch ein symbolisches Produkt darstellen, wenn man den Coefficienten folgender- 
massen zerlegt 

[m\ [n\ m — x X n — k JL 

Dann wird nämlich 

t = (r, X, + r.,x.^ (s^ //, + ,v, //.,) = r^ s^ . 

SO dass die Form ebenso viele binomische Faktoren als homogene Paare von Veränderlichen hat. 



II. Lineare Substitutionen. Definition der Invarianten. 



231 



3. Aus der symbolischen Bezeichnug folgen mehrere Identitäten, welche zur Umformung 

dienlich sind: 

Ui h^ Ci 

(a) a:,(bc) + 6x(ca) + Cx{ah) =0^1^ c^ 

Üx Iz (*x 

a^hy — hxay = (ah)(xy), 



= 0, 



(b) 
(c) 

(d) 



2a^ \(ac){bc) = < (hc)' + V (ca)' - c\ {ah)\ 



2 7 2 



2 r2 



X ji X y X y ^ y X 



(e) . (ad){bc) + (bd)(ca) + (cd){ab) = 0, 

(f) 2(ac)(Jc){ad)(6d;) = (ad)^beY + (bd)^ca)^ — (cd)*(aby. 

Zusatz (1). Weitere Identitäten erhält man hieraus durch Substitutionen von der Form: 
^2 und — dl für x^ und x^ oder für y^ und ^2- u- s. w. 

Zusatz (2). Mit Hilfe der Identität (b) kann man jede ungerade Potenz eines Klammer- 
faktors von gleichwerthigen Elementen in einem symbolischen Produkte: 

in die nächst höhere gerade Potenz verwandeln, indem man z. B. setzt: 

a^by = - (ttx by + b^ Uy) + - (a^ by — bx Uy), 

wovon der erste Theil, als symmetrisch in den gleichwerthigen Elementen a, b aus dem alterniren- 

den Produkte herausfallen muss, so dass sich in einem solchen Produkte axby durch ^(ab)(xy) 
ersetzen lässt. 



IL Hauptstück. 

Lineare Substitutionen. Definition der Invarianten. 

Vorbemerkung. Nach dem Vorgange von Glebsch und Bruno sollen die Dimensionen 
der Formen in den Veränderlichen und Coefficienten bezüglich als Ordnung und Grad be- 
zeichnet werden. 



!• Geht die binäre Form mter Ordnung f^=^a^ durch eine lineare Substitution mit dem 

Modul J über in F=: A"\ d. h. gehen die Veränderlichen xx, xi über in die neuen t/i, t/2, so gehen 

umgekehrt die neuen Coefficienten A aus den früheren a hervor durch die inverse oder reciproke 
Substitution mit demselben Modul ^. in der die Horizontalreihen der Substitutionscoefficienten mit 
den Vertikalreihen vertauscht sind: 



X\ = hy\ + ^l2/2' ^1 = ?1«1 + ?2«2 = Ö-N 

•^2 == %iy\ + n-iy-i^ Ai = 7j\ai + fjiUi = «,p 



$2 ^2 



= ^. 



Zusatz (1). Durch Auflösung der zweiten Substitution erhält man: 

(Ix^ = h\ - -^2) + ^2-4i. 
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Die Grössen xx, x> und - «2, «1 haben also dieselben Substitutionen und heissen deshalb cogredient, 
hingegen haben xi, X2 und Äu ^2 die inverse Substitution, und heissen deshalb contragredient 
{Sylvester). Die Vertauschung von cogredienten Grössen zerstört die Invarianteneigenschaft einer 
Form nicht, weshalb man bei Untersuchung simultaner Systeme alle Covarianten durch Invarianten 
ersetzen und schliesslich wieder herstellen kann (Sylvester, American J. of Math., vol. 1, p. 66). 

Zusatz (2). Beispiele von contragredienten Grössen bilden die homogenen Punktcoordi- 
naten x, //, -?, p in Bezug auf die entsprechenden Plancoordinaten u. v, w, r, ebenso die Veränder- 
lichen xi. xo und die Symbole z — , j— . Umgekehrt sind xi, xo cogredient mit 3—. — . — , so dass 

vX\ V X'i ^ X-i c)X\ 

man xi, x_> und xj, - X| als contragrediente Grössen betrachten kann (Salmon, Lessons. art. 130 
und 140). 

Zusatz (3). Eine blosse Vertauschung von xi und x^ hat den Substitutionsmodul yf = - 1, 
d. h.: Formen ungeraden Charakters ändern bei einer solchen Vertauschung nur ihr Vorzeichen 
(vei-gl. in. 1.). 

Zusatz (4). Im Falle eine Form vielfach binär ist mit den homogenen Veränderlichen 
x^. X-.,: X-,, x^; u. s. w., so hätte man letztere mit den neuen Veränderlichen y^, y^\ y\, y,^\ u. s. \v. 

durch ein und dieselbe Substitution ($17) zu verbinden. 

2. Eine Invariante einer Grundfonn ist eine solche ganze rationale Funktion ihrer 
Coefficienten, welche sich bei einer linearen Transformation der Grundform nur um eine 
Potenz des Substitutionsmoduls ändert. 

Zusatz (1). Ist nämlich nach den Formeln in 1. 

^4, =^ «iSi + a.2?2. Bx = 6|Si + h^t'i. C\ =^ etc.. 
A2 =^ «ijyi 4- a^>rj2. B2 ^=h\fji + botjy, C> =r etc., 

so hat man nach dem Multiplikationstheorem der Determftianten (ÄB)^=^ J(ah) und allgemein 

[AB)^ (ACy (BCy^ . . . = ^^^-hv + t'-^ ... (ahy (ar;)» {bc^ 

d. h. das Produkt von beliebig vielen Klammerfaktoren der Coefficienten einer binären Form 

/*— a"* = /-/"*=: c"* = ... ändert sich bei einer linearen Transformation dieser Form nur um eine 

Potenz des Moduls. Eine Summe solcher symbolischer Produkte stellt aber nach Clebsctis 
Fundamentalsatz (IQ, 2.) die allgemeine Form einer Invariante dar. 

Zusatz (2). Der Exponent /, = i^-\-y + Q-^... des Moduls J heisst nach HermUe der Index 
der Invariante und ist immer gleich ihrem Gewichte, d. h. der Indexsumme der unsymbolischen 
Coefficienten in jedem ihrer Glieder. Eine reine Constante heisst nach Clehsch (§ 5) evidente 
Invariante und eine Invariante mit dem Index Null heisst absolut. 

Zusatz (3). Obige Definition der Invarianten ist eindeutig, d. h wenn irgend eine 
ganze rationale und homogene Funktion der Coefficienten einer Grundform sich bei linearer 
Transformation nur um einen Faktor ändert, der von den Substitutionscoefficienten abhängt, so 
ist dieser Faktor eine Potenz des Substitutionsmoduls und die Funktion eine Invariante. Aendert 
sich also ein Quotient zweier solcher Formen gar nicht, so sind Zähler und Nenner Invarianten. 

Zusatz (4). Beziehen sich die Coefficienten a, h, < . . . . auf verschiedene Formen 

SO heisst die Invariante simultan, wie z. B. die Resultante zweier Funktionen. 

Zusatz (5). Analog den Bezeichnungen in I hat man für die unsymbolischen Coefficienten 
der transformirten Form 

t t m — r t r in — r r 

^ =: .4 , A ., = « . a . 

r 1 2 - »/ 

3. Eine Covariante einer Grundform ist eine solche ganze rationale Funktion ihrer 
Coefficienten und Veränderlichen, welche sich bei einer linearen Transformation der Grund- 
form nur um eine Potenz des Substitutionsmoduls ändeit. 
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Zusatz (1). Ist nämlich nach den Formeln in 1. 

SO erhält man Ay = a^ und folglich allgemein 

{ABY (ACy [BCy.. . ^;-B;C* ...= ^'*-^^ + t^+ • {ahY (acy (U)^ . . . aX< • • • 

Eine Summe solcher Produkte stellt aber nach ClebscJis Fundamentalsatz (HI, 2,) die allgemeine 
Form einer Covariante dar. 

Zusatz (2). Der Exponent 1 = fi + p + q + ... des Moduls J heisst nach Hermite der 
Index der Covariante. Er ist aber nicht gleich der Indexsumme der unsymbolischen Coefficienten, 
wie bei Invarianten, denn diese Summe wächst von Glied zu Glied in einer arithmetischen Reihe 
(Bruno -Walter, S. 146). Betrachtet man aber nach Caylcy (Phil. Trans., vol. 146, p. 105) und Salmon 
(Lessons, art. 146) als Gewicht der Covariante die Indexsumme der Coefficienten, vermehrt um 
den Exponenten von xi in dem betreffenden Gliede, mit anderen Worten, gibt man den Veränder- 
lichen xi , X2 bezüglich die Gewichte 1 und 0, so ist das Gewicht der Covariante in allen Gliedern 
dasselbe und also gleich demjenigen des Absolutgliedes. Die Determinante (xy) heisst nach 
Clebsch (§ 9) identische Covariante, weil sie von den Coefficienten unabhängig, also für alle 
Formen dieselbe ist. 

Zusatz (3). Besteht die Invarianteneigenschaft für eine nicht homogene Funktion, so 
besteht sie auch für die einzelnen homogenen Theile verschiedener Dimension dieser Funktion. 

Zusatz (4). Beziehen sich die Coefficienten a, 6, c, . . . auf verschiedene Formen: 

so heisst die Covariante simultan, wie z. B. die Funktionaldeterminante mehrerer Funktionen. 

Zusatz (5). Sylvester bezeichnet Invarianten und Covarianten auch als Concomitanten, 
und bezeichnet diese Benennung als „nomen generalissimum" aller invarianten Formen. (Phil. 
Trans., 1853). Er nennt eine Covariante Contravariante, wenn die lineare Substitution als 
reciproke Substitution einer anderen betrachtet wird, d. h. wenn ihre Invarianteneigenschaft sich 
auf contragradiente Grössen bezieht. Funktionen von zwei Reihen von Veränderlichen, welche die 
Invarianteneigenschaft bezüglich für die direkte und inverse Substitution haben, nennt er (C. and 
D. Math. J., vol. 7) gemischte Concomitanten, während ArmiMd den Ausdruck Zwischen- 
formen gebraucht und Salmon die Benennung Divarianten vorschlägt. 

4. Geometrische Deutung der linearen Substitutionen. 

(a) Betrachtet man den Quotienten Xx'.xi als Theilungsverhältniss eines geometrischen 
Elementes (Punkt, Strahl, Ebene) in Bezug auf zwei Fundamentalelemente, so bedeutet die lineare 
Substitution: 

X[^ = X^ ^2 - ^2-^1 — (^^)^ 

bei unverändertem System eine Verschiebung der Fundamentalelemente [Cayley, 6^ Mem.; Math. 
Papers, n, p. 561, und Clebsch, Binäre Formen). 

Zusatz (1). Ordnet man also einer binären Form ein System von geometrischen Elementen 
zu, so drücken alle ihre Invarianten und Covarianten, gleich Null gesetzt, Beziehungen zwischen 
den Elementen aus, welche bei der Verschiebung der Fundamentalelemente unverändert bleiben, 
und überdies sämmtlichen projekti vischen Gebilden gemeinschaftlich sind. 

Zusatz (2). Cayley und Salmon (Lesson 12) raachen besonders auf die Invarianten und 
Covarianten ternärer und quaternärer Formen aufmerksam, indem durch das Verschwinden der- 
selben Eigenschaften von Kurven und Flächen ausgedrückt werden, welche von der Wahl des 
Coordinatensystems unabhängig sind. 
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(b) Betrachtet man die Wurzeln einer Form als Punkte auf der Gauss sehen Zahlenebene 
und projicirt dieselben stereographisch auf eine Kugelfläche, so stellen die binären linearen Sub- 
stitutionen Drehungen des Punktsystems auf der Kugelfläche dar (Klein, Vorlesungen). Es stellt 
sich dann die Invarianteneigenschaft einer Form dar als die Erhaltung des Wurzelsystems gegen- 
über allen Rotationen. 

(c) Durch die symbolische Bezeichnung von Clebsch wurde Sylvester (American J. of Math., 
vol. 1. p. 64) auf die chemisch-graphische Darstellung der Invarianten geführt. Er vergleicht 
die Ordnung der Form mit der Aequivalenz des Atoms und die einfachen oder simultanen 
Invarianten mit gesättigten Systemen bezüglich derselben oder verschiedener Atome, und gibt auf 
einer Tafel 45 Bilder von Invarianten. 

Zusatz. Danach wären also //, 0, u. s. w. die T^T)en von binären Fonnen a^, al, u. s. w. 



ni. Hauptstilck. 

Fimdamentaleigenschaften und Differentialgleichungen. 

1. Nach n sind die Invarianten und Covarianten ganze, rationale, homogene und 
Isobare Funktionen, entweder der Coefficienten allein im Falle der Invarianten, oder der 
Coefficienten und Veränderlichen im Falle der Covarianten. 

Zusatz (1). Eine Form ist von geradem oder ungeradem Charakter, je nachdem ihr 
Index (Exponent des Substitutionsmoduls) eine gerade oder ungerade Zahl ist. Ungerade Formen 
werden oft auch als schief (gauche, skew) bezeichnet. 

Zusatz (2). Jede ungerade Form gleichwerthiger Elemente ist, symbolisch geschrieben, 
scheinbar alternirend und muss deshalb identisch verschwinden, weil eine Vertauschung gleich- 
werthiger Elemente keinen Zeichenwechsel hervorbringen darf. Umgekehrt darf man aber aus 
dem scheinbaren Verschwinden symbolisch geschriebener Formen nicht auf das wirkliche 
Verschwinden schliessen. 

2. Clebsch^s Fundamentalsatz. Jede In- oder Covariante einer Form oder eines 
simultanen Systems von (einfach oder mehrfach) binären Formen lässt sich stets durch geeignete 
Substitutionen als eine Summe symbolischer Produkte der Faktoren (ab)..., a^... darstellen 
(Grelles J., Bd. 59). 

Zusatz (1). Die Ordnung einer Covariante ist also gleich der Anzahl der Faktoren a«, 
der Grad ist immer gleich der Anzahl Symbolenpaare und der Index gleich der Anzahl Klammer- 
faktoren. Ueber das Gewicht s. 3. 

Zusatz (2). Jordan (Liouvilles J., 1876) theilt die Summe symbolischer Produkte einer 
jeden Covariante in drei Gruppen P + Q + E je nach dem Grade in den Coefficienten. 

3. Ist m die Ordnung der Form /*=i a^ und g der Grad einer Invariante in den Coefficienten 

1 
von f, so ist 21=^ mg. also das Gewicht der Invariante gleich X=:-mg Ist also m ungerade, 

so ist g gerade (vergl. oben n, 2. Zusatz (2)). 

Ist ebenso eine Covariante derselben Form /'=«^ vom Grade g in den Coefficienten 
von /'. aber von der Ordnung h in den >feränderlichen , so ist 2?,=^ mg — h, also das Gewicht 

der Covariante gleich l + h = -{mg + h). Ist tu gerade, so ist auch h gerade, und nur wenn 

m und // zugleich ungerade sind, kann h ungerade sein (vergl. 11, 3. Zusatz (2)). 
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Zusatz (1). Beide Sätze bleiben bestehen für simultane Systeme, wenn man 2mg 
statt mg setzt. 

Zusatz (2). Aus den beiden Formeln für den Index l folgt, dass man die algebraische 
Form (ohne die Zahlencoefficienten) jeder In- oder Covariante von gegebenem Grade g und 

gegebener Ordnung h einer Grundform oT sofort hinschreiben kann, indem man die Zeiger der 

g Coefficienten a und die Exponenten von oc^ auf alle möglichen Arten so vertheilt, dass ihre 

Summe gleich dem entsprechenden Gewichte ist. Das Gewicht des ersten Coefficienten (von x\) 

ist also -z(rng-~h) und das des letzten (von x\) gleich r^img + A). Die Zahlencoefficienten werden 

nachträglich durch die Differentialgleichungen bestimmt (s. unten 10. und 11.). 

Zusatz (3). Genügt eine Funktion der Coefficienten allen Invariantenbedingungen ausser 
derjenigen für das Gewicht A, so heisst sie Halbinvariante (Semiinvariant, P^ninvariant). 

4. Jede In- oder Covariante einer Form f ist eine symmetrische Funktion der Wurzeln 
der Gleichung f=Q. Sie ist ferner eine symmetrische simultane In- oder Covariante der linearen 
Faktoren des Gleichungspolynoms, und umgekehrt ist jede solche simultane In- oder Covariante 
dieser linearen Faktoren zugleich auch In- oder Covariante von f. Weiter ist jede symmetrische 
Funktion der Wurzeldifferenzen einer gegebenen Form, in welcher alle Wurzeln gleich oft vor- 
kommen, eine Invariante der gegebenen Form [Bruno -Walter, § 11). 

5. Jede Invariante hat in Bezug auf die algebraischen und Zahlen-Coefficienten folgende 
Eigenschaften (Bruno -Walter , §10): 

(a) Sie ist in Bezug auf sämmtliche gleich weit vom Ende abstehende Coefficienten der 
Grundform symmetrisch oder alternirend, je nachdem sie geraden oder ungeraden Charakter^ ist. 

(b) Die algebraische Summe ihrer Zahlencoefficienten verschwindet. 

Zusatz. Obige Symmetrie findet nur statt bei gleichzeitiger Vertauschung aller erwähnten 
Coefficienten. Die so in einander übergehenden Glieder heissen conjugirt. 

6. Reciprocitätssatz von Hermite über die Anzahl von Invarianten und Covariante^. 
(C. and D. Math. J., vol. 9, 1854). Von den zwei Formen a", IT hat die erste ebenso viele Covarianten 
mten Grades (in den Coefficienten), als die zweite Covarianten wten Grades (in den Coefficienten) hat. 

Zusatz (1). Diese entsprechenden Covarianten mten und wten Grades sind nach den 
Veränderlichen von gleicher Ordnung. Ist also die Ordnung Null, so sind es Invarianten. 

Zusatz (2). Einem Systeme unabhängiger Covarianten der einen Form vom angegebenen 
Grade entspricht also auch ein solches der anderen Form. Die Anwendung auf Formen dritter und 
fünfter Ordnung findet man bei Bruno -Walter, §§ 12 und 23. 

Zusatz (3). Es haben also Formen gerader Ordnung nur eine einzige und Formen 
ungerader Ordnung keine quadratische Invariante. Jede Form mter Ordnung hat eine Reihe 
Covarianten zweiten Grades (von den Ordnungen 2m — 4, 2m — 8, . . .) und eine Reihe Invarianten 
vierten Grades. 

Zusatz (4). Der Uermite^ohe Satz stützt sich auf die Anzahl Isobarer Combinationen 
(s. Theorie d. Combinationen n, 3. (b)). Eine andere Fassung desselben gibt Sylvester (American J' 
of. Math., vol. 1). 

7. Die kanonischen- Formen wurden eingeführt von Hermite. Clebsch (§ 92) definirt 
dieselben als Formen von willkürlich gewählter Gestalt „bei welchen die Coefficienten vorher 
bestimmte rationale Funktionen von so vielen willkürlichen Parametern sind, als das Formensystem 
von einander unabhängige absolute Invarianten besitzt." Mehr speziell heisst eine binäre Form 
kanonisch, wenn die Zahl ihrer nicht numerischen Coefficienten auf ein Minimum gebracht ist. 

Zusatz. Durch lineare Substitutionen kann die Anzahl der ^allgemeinen Coefficienten 
höchstens um vier vermindert werden. 
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8. Sylvester (Phil. Mag., 1851, Nov., II, p. 393) hat gezeigt, dass eine Form von ungerader 
Ordnung (2m -1) immer eindeutig darstellbar ist durch eine Summe von m Potenzen derselben 
Ordnung: 

und nennt die Gleichung mter Ordnung, welcher die m Parameter a genügen müssen, Katalecticante. 
Sie hat immer w reelle verschiedene Wurzeln: 



K:^ 



^0 .... ö»w— I 1 

(c'i .... U tu CC 

Um . . . flom— 1 CC 



«N 



0. 



Zusatz. Heim (Dissert. Göttingen 1881, S. 8) macht darauf aufmerksam, dass die Wurzeln « 
dieser Gleichung zugleich die Abscissen sind, welche sich zur mechanischen Quadratur nach 
der verallgemeinerten Methode von Heim (Kugelfunkt., n, S. 20) am vortheilhaftesten eignen, dass 
also K der wte Näherungsnenner des von Heim angeführten Kettenbruches ist. 

9. Cayley (Grelles J., Bd. 54) hat gezeigt, dass eine Form gerader Ordnung 2m darstellbar 
ist durch eine Summe von m Potenzen derselben Ordnung 

öo ^'"" + ("^f ) (h •^'""* y + . . . = ?>! (^ + «1 yy^ + b2(x + «2 ?/)'"• + ... + fiT 

und eine* gewisse Covariante T von der Ordnung m und vom Grade 2m + 1 der Form 

(f> = (x + aiy) . . .(x + am y). 

deren Bestimmung die Auflösung einer Katalecticante {m + l)ter Ordnung erfordert, welche die 
merkwürdige Eigenschaft hat, dass alle ihre Coefficienten Invarianten sind (vergl/ Bruno -Walter, 
§ 15. no. 8; und Cayley s Papers, H, p. 522 — 523). 

10. Jede simultane Invariante J der Grundformen 



/^« /W?'\ m — r r m j n 



muss folgenden vier Differentialgleichungen genügen: 

J J (m /•) ar ^ — == }lJ, 2 ^ra r ^ — — U, 

a r 'dar a r ^ö r 

22{m r)ar^\^ — = 0. IlSrUr-x^ — = 0. 

aar a r ^«r 



a r 



Darin bezeichnet k das Gewicht der Invariante und das erste Summenzeichen mit dem 
Zeiger a bedeutet, dass man die Glieder über alle Formen a*", 6*» . . . zu summiren hat. Es fällt 
also fort, wenn die Invariante nicht simultan ist. 

Zusatz (1). Diese Gleichungen wurden aufgestellt von Cayley (Crelles J., Bd. 47, 1854; 
Phil. Trans., 1855; Math. Papers, n, pp. 164) und Sylvester (C. and D. Math. J., vol. 7) und neu 
begründet von AronJidd (Crelles J., Bd. 62), mit einer Modification von Grundelfinger (vergl. Salmonr 
Fiedler, S. 452). 

Zusatz (2). Dieses System von Differentialgleichungen ist insofern vollständig, als man 
durch Verbindung derselben keine neuen Differentialgleichungen bilden kann (Clebsch, § 80), und 
insofern charakteristisqh, als jede ganze homogene Funktion, welche denselben genügt, eine 
Invariante ist (Cayley, 2^ Mem., 1856). 
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Zusatz (3). Die Summen nach r lassen sich durch ein einziges Glied darstellen, 
entweder mittelst einer fingirten Veränderlichen f, indem man nach dem Vorgange von Serret 

(Alg. I, no. 202) den jedesmaligen Coefficienten von ^ — durch -^ darstellt, also die vier Differential- 
gleichiüigen schreibt 

2-^ = }.J oder =0; 

a OL, 

oder mit Hilfe der Evektanten (VI, 4. (2)), indem man den dort bestimmten Werth von ^— hier 

' da 

einsetzt (vergl. Gordan & Vorles., 11, S. 129): 

m^Chjh («i>) "» - ^ = , m2ai p^ (ap) "» - « = 0. 

a a 

Zusatz (4). Durch Addition der oberen zwei Differentialgleichungen in der ursprünglichen 
Gestalt erhält man die Formel in 3. wieder: 2A — m(/. 

IL Jede simultane Covariante J der Grundformen a^, b^, ... muss folgenden vier 

Differentialgleichungen genügen, die aus denen in 10. hervorgehen durch Hinzufügung der 
den Veränderlichen entsprechenden Glieder: 

22(m -r)ar^ ^u:^ ^ — = XJ, ^^rUr^ — ^^2 ^ — = XJ, 

22{m - r)ar^\ j. 2xx j— = 0, 22rar-x ^ -^^2 5— = 0. 

Cur T ^X-) n r ^«r x ^ X^ 



a r 



Darin bezeichnet X den Index der Covariante und das erste Summenzeichen mit dem 
Zeiger a ist wegzulassen, wenn sich die Covariante nur auf eine Form bezieht (vergl. Gordan, 
n, S. 125). 

Zusatz (1). Diese Differentialgleichungen sind wie diejenigen in 10. vollständig und 
charakteristisch (Caijley, 2** Mem. 1856 und Bnoschl, Annali 1858). 

Zusatz (2). Durch Addition der oberen zwei Differentialgleichungen erhält man, unter 
Voraussetzung einer einzigen Grundform und Anwendung des J5M?er'schen Satzes über homogene 
Punktionen, die Formel in 3. wieder: '>X = mg h. 

12. In Bezug auf die Wurzeln «^ . . . «^^ einer Grundform /" = a'l genügt jede Invariante J 
vom Grade g den Differentialgleichungen (Brioschi, Annali, vol. b und Bruno -Walter, §§ 11, 16): 

r (yar r ^ C€ r r CUr 2 

und ebenso jede Covariante den folgenden: 

2 ^ h 'i'.y ^- = 0, Ja r X, ^ — = s, gj, 

r dar ^d^i r ' ^Kr '^^2 ^ 

WO «i + . . . + a„, = s^ ist und r von 1 bis m geht. 

Zusatz (1). In den letzten beiden Formeln darf man für J auch /* selbst setzen, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, füi- « die Wurzel von J. In diesen Fällen \nrd dann g—\. 

Zusatz (2). Bei Bruno -Walter (S. 179—181) findet sich die Untersuchung mehrerer aus 
Wurzel-Differenzen gebildeten Cov^rianten. 



13. Bestimmung der Coefficienten einer Covariante J einer gegebenen Form /"=a^. 
Setzt man 



=:-2"l 1 C^x^ x,^, r — Q.., .n, 
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in die Differentialgleichung ein (s. 11.): 



dj dj 



^rUr-i -z — = X, 



so erhält man nach der Methode der unbestimmten Coefficienten für die C die Gleichungen; worin 
r = 0, 1. . . . m — 1, 



O^^-Cr + l)a 



n6\ =: 2(m - r)ar.i. i 






da/ 



(n - 1)C2=^ 2(m r)«,.. i^, u. s. w. 

Zusatz (1). Der Coefficient (Halbinvariante) Co, aus welchem alle übrigen abgeleitet werden, 
heisst leitender Coefficient oder Quelle der Covariante (Roberts, Quart. Journ., Vol. 14). Zu 
seiner Bestinmiung setzt man erst eine allgemeine Punktion der Coefficienten a^, a^. . .a^ vom 
gegebenen Grade und Gewichte voraus und bestimmt dann die Zahlencoefficienten so, dass der 
ersten obiger Bedingungen genügt wird. Dies wird auf so viele Arten geschehen können, als es 
linear von einander unabhängige Covarianten von gegebenem Grade und Gewichte gibt (Bmno- 
Walter, S. 151 und 193). 

Zusatz (2). Dieselben Formeln geben auch die Coefficienten simultaner Covarianten, 
wenn man die Summe auch über die Coefficienten der anderen Grundformen ausdehnt 



IV. Hauptstück. 

Polaren- und Omegaprocess. 

A. Polarenprocess. 

Vorbemerkung. Die Invarianteneigenschaft dieses Processes wurde zuerst von Cayley 
bewiesen (Phil. Trans., Vol. 148). 

1. Die kte Polare einer einfachen Form f=o!^. genommen nach j; in Bezug auf y, ist 
definirt durch die Formel: 

j f =1 f j,^:^ a a . 

y ' ' y X y 

Zusatz (1). Der Name Polare ist dem analog gebildeten Ausdrucke der analytischen 
Geometrie Entlehnt. Die erstere Bezeichnung Jf findet sich bei Clebsch, die zweite fy bei Gordatu 

Zusatz (2). Die algebraische EntWickelung der Polaren nach ihren Coefficienten gibt: 






Zusatz (3). Wird x=ij. so ist der Process identisch, bewirkt also keine Aenderung. 

■ 

2. Die Berechnung der kten Polaren einfacher Formen kann auf dreierlei Weisen 
geschehen (vergl. Gordan, n, § 2); 



• • 
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(a) Durch den binomischen Lehrsatz. Ersetzt »man nämlich in f überall x^ durch 
Xi -t- Ayi, x^ durch x^ + ^y^ und entwickelt die so entstehende Form: 

80 ist die Ate Polare von f=(i^ der Paktor von I i.l'l • 

(b) Durch Differentiation. 

(c) Durch lineare Substitution. Transformirt man nämlich a" durch die Substitution 

von n, 1. in A"^ , so ist in dieser transformii'ten Form der Coefficient von 2/7 ^^2' uämlich (ver- 
gleiche n, 2. (5)): 

A A^ — ^ A^ »" — k k 

A^ = A^ A.^ = a^ a 



m 

X 



die Ate Polare von a"*, wenn man in demselben die Substitutionscoefficienten 5, ^ durch x, y ersetzt. 



3. Eigenschaften der Polaren: 

(a) Die Polare einer Summe von Formen ist gleich der Summe der Polaren dieser Formen. 
Ein constanter Faktor bleibt also bei der Polarenbildung unverändert. 

(b) Die {m + r)te Polare einer Form mter Ordnung ist gleich Null. 

(c) Die Ate Polare der /ten Polare ist gleich der (k + /)ten Polare. 



4. Die Ate Polare eines Produktes von Formen F = a^-h^ . . . =::p^ , genommen 
nach x in Bezug auf y, kann symbolisch definirt werden durch die Formel: 

TP ^ '"^-^ ... — A: k 

y'^ ^x ^y 

worin px die linearen Faktoren a^. ?>x, • • - ohne Unterschied vertritt. 

Zusatz. Bei der Entwickelung dieser Formel nach den Faktoren a^, ix • • • hat man alle 
möglichen Combinationen (ohne Wiederholung) der m + // + ... Elemente p^t zur Ä.ten Klasse 
durch die k ! Pennutationen der entsprechenden Elemente py zu ersetzen, und die Summe aller 

so gebildeten Glieder durch ihre Anzahl r'* """ ''., * '|/.! zu theilen (Gordan, n, S. 24), so dass 

obige symbolische Definition das arithmetisch^ Mittel aller möglichen Glieder darstellt. 

5, Berechnung der Aten Polare einer Produktform durch den binomischen Lehrsatz. 
Ersietzt man in i'^^^r^"^ überall x, durch x^ + i,y^ und r., durch x.^ + ly.^ und ent\vickelt die 
so entstehende Form: 

Ü, -i X m h n -^ . . . V / ^^ ~r '^ I • • • l -i * »M -+- 71 -»- . . . — k k 

>, + ^P^) =2[ ^ ^7 )/i^. p^. 

so ist die kte Polare von F der Faktor von /* ('" ^ ''^,~^ ' ' j. 

Zusatz. Ftilirt man die Entwickelung nach den Faktoren a, b, . . . aus 

\ X ^ yf y X ^ yf ^^ ^ \^J \V] ^ .V / .V 

und setzt fji + v -{- . . . = k, so ist die kte Polare'»von F der Faktor von P, getheilt durch die 

Anzahl seiner Glieder ("* "^ "»"^ ' j. Man hat nämlich für diese Anzahl (nach Theorie d. Com- 
binationen V, 5. (3): 



I' n 



H I \^'l \qJ \ 1^ 
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6. Entwickelung der ktert Polare nach Potenzen von {xy). Die folgende Methode 
für zwei Paktoren F— a^6" lässt sich auf beliebige Produktformen ausdehnen {Gordan, U, S. 27 
u. 32). Setzt man zur Abkürzung 

so ist die Ate Polare von F dargestellt durch (s. 5.) 

Nun hat die Differenz zweier benachbarten Glieder G^ Gu + i den Faktor (vergl. I, 3. (b) ) : 

(aj)y h^ay) — (ab)(xy)\ 

denselben hat folglich auch die Differenz zweier beliebigen Glieder, also 

F^, -G^=Ic^(G^^ G) = [ah)U{xy), 

Da sich nun jedes Glied der Reihe (ah)H wieder als Glied der (ä - l)ten Polare einer 
Form auffassen lässt, welche aus F durch einmalige Faltung (s. unten V) entstanden ist, so erhält 
man durch Wiederholung der obigen Formel die Differenz F k -G der Polaren und eines beliebigen 

iß " 

ihrer Glieder in eine Summe von Polaren entwickelt, die nach Potenzen von (xy) fort- 
schreitet. 

Zusatz. Specielle Fälle dieser Entwickelung s. in 11. (b) und unten V, 6. (c). 

7. Die gemischte Polare einer einfachen Form f=cr, genommen nach x in Bezug auf 
y, z, . . . mit den Ordnungen fi^, fi^, . . . ist definirt durch die Formel: 



♦ 
8. Berechnung der gemischten Polare durch den binomischen Lehrsatz. Ersetzt man Xi 

durch Xi -h Aiy. -f ^^i f . . ., so kommt, wenn wieder jUo + jUi + . . . = w ist: 

(dx + May + ^a, + ...)*» = 2" — I — |— ^ {a,y'o(Xxay)^i{/^a,Y^ . . . 



• • • 



Dann ist die oben definirte Polare der Faktor von 



[l() . jUj . . . . 

9. Gemischte Polaren von Produktformen. Ersetzt man in der Fonm 

X X -^ X 

wie oben Xi durch x, + Ixy, + l^Zi + . . . und ent\vickelt (Co + (Xi -t- o^ + . . . = m + n + . . .), 

(w + n + . . .) ! 
0*0 . Ci ! 0*2 • • • 



(i>. + ^.i>, + Kp> + • ■ .)"""-^ = ^ \, T^yli {Pr)H^^Py)HKP')'" ■■■' 



SO ist die Polare F „, „, . . der Faktor von 



(m + n + . . .) ! «^ o, 
a,\a,\:., ^' ^2 • • • 

Zusatz. ^Führt man die obige Ent\vickelung nach den Coefficienten a, h, . . . aus 

-- • • • -;rrr\ — ri-ri — • ■ ■ («-)•"• (^i«»)"- • • • (tx)'»(^.'>,)" • • • 

jt^o +/*!.+ •.• — w*» J^o + >'i -h • • ••= /^ . . . 
,«i'i + J^. •+... = <y.-. Co + (Ti + . . . = W + -W + . . . , 
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t 

dann ist die oben definirte Polare der Coefficient von Ä^' iü^ . . .. dividirt durch die Anzahl Glieder 

(m + w + . . .) ! 

(Sq\ C\\ (f^^- • ' ' 

10. Die zweifach binäre Ponn (vergl. I. 2.) 

j< m (rs) r s 
lässt sich als ein Glied der [n A)ten Polare der Form betrachten 

und folglich durch eine lineare Punktion der Polaren von /' eindeutig darstellen, die 
nach steigenden Potenzen von {xy) fortschreitet: 

Zusatz (1). Die Form F ist eine der einfachsten Covarianten einer zweifach binären 
Form und /* heisst ihre Elementarcovariante. Die Bezeichnung (rs)^- findet sich bei Gordan 
(11^ S. 80). Lässt man X von Null an wachsen, so erhält man eine Reihe von Elementarcovarianten, 
die sämmtlich durch Faltung aus dem Produkte r^,s^ entstehen. 

Zusatz (2). Für 1=^0 erhält man das Produkt r"*5" selbst entwickelt. Ein Produkt von 

drei Faktoren erhält man durch ^-malige Differentiation nach x und Ersetzung der Incremente 
durch (/: 

Zusatz (3). Ist F in Bezug auf x, y symmetrisch oder alternirend, so dass m = n ist, 
so fallen in obigen Formeln alle jene Glieder weg, welche bei Vertauschung dieser Grössen ihr 
Zeichen bezüglich ändern oder nicht ändern. 

Zusatz (4). Durch Umkehrung der Entwickelung für A — erhält man eindeutig: 

worin aber die Coefficienten C nur für ^ =: eine einfache Gestalt annehmen : 



"'=(■'»' er) CD ^r"n<^=«) 



Zusatz (5). Obige Formeln sind von Clehsch und Gordcin gleichzeitig entdeckt worden und 
geben den Fundamentalsatz der Formen mit zwei Reihen cogredienter Veränderlichen, dass sie 
nämlich simultane Covarianten ihrer Elementarcovarianten, d. h. von einfach binären 
Formen sind (s. Gordans, Vorles.. II, S. 86). 

Zusatz (6). Aus dem Polarenprocess lassen sich andere verwandte Operationen ableiten 
(s. Bruno 'Walter, § 15), z. B. der Provektantenprocess (Cayley. Phil. Trans., 1858; Math. Papers, 
n, p. 514), indem man in der Differentialformel (oben 2. (b)) bezüglich f/i, //2, durch «2, «i ersetzt: 

0X2 0X\ 

der auch in der folgenden Form invariant bleibt 



df df Y 

aj ^^ a-^ - — 

dx-i " dX\ 



B. Oniegaprocess. 



Vorbemerkung. Ersetzt man in der Differentialformel (oben 2. (b)) bezüglich y\, y> durch 
ihre cogredienten Symbole — , ^^ so erhält man den folgenden Omegaprocess. 

31 



919 
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11. Ist eine Form /' in Bezug auf zwei Paare von Veränderlichen a\ y, bezüglich von den 
Ordnungen m, u, so ist dieser Process definirt durch die Forinehi: 

d d 



S2fr= 



1 



5-Y* 



^2/' 



1 



m n \^ ^1 ^ y-i d x-i ci i/i / m u 






d 



(pf — 



1 



d'S2f' 



d'nf 



/'. 



d'' 



d'' 



f\ etc. 



Zusatz (1). Bei symbolischen Produkten führt der Omegaprocess auf den Faltungs- 
process (s. V): 

/> (a h =r (ah) a h 

k 

Zusatz (2). Nach Caylcys Bezeichnung ist S2'' äquivalent mit 12 . 

Zusatz (3). Dieser Process lässt sich auf vielfach homogene Formen ausdehnen. Ist 
z. B. /* homogen in den s Veränderlichen xi . . . x^. ebenso in den s Veränderlichen yx . . . y*, und 

• 

enthält die Form s solcher Reihen von Veränderlichen, so ist der Omegaprocess, abgesehen von 
einem gemeinschaftlichen Faktor, dargestellt durch die Formel: 



/2/- 



C X\ 

d 



• d 



X, 



? 



dz. 



f'—\2S...s (nach Cayley), 



12. Beziehungen zwischen Polaren- und Omegaprocess. Ist /' binär nach x von der 

mten Ordnung und nach y von der nten Ordnung, so dass man schreiben kann f^=ia^ — V, so 
hat man nach Clehsch: 

(a) Die Operationsvertauschung: 



nf,= 



n 



.'I.Jif. Sif.-^ 



m 



yfx^t. 



n + 1 — ' --- m + 1 

Zusatz. Ist also fy die Polare einer einfach binären Form, so dass ii/'rrrO, so ist auch 
S2fy — 0, d. h. jede Polare einer einfach binären Form genügt der Differentialgleichung /2 = 0. 

(b) Man hat ferner die Entwickelung nach Potenzen von (xy): 



f^^,jj + 



m 



m + 1 



,k~r 



i^!/) m\ 



= 2a^(xj,)\r~\r-'ii't\ (r = 0, . . . k). 

• 

Zusatz (1). Die zweite Formel geht aus der ersten durch wiederholte Anwendung hervor 
und geht für k— i in dieselbe über. 

Zusatz (2). Ist /*=0, so sind alle einzelnen Glieder Null, d. h. die Reihenentwickelung 
ist eindeutig. 

Zusatz (3). Ist m — n, so nimmt der Zeiger r nur gerade Wertlie an. 

.Zusatz (4). Für die Coeflicienten « gibt Cld^sch (§ 7) die Rekursionsformel: 

{m r + l)' * 



t-+- I k 

«;. — «^ -h 



{m -j- 1c 2r + 2) (m -h k 2r + 1) 
und für k = u die independente Darstellung (§ 8): 



a 



u 



m\ ln\ Im + w /• -|- 1 



mit einer Tafel von m — n — *1 bis m — 6 und n — 4. 
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Zusatz (5). Für k = n wird das Glied J^"' n''f von y unabhängig. Man kann sonach 

durch wiederholte Anwendung der Formel (b) jede mehrfach binäre Form /' (also auch jede solche 
Covariante) auf eine einfach binäre zu iUckf Uhren. 

13. Omegaprocess für Produktformen. Sind die Ordnungen von /' in Bezug auf x und y 
bezüglich m und w, die von y bezüglich ft »nd v, so ist 

wenn die letzten zwei Klammern, wie fiHher, Determinanten bezeichnen, deren Zeilen nach x\, x^ 
und t/i. Hl fortschreiten. 

Zusatz. Ist also /' nur von x und y nur von y abhängig, so dass n = fji = 0, so führt der 
Omegaprocess auf die Punktionaldeterminante: 



mvi2(f'if) 



[dx dyj' 



V. Hauptstück. 

Faltungs- und Ueberschiebungsprocess. 

Vorbemerkung (1). Dieser Process ist in ausgezeichnetem Sinne invariant, indem 
sich alle Invarianten und Covarianten einer Form durch Ueberschiebung bilden lassen [Cayley, 
4^ Mem.; Gordan, Math. Ann., Bd. 2; vergl. unten VUI, 1.). 

Vorbemerkung (2). Scdtnon (Lessons, art. 288) bezeichnet den Process als Transvektion 
und die durch ihn erzeugte Form als Transvektante, Jordan (Lionvilles J., 1876, p. 178) übersetzt 
„Ueberschiebung" mit „Compositioh", und gibt a. a. 0. einen vollständigen Abriss von Clebsclis 
„Binären Formen". 

1. Definition. Die Faltung bezieht sich immer auf symbolische Produkte und besteht 
darin, dass man das Produkt zweier linearen Faktoren a^-hjc durch den entsprechenden Klammer- 
faktor (ah) ersetzt. Die kte Ueberschiebung zweier Formen besteht darin, dass man ihr 
symbolisches Produkt bildet und kmaX faltet, ist also definirt durch die Formel 

Zusatz (1). Im Faltungsprocess ist (/! q) nicht etwa als lüammerfaktor anzusehen wie (ah). 

Zusatz (2). Die Ueberschiebung einer algebraischen Summe von Formen ist gleich der 
Summe der Ueberschiebungen dieser Formen. Ein constanter Faktor bleibt demnach von der 
Ueberschiebung unberührt, so dass (c'f\if)—-C'(f\if). 

Zusatz (3). Also ist speciell: 

(al h'y = (ah)': (f\ f/)^' --- a; h]: (/; y)"* + ' = (/: y)« + * ^ 0. 

Zusatz (4). Ist f'=ff, soll also /* über sich selbst überschoben werden, so folgt aus 
obiger Definition, dass alle ungeraden Ueberschiebungen einer Form über sich selbst identisch 
Null sind. 

2. Darstellung der Ueberschiebungen durch andere Processe. 

(a) Durch den Omegaprocess, angewandt auf das Produkt der beiden Fomien: 

(f\(f)' = S2'(f{x)'9iy)),=,. 
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(b) Durch den Polarenprocess. Man bilde die /;te Polare jeder einzelnen Form nach x 
in Bezug auf y und falte das Produkt rt"'~*7>"~*rjf* // dieser Polaren /■ mal in Bezug auf y (indem 
man x als constant betrachtet), also: 

(/; ^Y = (//. V.kY. {x constant). 

Zusatz (1). Man kann die Ueberschiebung beider Formen nicht nur aus dem Produkte 
der Polaren ableiten, .sondern auch aus jeder der beiden Polaren einzeln, durch blosse Ver- 
tauschung von t/i und y^ mit bekannten Coefficienten und Hinzufügung einer bekannten Punktion 
von X als Faktor, wie aus der Vergleichung der folgenden Ausdrücke unmittelbar erhellt: 

Polaren: f'^k = ^"'"^K^i + ^'2^2)'' V = '^~^^?/, + ^.^2)", 

Ueberschiebung: (/; y)' =r r^-" -'//*-* (a^/>.^ ^'.^'M'- 

Zusatz (2). Wie man also (nach IV, 6.) die Differenz der Z:ten Polare und eines ihrer 
Glieder durch 'eine Summe von Polaren niedrigerer Ordnung darstellen kann, so auch die kte Ueber- 
schiebung durch solche niedrigerer Ordnung (vergl. unten, 5.), nur ver\vandelt sicji der dortige 
Faktor (^7/) hier in ar oder h^. 

(c) Durch Differentiation. Vergleicht man die drei unmittelbar vorhergehenden Formeln 
(Zusatz (1)) mit der Differentialformel der Polaren (IV, 2. (b)), so erhält man: 

ni\ n\ \^x^ ()x^ dx^ dxi 

wo k im Zähler nicht Exponent ist, sondern in allen Gliedern das kte partielle Differential ^*/'«5*y 
von / und (f bedeuten soll. 

3. Die Ueberschiebung zweier zusammengesetzten Formen: 

F =^al* ... m » ^ ^ ^ a ß . . . = q ^ , 

X r ■'■ X ' X f^ X ^ X ' 

kann symbolisch definirt werden durch die Formel: 

^ / f» ^T\\ *■ / \ * m 4- 11 -4- . . . — k 11 -4- »■ 4- . . . — A; 

Zusatz. Bei der Entwickelung dieser Formel nach den Faktoren a^, h^, . . . hat man alle 
möglichen Combinationen (ohne Wiederholung) der ni + « -h . . . Elemente «x, h^, . . . zur Aten Klasse 
mit allen Variationen (ohne Wiederholung) der 11 -\- v -\- ... Elemente a^, ßx^ . . . zur kten lüasse 
zu falten, und die Summe aller so gebildeten Glieder durch ihre Anzahl zu theilen (Grordan, n, S. 40), 
so dass obige symbolische Definition das arithmetische Mittel aller möglichen Glieder darstellt. 

4. Berechnung der Ueberschiebung zusammengesetzter Formen durch ihre Polaren. Die 
folgende Methode für zwei Faktoren lässt sich auf beliebige Faktoren ausdehnen (Gordan, 11, S. 42). 
Man bilde nach IV, 6. die beiden Polaren 

wo 6r, F nach x bezüglich von den Ordnungen m -\- n ~ k und fi' -\- y k und nach y von der 
Ordnung k sind. Dann ist nach 2. (b) 

(F, Or = (F ., 0^,Y = 2Cr, {Gr. ^,)^ 

=>r/,.(r;«)'(/>/^)"(aiJ)MH'^<~'"'' ?>:""""' <"'"*^^ 
wo t -{- u -\- V ^ iv =^k und die Summe der Coefficienten .1?// = 1 ist. 

5. Entwickelung einer Ueberschiebung in eine Reihe niedrigerer Ueberschiebungen. Die 
Differenz zweier benachbarten Glieder (worin a mit h oder « mit ß vertauscht ist, oder beides 
zugleich) in obiger Entwickelung 2f/iLi hat (nach I, 3.) einen der beiden Faktoren (ah) oder (aß) 
oder beide zugleich, d. h. einen Faktor, der durch Faltung innerhalb der Formen F odeV 
entstanden ist. Denselben hat folglich auch die Differenz zweier beliebigen Glieder, also auch 

(F0Y L,^If/i(Li Lj)^(ahy(aß)^H, 
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wo wenigstens einer der beiden Exponenten *, C nicht verschwindet. Jedes Glied der Reihe 
rechts hat einen Paltungsfaktor (aa), (bß), (aß), [ha) der beiden Formen t\ O w^eniger, dafür aber 
wenigstens einen Paltungsfaktor [ah), (aß) einer der Formen mehr als die kte Ueberschiebung 
links, gehört also einer niedrigeren Ueberschiebung einer Form niedrigeren Grades an, 
welche aus F oder durch Faltung entstanden ist 

Da sich nun jedes dieser Glieder wieder durch Ueberschiebungen niedrigerer Ordnung 
darstellen lässt, so kann man schliesslich die Differenz auf der linken Seite darstellen durch eine 
Reihe von Ueberschiebungen von den Ordnungen k - 1, k 2, . . . . 0, von Formen, welche aus 

F oder durch einmalige, zweimalige *malige Faltung entstanden sind (Gordan, n, No. 44, 

Clehsrh, § 53). 

Zusatz. Folglich lässt sich allgemein jedes symbolische Produkt durch eine Reihe 
von einfachen Ueberschiebungen (mit nur je zwei Symbolen) darstellen (Gordan, U, No. 46; 
Jordan in Limwilles J., 1876, p. 198). 

6. Specialfälle von Ueberschiebungen. Bezeichnen die Zeiger 1. 2 die Ableitungen 
nach iri,iC2, bezeichnet ferner ,> die erste und A die zweite Ueberschiebung derjenigen Formen, 
welche als Indices angehängt sind, so hat man die folgenden speciellen Covarianten: 

(a) Die Funktionaldeterminante von f^^a^ und (f=:bl als erste Ueberschiebung: 

1 



/<p 



m — 1 7 « — 1 

X T 



mn 






1 



mn(m 1) (n 1) 



/il 


/■.2 


fn 


ffw 
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f\i 


(f22 

.2 



X,. 



XX X 

12 1 



Zusatz (1). Ueberschiebt man diese erste Ueberschiebung über eine dritte Form (p, so 
erhält man eine zweite Ueberschiebung: 



2((/;</)), V') = 



m 



n 



ö (/■• f)' • <p + 



f 9 



m -\- n - 2 

und daraus weitere Specialformeln für ip = f oder =(p. 

Zusatz (2). Das Produkt zweier Funktionaldeterminanten ist dargestellt durch die 
Determinante : 

'^ (f^ ^) ' (X,(p)= VH^Afx + ^xAf^f. + f(pA^j^ f'xA^^f., 

woraus man das Quadrat erhält, indem man f=x, y = ^ setzt. 

(b) Die Hesse^sche Determinante von /'=«"* als zweite Ueberschiebung: 



^f.f=if\n 



2 



/n f\3 

/2I /22 



/ \2 »M — 2 ' »« — 2 / \ 

=1 (aa ) «. a^ , (a = a ). 



m^(m — 1)^ 

Zusatz. Eine Covariante allgemeinerer Form besteht in der folgenden Detenninante 
(n -\- l)ter Ordnung, welche für n=: 1 wieder in die Hessesche übergeht, in welcher aber der erste 
Zeiger immer die sovielte Ableitung nach x^, der zweite die nach x^ bedeutet, so dass jedes 
Element ein 2n ter Differentialquotient ist (Bruno -Walter, S. 185) 



f-2n. 



I) 



• • /w, « 



/ n, M 



/•>, 2« 



Ist die Ordnung von /* gleich w = 2n. so wird diese Determinante zu einer Invariante. 

(c) Für die erste Polare der ersten Ueberschiebung von f'—a'^, ip = ?>". und ihres Pro- 
duktes hat man die beiden Formeln: 

m 1 



(/: y.)^ M)«»-'/,/>;-^ = 



(/•• y) 



y 



m -\- n 

a"'h"-^h — 

^ m -\- n 



r X 



- (i,x) . [f. ifY. 



0/^) • (/'. ¥)■ 
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Zusatz. Diese Formeln bilden einen Specialfall der Entvvickelung nach Potenzen von (xy) 
(vergl. IV, 6.). 

7. Beziehungen zwischen den zweiten Ueberschiebungen von drei .und vier Formen: 
(a) Zwischen drei Formen besteht die Identität: 



Afu 

f 



tff 



(p(p 



A 



(pU- 



Au/ 
Aij'tj 
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(f(x) 
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Axif 
Aiftp 
Atjti 
ip{x) 
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(p(x) 

ip(x) 




(b) Zwischen vier Formen besteht die Identität: 



Äff 
Aftp 
Afu- 



A 



(ff 
<p(p 
(p «y 
vx 



A ,rf 



// 
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= 0. 



ny) 
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= 0, 



VI. Hauptstück. 

Emananten, Combinanten, Evektanten. 

Vorbemerkung. Es seien zw^ei Formen gleicher Ordnung gegeben 



/n in V / ''' I w — r r 

X X \ ^1 r \ 2 

V ln\ n-r r 



v^^l^fC^ 



und i eine In- oder Covariante von /". 



A. Eniananten. 



1. Aronhold' scher Process. Die Form 

besitzt eine In- oder Covariante J, welche aus / entsteht, wenn man «^ + /«r an Stelle von Ur setzt 
und welche nach steigenden Potenzen von A entwickelt 

j =.1 + kdi i- ;/ j' + . . . + v d\ 

als Coefficienten lauter simultane In- oder Covarianten, die sogenannten (s. Caijleys 3*^ Memoir und 
Salmon, Lesson 12) Emananten von /'und y enthält. Man findet dieselben (so lange die Coefficienten 
a und a von einander unabhängig sind) durch folgenden Invariantenprocess von Aronhdd (Gordan, 
n, S. 66): 



^ 1 / ^ ^ . ^ \' • 



1 



()^i 



*i» 



^ ;r a U 

k I dar()a, ... ** * 



Zusatz (1). Durch Vergleichung mit IV, 2. (b) erkennt man, dass die Ate Emanante (abgesehen 
von Zahlenfaktoren) identisch ist mit der Aten Polare von / genommen nach den a in Bezug 
auf die «. 

Zusatz (2). Die Bezeichnung ,, Aronhdd scher Process'* stammt von Gordcin. Bei Bruno- 
Walter (S. 204) ist er bezeichnet durch ö(w). 
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2. Sind die Coefficienten « abhängig von den 0, so ist obige Formel zu ersetzen durch 
die Rekursionsformel (Gordan, n, S. 67): 

k\ k\ cUr . . . oa^dut 

in der das Summenzeichen ebenso zu verstehen ist wie in !• 



B. Combinanten. 

3. Combinanten sind simultane In- oder Covarianten von Formen gleicher Ordnung, 
welche bei Anwendung des AronMd'schen Processes identisch verschwinden, also der Differential- 
gleichung genügen di = 0. Eine Combinante bleibt also bis auf einen constanten Faktor unver- 
ändert, wenn man eine der Grundformen durch eine lineare Funktion dieser Grundformen 
ersetzt (Sylvester). 

Zusatz (1). Diese Eigenschaft kommt z. B. der Resultante und Funktionaldeterminante 
zu, überhaupt allen ungeraden Ueberschiebungen zweier Formen gleicher Ordnung, und nur diesen. 

Zusatz (2). Fundamentalcombinante heisst nach Gordan (Math. Ann., Bd. 5) eine 
Combinante, aus welcher sich alle übi-igen Combinanten gegebener binärer Formen /l . . . f'p ableiten 
lassen. Sie sind nämlich immer In- oder Covarianten der Form: 

/i(^) fp(^) 

fi{y) . ••• /;.(//) 
f\(^) — fp(^) 

Zusatz (3). Eine Combinante enthält die Coefficienten der Fundamentalformen nur in 
Determinantenverbindungen, d. h. die Coefficienten der Combinanten sind Funktionen von 
(ab'), (ac'), ... im Falle von zwei Fundamentalformen, oder von (ab'c") ... im Falle von drei 
Formen u. s. w., wo sich die verschiedenen Accente auf verschiedene Formen beziehen. 

Zusatz (4). Sind die Coefficienten von /'und y nicht von einander unabhängig, so 
ist nicht mehr J = i Die allgemeinen Eigenschaften der Combinanten in diesem Falle sind noch 
nicht bekannt. Gordan (11, S. 74 — 76) behandelt ein specielles Beispiel einer Form /*, die eine 
Covariante q> gleicher Ordnung und eine Invariante M besitzt und den Bedingungen genügt 

und findet für die Combinante J der linearen Funktion /* + ^(f die Formel 

wo u eine Funktion von / und d'^M ist und / irgend eine Invariante von /' bedeutet. Daselbst 
finden sich die ersten vier Emananten berechnet, 6i = 0, . . . mit einer allgemeinen Rekursionsformel. 



C. Evektanten. 

4. Der Evektantenprocess ergibt sich aus dem Aron hold' sehen Emanantenprocess, indem 
man in der Form 

öl = JSUr^ — 

die unsymbolischen Coefficienten «^ durch die symbolischen a^'*" a^ und diese letzteren hinwiederum 

durch die cogredienten Grössen Xj und -oci ersetzt, wodurch man eine neue Covariante, die erste 
Evektante von / erhält (Caijlq/s 3*^ Mem.): 
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Zusatz (1). Man erhält also die Evektante p aus der Invariante /, wenn man je zwei 
zusammengehörige Symbole der ersteren durch x-i, -xx ersetzt und die Summe aller so erhaltenen 
Ausdrücke bildet. Durch i* malige Anwendung des Processes erhält man die Ate Evektante. 

Zusatz (2). Nach dem Satze der unbestimmten Coefficienten hat man (vergl. IH. 10. (3)): 




5. Für die (m l)te und mte Ueberschiebung einer Form /*=«1 mit der ersten Evektante 

einer ihrer Invarianten ^ deren Grad in den Coefficienten von /" gleich /y ist. hat man bezüglich 
die beiden Formeln von Gordan'. 

' (aj)) - - « a^7>, = , {aj)) "» ==: (/ i. 

Ist aber / nicht Invariante, sondern Combinante der beiden Formen /r^a'", (p^a"^, so treten an 
Stelle der letzteren Gleichung die beiden: 

(cqj)"' — {alt)'"' — 0. 

Zusatz. Die ersten beiden Gleichungen sind äquivalent mit den vier Differentialgleichungen, 
denen die Invariante / genügen muss (vergl. III, 10. (3)). 



VII. Hauptstück. 

Typische Darstellung und associirte Formen. 

Vorbemerkung (1). Diese Theorie wurde begründet und ausgebildet von Hermite (C. and 
D. Math. J., 1854, Crelle^ J., Bd. 52), Brioschl (Annali di Mat.. 1858). Brill (Math. Ann., Bd. 20). 
StepJmws (Bull. Soc. Math, de France, 1880. Compt. Rend., 1882—84). Betti (Annali di Mat.. Bd. 7). 
Sie findet sich ausführlich dargelegt bei (Uchsch (Binäre Formen) und (xordun (Vorles.) 

Vorbemerkung' (2). Ist h die Anzahl der (allgemeinen) Coefficienten einer Form oder 
eines Systems von simultanen Grundformen, so kann man durch Anwendung einer linearen Sub- 
stitution alle Inv.arianten des Systems durch k 3 und alle Covarianten durch k 1 Parameter 
ausdrücken. Folglich muss zwischen k 3. beliebig gewählten Invarianten des Systems und je 
einer der übrigen Invarianten eine Bedingungsgleichung bestehen, ebenso zwischen k—\ Covarianten 
und je einer der übrigen, d. h. es lassen sich alle Invarianten eines Systems durch k 3 der- 
selben und alle Covarianten durch k 1 derselben typisch darstellen, durch Funktionen, die im 
Allgemeinen rational sind. 

Vorbemerkung (3). Speciell heisst diese Darstellung typisch, wenn sie rational ist 
und wenn die Nenner nur Potenzen einer einzigen Grundform sind. Die Gesammtheit der 
Formen, durch welche sich die Fonnen eines Systems typisch darstellen lassen, heissen associirte 
Formen oder Schwesterformen. Ihre Bildung ist auf unendlich mannigfache Weise möglich. 

Vorbemerkung (4). Die typische Darstellung wird zugleich kanonisch, wenn sie den 
Bedingungen in IH, 7. genügt. 

A. Darstellung durch doppelt binäre Covarianten. 

1. Es seien /'=«", (p = h^.... simultane Grundformen mit den k Coefficienten a. . . . 

b, . . . u. s. w. und es seien 5, rj zwei Covarianten des Systems, die in den Veränderlichen i/u Vi 
linear sind, während sie in Bezug auf die anderen Veränderlichen von beliebiger Ordnung 
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sein mögen, so dass man die lineare Substitution hat, in welcher also die Coefficienten ?i,.|2, fji, 172 
Funktionen von x von beliebiger Ordnung sind: 

Indem man nun Identitäten von der Form (vergl. I, 3.) 

auf die nie, mte, .... Potenz erhebt, erhält man die Grundformen, ausgedrückt durch die Ver- 
änderlichen 1/, dargestellt durch die beiden Covarianten $, >/: 

(S^)'«.f;(//)= v( l)'•('JfJJ?,?--^1y^ Br={h^y^-^m\ U.S.W. 

Zusatz (1). In dieser Entwickelung sind 5. ^, und im Allgemeinen auch AeV Substitutions- 
modul ($jy) und die (-oefficienten Ar, Br . . . Covarianten des Systems, und zwar bilden sie ein 
System associirter Formen, indem alle In- und Covarianten des simultanen Systems /*, y, . . . 
sich durch dieselben rational und mit einer Potenz von ($;y) als Nenner ausdrücken, also typisch 
darstellen lassen. 

Zusatz (2). Die Anzahl dieser associiiten Formen ist i + 3, also müssen zwischen den- 
selben vier Bedingungsgleichungen bestehen. Dieselben sind im Allgemeinen „verwickelter 
Natur"* (Clehsch) und werden erhalten, indem man die Covarianten ? und rj für die transfonnirten 
Formen bildet und mit ihrer ursprünglichen- Darstellung vergleicht. 

Zusatz (3). Die wirkliche Darstellung irgend einer Covariante 77 durch die associiii^en 
Formen geschieht dann nach dem Schema: 

(|iy)^/7(a„, ai, . . .; &o . . . ^1, jh) = n(Ao, — A\, . . .: i?„, . . . ?, jy). 

2. Die typische Darstellung nimmt eine einfachere Fdrm an, wenn man setzt 

fj = (xy), also iyi == — ^2, fj2 ^ ^1 und (?jy) = li-^i + h^2 = ?x. 

Denn jetzt wird (arj) = a^, u. s. w., also An =/', B^ = y, u. s. w. 

Zusatz (1). Setzt man überdies y=^x, so wird 5^ = 5^, und jy^=:jy^=rO. Jetzt reducirt 
sich jede Covariante auf das einzige Glied mit der Veränderlichen J und man erhält also ihre 
Darstellung durch die associiiten Formen, indem man in ihrem ersten Coefficienten (von xi 
allein) die a, b, . . . durch /*, ^1, A>, . . .; y, — Bi, . . . ersetzt und durch eine passende Potenz 
von ijr dividirt. Durch dieselbe Substitution erhält man auch alle Invarianten. 

Zusatz (2). Die Gleichungen (^17) =: Jx. tix = ersetzen zwei der vier Bedingungsgleichungen, 
w^elche zwischen den k + S associirten Formen bestehen müssen (s. 1. (2)). 

3. Setzt man die folgende lineare Substitution voraus: 

also 

(a|) = (aa) «•"-'. (iS) = (</«)«''" ' 



* • • • • • 



SO kann man die Coefficienten A, B. C . . . durch folgende Rekursionsformel darstellen 

worin ^/ = (a, «)" die zweite Ueberschiebung von «" über sich selbst bedeutet. 

4. Eine weitere Vereinfachung erhält man. wenn man setzt a" = a" — /', oder 

32 
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Denn jet;^t wird 

und alle Coefficienten A haben den Faktor /": 

Zusatz (1). Man hat also aus !• und 3. 

Um dieselbe Vereinfachung für (ß^y) ... zu erhalten, hätte man zu setzen a" =zb1 = (p u. s. w. 

Zusatz (2). Zu den oben (2. (2)) er\vähnten zwei Bedingungsgleiehungen {'^fj)=itx, iyx = 
kommen hier noch die beiden hinzu /"^Sx, Äx =zO, so dass alle vier bestimmt sind. Die letztere 
zeigt zugleich, dass obige lineare Substitution eine Tsehirnhan.sepi sehe Transformation ist (Theorie 
der Gleichungen, V). 

5. Independente Darstellung der associirten Formen u. Setzt man 

v^ = (aa) (rt|) a^ a^ , ^u=^^ «^, = 0, v.^ = ^, 

so erhält man u erst in der rekurrirenden Form: 

1 • 

UH = Vh — ^ ^Uh-2, 

also durch wiederholtes Einsetzen in der independenten Form: 

Zusatz. Eine andere Bestimmung der associirten Formen u nach der Methode der 
unbestimmten Coefficienten, wobei Ordnung und Grad erniedrigt werden, findet sich bei Clebsch, § 84. 

6. Brioschfs Darstellung der associirten Formen « {CJebsch, § 86). Setzt man zur 
Abkürzung 

so lassen sich die u ganz und rational darstellen durch /', 02*, Hik, und umgekehrt: 

worin die Summen nach r von Null bis 2k gehen, aber die Glieder mit ti^ wegfallen, und die- 
jenigen, welche gleich weit von den Enden abstehen, zusammengezogen werden können. Daraus 
erhält man 'durch Umkehrung, wenn die II ganze Funktionen bezeichnen: 

thk = l G2k 'P'-' + Hiu (/: Cr,, . . . r^2.-2. lU . . . U2k-^) 

Zusatz. Die Berechnung der G-. //, u, bis Je = 4 findet sich bei ühhsch. 

B. Darstellung durch einfach binäre Covarianten. 

7. Jede Form, deren Ordnung w0 3) ungerade ist (also auch jedes System, in welchem 
sie vorkommt), hat wenigstens zwei lineare Covarianten S, 17 mit nicht verschwindender Deter- 
minante {Clehsch, §90). In diesem Falle sind $1, |„ ^,, tj., lauter Constanten, also der Substitutions- 
modul (irj) und die Coefficienten A, B. . . in 1. lauter Invarianten. 
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8. Jede Form, deren Ordnung n04) gerade ist (also auch jedes System, in welchem sie 
vorkommt), hat im Allgemeinen wenigstens zwei quadratische Covarianten /, m, welche keinen 
gemeinschaftlichen Theiler haben (Clebsch, § 102). Findet sich nun eine dritte quadratische 

Form n (wo eine Verwechselung mit der Ordnung von f^^ci"^ wohl nicht zu befürchten ist), welche 
nicht einfach aus den beiden anderen linear zusammengesetzt ist, so ist ihre Resultante R{1 m, n) 
von Null verschieden, und an Stelle der früheren ' linearen Identität (in 1.) tritt die folgende 
quadratische 

X z=: (m, n), /i = (w, l), v=^ (l m), 

1 -n 

Erhebt man dieselbe zur Potenz ;j w, so geht die linke Seite über in f'R^'\ die rechte aber in 

eine rationale Funktion mit Invariantencoefficienten und drei Veränderlichen l m, n oder l, ju, v, 
zwischen denen aber die quadratische Bedingungsgleichung V, 7. (a) besteht, so dass die Form als 
binär betrachtet werden kann. Die Darstellung ist also typisch. 

Zusatz (1). Setzt man in obiger Identität h an Stelle von a, so erhält man durch geeignete 

Potenzirung die typische Darstellung von (p — ir, u. s. w. 

Zusatz (2). Obige Entwickelung liefert ein System von k + 10 associirten Formen, durch 
welche sich alle simultanen In- und Covarianten des gegebenen Fundamentalsystems mit Je Coeffi- 
cienten rational darstellen lassen. Bei der Darstellung der Invarianten fallen drei Formen weg, so 
dass zwischen den übrigen noch 10 Bedingungen bestehen (s. Vorbem.). 

Zusatz (3). Als dritte quadratische Form n kann man immer die Funktionaldeterminante v 
selbst wählen, wodurch sich die Darstellung vereinfacht, indem nach X. 4., wo ^i, ^2- ^s ^^ 
Stelle von A, /i, p stehen, 

A, =A =0, A ^^(A.^A - Äi )=R{L m, y). 

In tnn nu '•J ^ II mm ln^/ V ' /' 

während die Bedingungsgleichung * zwischen l, m, v sich unmittelbar aus der Formel für das 

Quadrat einer Funktionaldeterminante (V, 6. (a)) ergibt, mittelst der man also v^ aus der typisohen 

Darstellung eliminiren kann: 

2v'=: Aum^- 2Ai„,ml + A^^P. 



VIII. Hauptstilck. 

Vollständige Formensysteme. 

Vorbemerkung (1). Da jede In- oder Covariante einer Covariante selbst wieder In- oder 
Co Variante der Grundform ist, so hat jede Form im Allgemeinen eine unendliche Anzahl In- 
oder Covarianten, die aber nicht alle von einander unabhängig Sind. 

Vorbemerkung (2). Die Gesammtheit derjenigen In- und Covarianten. durch welche sich 
alle übrigen In- oder Covarianten einer oder mehrerer Fonnen ganz und rational darstellen 
lassen, heisst das vollständige System dieser Formen, und alle jene Formen, welche sich ganz 
oder theilweise durch Formen des vollständigen Systems auf ganze und rationale Weise darstellen 
lassen (oder identisch =: sind), heissen reductibel oder zerfallend, und Faktoren, welche jedes 
symbolische Produkt reductibel machen, heissen Reducenten. Zu diesen gehören also immer 
Klammerfaktoren von gleichwerthigen Elementen {aa'). {bb'), . . . 
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Vorbemerkung (3). Lassen sich alle Ueberschiebungen eines Pormensystems ganz und 
rational durch diese Formen ausdrücken bis auf Glieder mit einem gewissen Klammerfaktor, so 
heisst das System relativ vollständig in Bezug auf diesen Paktor als Modul {Gordan, Math. 
Ann., Bd. 2). 

1. &orrfan' scher Satz über die Bildung simultaner Pormen (Math. Ann., Bd. 2). Jede 
simultane In- oder Covariante eines gegebenen Systems von Pormen 

/; y, ^, 1\ 0, (/^, . . . 

lässt sich darstellen durch successive Ueberschiebungen von simultanen Covarianten irgend 
einer Gruppe des Systems /* y, ^, . . über simultane Covarianten der übrigen Pormen 1\ 0, U*\ . . . 
Zusatz. Die Theorie der simultanen In- oder Covarianten von n linearen oder 
quadratischen Pormen lässt sich noch allgemein behandeln, während schon das System zweier 
Pormen, von welchen keine linear oder quadratisch ist, grosse Schwierigkeiten bietet. 

2. Gorda^rscher Satz über die Endlichkeit des Pormensystems (Cre/fe's J., Bd. 69, 1868 
und Math. Ann., Bd. 2). 

(a) Jede binäre Porm besitzt ein endliches vollständiges System von Invarianten und 
Covarianten. 

(b) Jedes System simultaner binärer Pormen besitzt ein endliches vollständiges System 
von Invarianten und Covarianten, 

Zusatz (1). Cayley (Phil. Trans., vol. 146, p. 103) hattfe erst die Vermuthung ausgesprochen, 
dass die Anzahl der unabhängigen ('ovarianten einer Porm ins Unendliche vermehrt werden könne. 
Neue Beweise des Gordan soh^n Satzes wurden gegeben von Jordan (Liouvüles J., 1876) und Mertens 
{Crclies J., Bd. 100). Jordan bew^eist ihn in der allgemeineren Poiin: Wenn ein System von 
Pormen A, B, . . . gegeben ist, deren Ordnung unter einer gewissen Grenze bleibt, deren Anzahl 
aber beliebig endlich oder unendlich ist, so lassen sich alle Covarianten des Systems darstellen 
als ganze Punktionen von unabhängigen Covarianten, deren Ordnungen und Gewichte unterhalb 
einer gewissen Grenze bleiben. 

Zusatz (2). Die Anzahl der irreductiblen In- und Covarianten einer gegebenen Porm ist 
noch nicht durch eine allgemeine Pormel darstellbar und wurde für die Pormen der ersten zehn 
Ordnungen durch Versuche bestimmt. Jordan {LiouvtWs J.. 1879) suchte für diese Anzahl eine 
obere Grenze zu bestimmen, indem er zeigte, dass alle Covarianten eines Pormensystems als 
lineare Punktionen von Produkten der Gestalt li-S-T darstellbar sind, worin E eine gewisse 
Covariante, S ein Produkt von Covarianten und T ein Produkt von Invarianten bedeuten, deren 
Ordnungen und Grade unterhalb gewisser angebbarer Grenzen liegen. Hermitcs Reciprocitäts- 
satz über die Anzahl Invarianten und Covarianten zweier Pormen siehe oben LH, 6. 

Zusatz (3). Die Anzahl der asyzygetischen (d. i. linear von einander unabhängigen, 
aber nicht nothwendig irreductiblen) Covarianten r/ten Grades einer Porm mter Ordnung ist nach 
Caylej/ (Phil. Trans., 1856) und Syhcsttr (Compt. Rend., 1878—79, American J. of Math,, Bd. 1—2, 
Crelles> J., Bd. 85) 

-w?//, (/, ni -h C 



C 



2 ('^'/Z 1)' //• ^'' 



wo C\p, g, m\ die Anzahl Isobarer Combinationen mit Wiederholung vom Gewichte p und ,^ter 
Klasse der Elemente 0, 1, 2. . . w l)edeutet (s. Theorie der Combinationen, II, 3. (b)). 
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IX. Hauptstück. 

Lineare Formen. 

Vorbemerkung, a^ ==^ a^x^ f- a^x^. 

1. Das vollständige System von n linearen Formen besteht aus den n Formen selbst 
und aus den Invarianten (ah), {ac) .... (Glebsch § 9). 

Zusatz. Die Invariante einer einzigen Form ist also die „evidente'* (s. oben 11. 2.), die- 
jenigen zweier Formen sind nur Potenzen von (ah), u. s. w. 

2. Vermehrt man ein beliebiges System von Formen um eine Anzahl linearer Formen 

üx, br, . . . so vermehit sich das vollständige System A = Ä^, B= B^, . . . der In- und Covarianten 
des urspiUnglichen Systems: 

(a) um die linearen Formen «x, h . . . und ihre Invarianten {ah), . . . 

(b) um die Formen, welche man erhält, indem man alle möglichen einfachen und gemischten 
Polaren der Formen A, . . . in Bezug auf eine oder mehrere Veränderliche y, z, . . . bildet und 
schliesslich die //,, y^\ z^, z^\ ... durch a^, — «i; h^, - \\ ... ersetzt (s. IV). 

Zusatz (1). Wird also nur eine Form a^ hinzugefügt, so kommen z. B. zu J."' noch die 
Formen hinzu: 

Äl-'{Aa\ Al-'{Aa)\ ... 

Zusatz (2). Die Resultante zweier Formen Ä^ und a^, von welchen wenigstens eine 
linear ist, ist 2?^« =: {A a)"*. 



X. Hauptstück. 

Quadratische Formen. 
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Vorbemerkung (1). /'=«; — a^^x\ + 'la^x^x^^ + a,^x\. (Vergl. I, !•). 

Vorbemerkung (2). Die erste Ueberschiebung einer quadratischen Form über sich selbst 
verschwindet identisch und die zweite ist die Diskriminante : 

(/; /) = 0; (/: ff = A^j = {aa'f = 2(«,«., - a\y 

1. Das vollständige simultane Formensystem von n quadratischen Formen besteht 

1 
aus folgenden -^n{)f 4- 3w + 8) Formen: 

(a) aus den n Grundformen: /" =r ci f\ — h\ . . . 

{])) aus den-n{n-{- 1) Invarianten: (/i, f'^y^ = Ai2 = (ah)^ = ci^h^ -2a^\ + «ä^oi "• s. w. 

(c) aus den-w{w 1) Covarianten (Funktionaldeterminanten): (/',, /t) = ,>,^;' u. s. w. 

(d) aus Aen^n{n — 1) (« -2) simultanen Invarianten je dreier Formen: 
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Zusatz (1). Es sind also alle Klammerfaktoren der Elemente a, . . ., &, . . . Reducenten. 

Zusatz (2). Die Formen (c) und (d) sind ungeraden, die Produkte je zweier derselben 
hingegen geraden Charakters. Die Produkte je zweier Covarianten d-ikO'im erhält man aus 
V, 6. (a). und ähnliche Formeln für die Produkte O^R und RR der übrigen ungeraden Formen findet 
man bei Clehsck § 58. 

Zusatz (3).' Die erste Ueberschiebung einer Covariante 0^ über eine Grundform f erhält 
man aus V, 6. (a) (1) für m = n, und diejenige zweier Covarianten i> über sich selbst aus derselben 
Formel (dargestellt durch die simultanen Invarianten): 

2(i^,^, O-irnJ^^Rilm/k Rklmfi- 

Zusatz (4). Die zweite Ueberschiebung zweier Covarianten i^ über sich selbst ist: 

Zusatz (5). Die Beziehungen zwischen je 3 und je 4 Invarianten s. V, 7. 

Zusatz (6). Die geometrische Bedeutimg der Gleichung jR,*/ = besteht darin, dass die 
in /*,, /'jfc, f'i enthaltenen Elementenpaare (linearen Faktoren) einer Involution angehören, d. h. zu einem 
gewissen Brennpaare harmonisch sind. 

2. Hat man nur eine quadratische Form f — al. so besteht das vollständige System aus 

/' selbst und ihrer Diskriminante A — (j\ fy — (ahy. 

Zusatz (1). Die Diskriminante A wurde von Cayley ^h\\. Trans., vol. 148) zur symmetrischen 
Auflösung der quadratischen Gleichung benutzt. Man hat nämlich aus der Identität (I, 3. (b)): 

wo /' = a eine willkürliche Constante und a =i a a eine lineare Funktion von x ist Daraus erhält 

' y y ^ X y 

man als Lösung von /'— 0, mit der willkürlichen Constante y: 



if^ixy)-^ ~~A^0. 



Zusatz (2). Durch die Substitution | — «xa^, iy =: (-t:?/) geht obige Identität in die typische 

Darstellung von /' über (VE, 4.) : 

2f'f], = 2r' + Af. 

Dieselbe ist zugleich kanonisch und im Allgemeinen auf unendlich viele Arten möglich. 
Zusatz (3). Ordnet man den vier linearen Gleichungen: 

y^O, (xy) = 0. 9^±{xy)f-^A = 0, 
ebenso viele geometrische Gebilde zu, so ist ihr Doppelverhältniss harmonisch. 

3. Für zwei quadratische Formen f'—al^ V=^K ^^^ ^^^ ^^^ ^^^^ Invarianten: 

Ayy={aay. A^^ = (bhy, Ay^=(aby. 
und eine Covariante, die Funktionaldeterminante von /" und y: 

^ = (/'^ V) = {ah)a^h^, 
fllr deren Quadrat man die folgende Formel hat (V, 6,): 

-2^^ = yM/y -2fq)Ay^+rA^,,. 

Zusatz (1). Die vollständige Ausrechnung dieser vier Formen s. hei Bruno- Walter, S. 356. 

Zusatz ('i). Für die erste Ueberschiebung von 0- über eine Grundform erhält man 

(nach V, 6. (a)): 

2(^, ip) — (fA/^ - -fA^,f, 

wo ip entweder die Form /' oder (p bedeutet. 

Zusatz (3). Für die zweiten Ueberschiebungen von i> hat man: 
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Zusatz (4). /* und y sind dann und nur dann einander proportional, f=k'(p, wenn 
& = 0, und haben dann und nur dann einen gemeinschaftlichen linearen Faktor, wenn ^,^.«^ = 0. 
Also ist diese Invariante der Resultante proportional. In der That ist -B= --^Ai^». 

Zusatz (5). Haben /' und <p die gemeinschaftliche kanonische Fonn (die nur auf eine 
Art möglich ist): 

f'= l^ rl + k/^. (f. = fi^ r[ + ii,^s\, 

so ist ihre Covariante i> dargestellt durch die Gleichung ^ = \)^i>)(rs)rj,Sx. Folglich liegt das durch 
die Gleichung ^ = dargestellte Elementenpaar harmonisch zum Paare sowohl von /*=0 als 
von y = und auch zu dem von /' -h xy = 0, bildet also das Doppelpaar (Brennpaar) der durch 
/.|-xy = dargestellten Involution. Das Doppelverhältniss er des Elementenpaares /*=: zu 
dem Elementenpaare ^ = unterliegt (nach Clehsch, § 57) der Bedingung: 

A,,A {a 4- 1)' — A] (a - 1)' = 0. 

// <p(p^ ' ' ftp ^ ^ 

Es wird a=z 1, d. h. die Paare selbst liegen harmonisch zu einander, wenn ^/^ = 0. 

Zusatz (6). Die Resultante zweier Formen /*= a" = i" = . . .. <f' = cc^ —Px^x^ ^^^ denen 
wenigstens eine quadratisch ist. ist (nach IX. 2. (2)): 

Rj,^ = Rj, H/<i = ^ (u2>r (HY + ^ (« (/)" (M" . 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung, dass /* und (f nicht nur einen, sondern zwei lineare 

Faktoren gemeinschaftlich haben , dass also f'= (f' - r" ~ \ ist das Verschwinden der Covariante 

{Gordan, Math. Ann., Bd. 3): 

P=\(aprql^{aqrp:\:{pq). 

Die Darstellung von R und P durch die Coefficienten a von <fund die Anwendung auf specielle 
Fälle s. bei Clebsch, § 27. 

4. Im Falle von drei quadratischen Formen f=^ a^, q = b^, ip — rj hat man drei Co Varianten 
(Funktionaldeterminanten) 

ferner die sechs simultanen Invarianten A je zweier Formen, und endlich die simultane Invariante 

aller drei Formen 

R = {ab)(hc)(ac)/ 

also im Ganzen dreizehn unabhängige Formen. 

Zusatz (1). Produkte und Quadrate der Covarianten «> erhält man aus V, 6. (a) Zusatz (2). 

Zusatz (2). Für die erste Ueberschiebung einer Covariante über eine Grundform hat 
man nach V, 6. (a) Zusatz (1). 

worin die drei Punktionen /', (f, tp beliebig vertauscht werden können; und für die ei*ste Ueber- 
schiebung einer Covariante über sich selbst 

(^„ ^,) = i Ä(//, (^,. ^,) -= y Rf\ (^,. l>,) = 1 Rif, 

Zusatz (:)). Alle, zweiten Ueberschiebungen der drei Covarianten .> über /* y, ip sind 
Null, mit Ausnahme von 

(/->i)---(y, ^,r^ {ip,^sY = Ji^ 

und diejenigen der drei Covarianten »> über einander sind die Coefficienten der entsprechenden 
Invarianten A in der Entvvickelung von 

A// A,f.f Au/ 

A*^ — 4 . 4 4 

Afxi A ,p ,/ A !/■ 1/ 



i>A-^)i>M=l 
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d. i. {»>2, 0'^)' ist der Coefficient von ^^^ , u. s. w. Verschwinden alle diese Coefficienten, so haben 
sowohl die drei Grundformen /', y, tp, als auch ihre drei Covarianten ^ einen gemeinschaftlichen 
linearen Faktor (Clebsch, § 106). Diesen Fall ausgenommen, kann das Formensystem (nach VII, 8.) 
durch die quadratischen Formen i> typisch dargestellt werden. 

Zusatz (4). Für zwei verschiedene Paare homogener Veränderlichen hat man 

wo die linke Seite für y = x verschwindet. Specielle Formeln erhält man, wenn man - %, a^ 
für f/i, y^ setzt: 

worin man wieder /', y, ip vertauschen kann. Aus diesen drei Formeln erhält man drei andere, 
wenn man /', tp, ip bezüglich mit i>i. i^^. ^3 vertauscht, z. B. • 

^i'R = AiJ -h .4,2 y + .4,3 ip, 

wo zur Abkürzung A^ =: (,>,, ^,)^, u. s. w. gesetzt ist. 

Zusatz (5). Die Fonnel für das Quadrat einer Covariante (s. 3.) ist für zwei Ver- 
änderliche durch die folgende zu ersetzen: 

^/f A^f f{x) 

Af^ A^,f, (f(x) 

fUf) ^(y) i^vY 

worin man /* y, ip cyclisch vertauschen kann. 

Zusatz (6). Zwischen den zweiten Ueberschiebungen der drei Grundformen und diesen 
letzteren besteht die Beziehung V, 7.. aus der man eine neue bilden kann, indem man in der 
letzten Zeile oder Columne der ersten doit erwähnten Determinante y statt x, also auch {xy)'^ 
statt setzt (ähnlich wie oben in (5)). 

Zusatz (7). Ordnet man den linearen Faktoren von /*, y, ip geometrische Elemente zu, so 
drückt i? = die Bedingung aus, dass die drei Elementenpaare einer Involution angehören 
{Salmon. Conic Sect.. p. 298). 

5. Vermehrt man ein beliebiges Formensystem um eine quadratische Form /'ma^. so 

vermehrt sich das vollständige System A"^, i?" der In- und Covarianten des ursprünglichen 

Systems: 

(a) um die Form /* und ihre Diskriminante (/*. /)^; 

(b) um die Ueberschiebungen der Potenzen von /', d. h. um die (2^ — l)ten und (2^)ten 
Ueberschiebungen von /*? über die einzelnen Formen A, R, . . . des Systems, für ^ := 1, 2, 3, . . .; 

(c) um die (2A + 2k — 2)te Ueberschiebung von /a^-a - 1 ^]^^y Produkte je zweier ungerader 

Formen aI^~\ ^l^~^ des vollständigen Systems. 

Zusatz. Das so entstandene System wird aber im Allgemeinen noch „überflüssige** Formen 
enthalten {Clebseh, § 56). 



XL Hauptstück. 

Besondere quadratische Formen. 

A. Die quadratischen Formen des Oktaeders. 

Vorbemerkung. Es seien /ö, /i. /j. drei quadratische Formen und ihre ersten Ueber- 
schiebungen mögen (nach X. 4.) bezeichnet werden durch 
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L Setzt man die drei simultanen Invarianten des Systems als identisch ver- 
schwindend voraus 

so heissen die drei Grundformen conjugirt und ihr vollständiges System unabhängiger Formen 
sinkt von dreizehn auf sieben herab. 

Zusatz (1). Es folgt nämlich aus der Voraussetzung (vergl. X, 4, (2)): 

und daraus (nach X, 3. (4)): 

'^0 ^^ "'0/0' '^1 ^^^ ^1/1' ^2 ^=^ f^/2' 

Zusatz (2). Diese conjugirten Formen wurden von Caylej/ zur Auflösung der Gleichungen 
vierten Grades benutzt (vergl. XVI, 3. (2)). 

2. Setzt man f\i^=2x^x^ in der einfachsten Form voraus, so nehmen die conjugirten 
Formen die Gestalt an 

/;, = 2x^x„ f\ = a^x\ + «2^', /; rr: (a^x\ — a,^x\) -^ ; 

und macht man die weitere Voraussetzung, dass die drei Diskriminanten den gemeinschaftlichen 
Werth (f],f^^=z 2 haben, so bestimmen sich die a wie folgt: 

. /; = 2x^x^^, f\ = — (o:' — x^). /;• = V^^ {x\ f xl). 
Zusatz (1). Man hat jetzt für die simultane Invariante R und für die i> (s. 1. (1)): 

R = (^0. foY = (^1, f[)' - («>2, f2)' = '2\r^i. 

Zusatz (2). Das Produkt 6ten Grades flf\t'^^=t wurde von Klein (Vorles., S. 50) als die 
Grundform des Oktaeders bezeichnet, weil die sechs Wurzeln der Gleichung ^ = oder: 

x^x.^(x\-x^^ = 

auf der Gatiss^ohen Zahlenebene Punkte bezeichnen, deren stereographische Projektion auf die 
Kugel x^ -\- y^ + z^ =:0 die Ecken des eingeschriebenen Oktaeders bilden. 

Zusatz (3). Weitere Eigenschaften dieser Oktaederformen s. in Xn. 

B. Die quadratischen Formen des Tetraeders und Würfels. 

3. Die folgenden vier Formen, worin i^= 1, 

/ ^^^ ^X^X^i 

/j — € X^ l^X^X,^ l^€ ct'^. 

/• '_ 2 2/ 8/ 

2 — **^i /n^\^2 /»* *^2' 

/• 2 2 a I w / ,2 

haben folgende Eigenschaften: 

(a) alle vier Diskriminanten haben den Werth (/;, /;)2 = — 2; 

(b) alle sechs simultanen Invarianten sind (/;, /i)'^ = ^^/g; 

(c) die vier Grundformen gertügen den identischen Gleichungen: 

/; + /;+/; + /a = 0, /;; + /^ + /^ + /^ = O; 

(d) die folgenden drei Fonnen sind conjugirt (s. 1.): 

/o ~t~ /l' /o + /2« /o + /s- 

Zusatz (1). Eine Erweiterung der Eigenschaft (e) wurde untersucht von Brill (Math. 
Ann., Bd. 20). 
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Zusatz (2). Das Produkt achten Grades ht\Uh^^t wurde von Klein (Vorles., S. 50) als 
Grundform des Würfels bezeichnet, weil die acht Wurzeln der Gleichung ^ = 0, oder (durch 
Aenderung der Veränderlichen): 

Punkte bezeichnen, deren stereographische Projektion auf die Kugel a;^ + y^ + -e* = die acht 
Ecken des eingeschriebenen Würfels bilden, während die zwei Paktoren vierten Grades der Würfel- 
form die Formen des Tetraeders und Gegentetraeders liefern, welche durch die acht Ecken des 
Würfels gehen. 

Zusatz (3) Weitere Eigenschaften dieser Formen s. in Xu. 

C. Die quadratischen Formen des Ikosaeders. 

4. Die folgenden sechs Formen, worin fr' = 1 , 

1 l/P~/» 5 2 , h 2 



t 2 

2 , . 4 2 



1 



^ V 0/ 2 — fX^ -j- Xy^ X,^ € X,^ , 

1 l/F"/- _ 2 iJ 1 , 3 2 

^x y O/ .^ — € Xy -\- Xy X,^ 8 X,^ , 

1 l/HT^ 3 2, 2 2 

2 Vbf^ == f a;, + XyX^ —s x.^, 

haben folgende Eigenschaften: 

(a) ihre 15 simultanen Invarianten (/;, /i)^ stimmen bis auf das Vorzeichen überein. 

(b) Multiplicirt man die erste mit -Vh und setzt einfach /; statt ^Vö/l, so genügen diese 

Formen den Identitäten 

v/f = :^f, = 2f; = 0, {/ = 0, 1, 2, 3, 4, 5). 

Vb{\ -Vbf:sf^=^\2fX\ (obere Grenze 2=1 5). 

Zusatz (1). Die Beziehungen der ersten Polaren dieser sechs Formen zu den Ja^Jöfefschen 
Thetareihen s. bei Gordan, 11, S. 167. 

Zusatz (2). Das Produkt 12ten Grades fufifJ'JJb = ^ wurde von Klein (Vorles., S. 55—56) 
als Grundform des Ikosaeders bezeichnet, w^eil die zwölf Wurzeln der Gleichung ^ = oder 

/in , 4 4 5 h 10 V r\ 

^■,^2(^1 + 11^,^2—^2 ) = 

Punkte bezeichnen, deren stereographische Projektion auf die Kugel x'^ -{- y^ + z^ ^0 die Eck- 
punkte des eingeschriebenen Ikosaeders bilden. 

Zusatz (3). Weitere Eigenschaften dieser Formen s. in XII. 
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Xn. Hauptstück. 

Primformen nter Ordnung. 

Vorbemerkung (1). Primformen sind bestimmt durch die Bedingung (/. /)^ = 0. 

Vorbemerkung (2). Dieser besondere Fall wurde zuerst untersucht von Clebsch (§ 111) 

für « = 6. Er fand, dass f=^a^ die Covariante t einer biquadratischen Form sein muss und sich 

also in drei conjugirte quadratische Faktoren zerlegen lasse (XVI, 3. Zusatz (1)). Er wurde 
weiter ausgebildet von Wedekind (Karlsruhe 1876), BrioscJd (Annali di Mat., 1877), Gordan (Math. 
Ann., 1877), Fuchs (Grellen J., 1876. 78), Hcdplwn (Paris. Möm., 1883), Klein (Vorles., 1884). 

1. Die Bedingung (t\ff=:{ahfa^~'hl~^ = lässt sich nur in folgenden Fällen erfüllen: 

« 

(a) wenn f'=(i^ nur einfache Wurzeln hat, so muss n=^4, 6 oder 12 sein; 

(b) wenn / = a" mehrfache Wurzeln hat, so muss sie wenigstens eine (n - l)fache haben, 
also auf eine der beiden Formen x'^'^x.^ oder x"^ reducirbar sein. 

Zusatz. Setzt man f'= 2 i^\c^x'^~''x^^, so fordert die identische Gleichung {f\fy = das 
Verschwinden der folgenden Summe für jedes beliebige q: 

2. Die Fälle w = 4, 6, 12 liefern, wenn man y statt x^ schreibt, die drei Normalformen 
{Klein, Math. Ann., Bd. 9, u. Gordan, Math. Ann., Bd. 12): 

Tetraederform : f=x^^ 2 V^^ x^if + y/^ 

Oktaederform : t ^'-^I/ (^^ - y^)^ 

Ikosaederform: /'= xy{x^'^ +11 x'^i/^ — ^^"). 

Zusatz (1). Ueber die Benennung dieser Formen s. XI. 

Zusatz (2). Von den zwei Formen des Tetraeders gehört die eine dem Gegentetraeder 

des anderen an, so dass ihr Produkt die Form des Würfels bildet, welcher durch die acht 

Eckpunkte beider geht: 

x^ + 14 x^i/* + y^. 

Zusatz (3). Setzt man in allen drei Fällen H=:(f,fy. T=(Ilf), so genügen die drei 
Formen /", H, T einer identischen Gleichung von der Fonn: 

in welcher A, /*, v bestimmte Zahlenwerthe besitzen und welche den Ausgangspunkt der Unter- 
suchungen Halphens bildet. 

3. Die Tetraederirrationalität. Für die Tetraederform und ihre Hessesche Covariante 
hat man (Klein, Vorles., I. Abschn.): 



f'=x^ + 2V~~Sxhf+y\ H=(f\fy = x^ '2V '6 x'y^ ^ y\ 

so dass die eine dem Gegentetraeder des anderen angehört, und die Funktionaldeterminante 
beider T=xy{x^ -y^) dem Oktaeder. 

Zusatz (1). Der Quotient p:IP = Q Nullten Grades heisst Parameter und lässt sich 
aus den Formen berechnen. Die Umkehrung x: y =z O^iq), die sogenannte Tetraederirrationalität, 
erfordert die Auflösung einer Gleichung 12ten Grades, die sich aber durch Wurzelausziehung 
bewerkstelligen lässt. Eine Auflösung durch elliptische Funktionen gibt Klein (S. 133). 
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Zusatz (2). Die Auflösung der Tetraederirrationalität lässt sich zur Auflösung der 
allgemeinen Gleichung 4ten Grades benutzen, indem sich aus jeder Form 4ten Grades zwei 
Tetraederforraen bilden lassen (Gordans Vorles., n. S. 217). 

4. Die Oktaederirrationalität. Für die Oktaederforra und ihre Hessesche Covariante 
(die Form des Würfels) hat man: 

während die Funktionaldeterminante beider T ^^x^^ + . . . die zwölf Kantenhalbirungspunkte des 
Oktaeders als Wurzeln enthält. 

Zusatz (1). Der Quotient f'*\lP — Q Nuirten Grades heisst Parameter und lässt sich 
berechnen. Seine Umkehrung x:ij =^ 0^{q), die sogenannte Oktaederirrationalität, erfordert die 
Auflösung einer Gleichung 24sten Grades, die sich aber durch wiederholtes Wurzelausziehen 
bewerkstelligen lässt. Eine Auflösung durch elliptische Funktionen gibt Klein (S. 132). 

Zusatz (2). Die Auflösung der Oktaederirrationalität steht im Zusammenhang mit der- 
jenigen der Gleichung 6ten Grades. Andeutungen hierüber s. in Gordans Vorles. (11, S. 216). 

Zusatz (3). „Das Oktaeder und die Gleichung 4ten Grades" wurde behandelt von PucMa 
(Sitzungsber. d. Wien. Akad.. Bd. 91, 1879). 

6. Die Ikosaederirrationalität. Für die Dcosaederform und ihre Ucsscsohe Covariante 
und die Funktionaldeterminante beider hat man (abgesehen von constanten Faktoren): 

/' = xy(x^^^ + Wx^y'"* ~y^^), 
H= (/: fY ^ x^^^ + ^^o + . . .. T=(Ilf) = ^'' + y'' + .... 

wo H die 20 Ecken des Pentagondodekaeders (entsprechend den Mittelpunkten der 20 Ikosaeder- 
flächen) und T die Mittelpunkte der 30 Dcosaederkanten zu Wurzeln hat. 

Zusatz. Der Quotient p : IP =: q Nullten Grades heisst Parameter, aber seine Umkehrung 
x:y = ^{Q) führt auf eine Gleichung 60sten Grades, welche nicht mehr algebraisch lösbar ist, 
sondern eine neue, die sogenannte Ikosaederirrationalität b'ildet. Klein (Vorles. S. 98) löst dieselbe 
durch elliptische Funktionen und mittelst derselben auch die Gleichung 5ten Grades (s. Theorie 
d. Gleichungen, VEI). 



XIII. Hauptstück. 

Cubische Formen. 

Vorbemerkung, f— al= fc^ = . . . := a^^x'l + Sa^x'^x^^ + Sa.^x^x] + a^xl. 

/ 1. Das vollständige System einer cubisclien Form besteht aus folgenden vier Formen 
(Cayley, Phil. Trans, vols., 146 und 148. Math. Papers, H, p. 271 und p. 540): 

(a) aus der Gioindforra: f'=al; 

(b) aus der quadratischen Covariante (Hessiana): ./ = (f\ fy =z (ahyajchx', 

(c) aus der cubischen Covariante (Jacobiaria): (? = (/. ^/) =i («/>)' (c«)fc^c^; 

(d) aus der Invai'iante (Diskriminante): E = (y/, jy = (aiy (rd)^ (ad) (hc). 

Zusatz (1). li ist Diskriminante sowohl der quadratischen Form .7, als auch (abgesehen 
von constanten Faktoren) der cubischen Form /'. Sie findet sich sammt diesen Formen berechnet 
bei Bruno 'Walter, S. 315. 
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Zusatz (2). Es sind also, folgende sechs Klammerfaktoren Reducenten (s. VHI): 

(ab), (JJ,), (QQ,), (a^), (aQ), (JQ), 

Zusatz (3). Durch Anwendung des ^rowAo/d'schen Processes auf die vier Grundformen 
erhält man: 

df=Q, dJ = 0, dR = 0', d^f=dQ= -~Rf\ d^Q=^RQ\ d^Q = — jR'n etc., 

d. h. eine unendliche Anzahl von In- und Covarianten, die sich alle durch die vier Grundformen 
darstellen lassen. 

2. Aufstellung der Ueberschiebungen. 

(f:Q)= Aj^^ (f,Q)^ = R^ (J,Q)=^-Rf\ 

3. Beziehung zwischen den vier Gmndformen [Cayley, Phil. Trans., vol. 148): 

2Q^ + J^ + PR = 0, oder J^ + 2ö((?, f) = 0, 
wenn ö zur Abkürzung die Funktion bezeichQet: 

Zusatz (1). Diese Formel wurde von üayley zur symm*etrischen Auflösung der Gleichung 
dritten Grades benutzt. Aus derselben folgt nämlich, dass: 



.3 



zwei vollständige Cuben sind, welche nach der Methode der unbestimmten Coefficienten construirt 
werden können, so dass, wenn «^ = 1, die Auflösung der Gleichung /'zrz in der Zerlegung besteht: 



Die Gleichung e{Q,f) = dient also als quadratische Resolvente. 

Zusatz (2). Obige Darstellung von /" durch die Differenz zweier Cuben bildet (DI, 7.) die 
kanonische Fonn von /'. 

4. Für die typische Darstellung durch die Substitution VIT, 4. hat man: 

Zusatz (1). Es bilden also die Fonneh /', S, fj, J, Q das System der associirten Formen 
und die Cayley sehe Formel (3.) bildet die typische Darstellung von R. 

Zusatz (2). Eine typische Darstellung mittelst der Substitution VII, 3. (wenn man nämlich 
«^ — /i\ setzt) S =r J J , ri — (xy), findet sich bei Clcbsch, § 88. 



X X f - ^ y 



6. Die Formen des Büschels F=xf + XQ sind cubisch wie /'und Q selbst. Unter- 
scheidet man sein Formensystem durch den Zeiger F und setzt zur Abkürzung 6 statt ö(x, /), 
so hat man: 



j, = e.j, R^ = e^'R, (;>^^^jö.j(;>|^-/|^|. 
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Zusatz. Die Auflösung der cubischen Gleichung xf+XQ = in symmetrischer Form 
ergibt sich unmittelbar aus 3. (1) mit derselben Bezeichnung wie dort: 

oder: (? — atj) ($ - farj) (? - e^arj) = 0, 
wo: a^=ix~X] -^Rj : jx + A]/— ^ jR . 

6. Geometrische Deutung. 

(a) Ordnet man den 5 linearen Gleichungen (s. 5. Zusatz): 

ebenso viele geometrische Elemente zu, so bilden die letzteren drei mit dem veränderlichen Para- 
meter a drei projektivische Gebilde mit den Doppelverhältnissen f und c^ d. h. weil €^=^ 1, 
einen projektivischen Cyclus dritter Ordnung (Clebscfi). 

(b) Ordnet man den drei linearen Faktoren von /' ebenso viele Elemente zu und bildet 
zu jedem das vierte harmonische in Bezug auf die beiden anderen, so entsprechen diese drei 
neuen Elemente den linearen Faktoren der cubischen Covariante Q (Salmon, Lessons. p. 175). 

(c) Die linearen Faktoren von /* und Q stellen eine Involution von 6 Elementen dar, 
deren Doppelelemente durch die linearen Faktoren der quadratischen Covariante J vertreten sind 
[Fiedlern Elemente, S. 200). 



XIV. Hauptstück. 

System einer quadratischen und einer cubischen Form. 

Vorbemerkung. Gegeben die zwei Formen mit ihren vollständigen Systemen (s. X, XIII): 

f=al, System: /", A^^, 
(f = c(l, System: y, J, Q, R, 

1. Das simultane System enthält folgende 15 Formen: 

(a) 8 cubische Covarianten: y, Q, {f\(p)=:^\ , 

(b) 3 quadratische Covarianten: /*. ^/, {f\j) = 0, (s. X, 3.); 

(c) 4 lineare Covarianten: 

(d) 5 Invarianten: 

Zusatz. Von diesen 5 Invarianten sind aber nur 4 von einander unabhängig (s. 3. (a)). 

* 

2. Aufstellung der Ueberschiebungen: 

(a) ff = «l- <',> = («^/)aX' '> = (a«)a^«'; 

(b) /•=a^. J={aßfaß. = {aJ)aJ; 






XIV. System einer quadratischen und einer cubischen Form. 263 

(d) Äff = (ah)\ Ajj = {.</^y, Afj irr (a^)2; 

Zusatz (1). Zur Abkürzung wird auch noch folgende Invariante eingeführt: {JpY = L. 
Zusatz (2). Die Resultante von f und y ist vom 5ten Grade: 

ü/y ^ F — 2AfjAff. 

Mit Hilfe derselben stellt Ckhsch (§ 63 und Götting. Abh'., Bd. 14) eine i/m^'sche Gleichung 
9ten Grades auf, durch welche die Wendepunkte einer Kurve dritten Grades bestimmt sind. 
(Theorie d. Gleichungen, Vm, E.). 

Zusatz (3). Bei Clehsch {§ 59) ist r={f, Q)\ s=(f, r). Daselbst (und in GreUesJ., Bd. 68) 
berechnet er auch das Fonnensystem für den Fall, dass (p durch die Schaar x(f + XQ ersetzt wird. 

Zusatz (4). Die Berechnung des simultanen Systems einer quadratischen und einer 
cubischen Form findet sich bei Salmon (Lessons, p. 178—180). 

Zusatz (5). Die Formen r, s, M, F sind die Anfangsglieder der vollständigen Formen.- 
Solche wurden zuerst von Roberts (Quart. Joum., vol. 14) an Stelle der vollständigen Formen 
benutzt (s. oben EI, 13.). 

3. Beziehungen zwischen den Formen des simultanen Systems: 

(a) Zwischen den fünf Invarianten besteht die Beziehung: 

- 23P = AffU 2AfjFL + AjjF^\ 

(b) für die di-ei quadratischen Formen /; J, & = {f,j) hat man alle die Beziehungen 
in X, 3., wenn man die dortigen V ^^d & hier durch ^ und ersetzt; 

(c) für die Quadrate der linearen Formen q, r, s hat man: 

1 

(d) Als Fundamentalbeziehung bezeichnet Gordan (11, S. 326) die folgende: 

G = (/•, ./) = (y, p). 

(e) Weitere Beziehungen erhält man aus den ersten Ueberschiebungen der linearen 
Formen p. q, r. s über f {Gordan. a. a. 0.. Formelti (V)) und über sich selbst (Gordan (VI)) und aus 
den zweiten Ueberschiebungen ihrer Produkte über f (Gordan (VE)), fernier aus den Ueber- 
schiebungen der quadratischen Form (Gordan (EK)). 

4. Die typische Darstellung von /'=: a] und y = «^ durch zwei ihrer linearen Covarianten 
}), q. r, Ä ergibt sich aus der Entwickelung der Identitäten (s. I, 3. (a)): 

(pqfal = \(aq)p^ — (ap)qj\ (pqfce] == \(aq)p^ («i>)^j', 

worin man ^> oder q mit r oder s vertauschen kann. 

Zusatz (1). Daraus ergibt sich die erste Formel in 3. (c). 

Zusatz (2). Die typische Darstellung wird unmöglich, wenn die Faktoren von «^ und a] 

verschwinden, d. h. wenn gleichzeitig F=L = M=0. Dies ist z. B. der Fall, wenn y einen 
linearen Faktor von f quadratisch besitzt. 
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XV. Hauptstück. 

System zweier cubischen Formen. 

Vorbemerkung. Gegeben die beiden Forniensysteme (s. XIII): 

1. Das vollständige System enthält folgende 26 Formen (Gordan, n, § 32): 

(a) die biquadratische Covariante: (/', (f') = &; 

(b) die 6 cubischen Covarianten: /', y, Q, K, (f, J), (y, D); 

(c) die 6 quadratischen Covarianten: D, J, (f\ (fY = G, (D, J). (^, (ff, (K f)^\ 

(d) die 6 linearen Covarianten: (/; J)^ = n, (y, Dy =p, (f\ jy, (y, D^, (Q, J)^ (K, DY\ 

(e) die 7 Invarianten: 

AoD. Äjj, Anj. (/; <pY = j. (/; K)^ (9, q)\ {q. k)^ 

Zusatz (1). Bei Clehsch (§ 61) treten an Stelle der quadratischen Covarianten ((>, (f)^ und 
(JC, f)^ die Funktionaldeterminanten (Z), 0) und (^, G) , und zu den sechs linearen Covarianten 
noch zwei weitere (aber reductible) Ueberschiebungen, im Ganzen 28 Formen. 

Zusatz (2). Die Ausrechnung dieser 26 Formen findet sich bei Bruno-Walter, S. 356—361. 

2. Aufstellung der Ueberschiebungen nach ihren Ordnungen: 

(a) i^ = (aa) = alal; 

(b) die 6 cubischen Formen sind aus XIII bekannt; 

(c) die ersten 3 quadratischen Formen 7), J, & sind aus XIII bekannt; für die übrigen hat man 



{D.J)= -(f,n)^ (Q,^)2=-^(f\p)+^DJ^ {K,fy = -^{g>,n)-^Jj; 



darin ist: 



{f\2^)= 2(0,J)), (f\ n) -^ [J, D), 
(y, TT) .^ - 2(0, J), (y, p) = {D, ^); 

(d) n = 7ijc = {aJ)^ax, ^ =Pjc = (aD)^ch:\ 

(/; jy = (^, TT), (Q, jy = - {D, n), 

(y . Dy = - (D, p\ (K, I)Y = - (^, p) ; 

(e) (f\K)^ = A^j, ((p,Qr = AeD, (QK)' = ln + ^JAnj. 

Si = (DJ) (@J) (&D) = Hnje = ^(p,n) = ^ (j)n). 

Zusatz (1). Den 7 Invarianten kann man noch die folgende anreihen 

Aßtf =■ Adj — ;t «7 • 
Zusatz (2).* Die Resultante von /"und y ist (bis auf einen Zahlenfaktor): 

3. Beziehungen zwischen den Formen des simultanen Systems: 

(a) Aus 2. (c) erhält man die charakteristische Beziehung zwischen p und tt: 

(f. 7i) + (y, p) = 0, oder (an)a: -f («i>)«'' = 0; 
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(b) ^ .= - i (^, fy = - 2(0, /)«. Dn =1- ©i; = + 2(*, ji), 

TT = + I (^, y)' = - 2(0, 9>)^ ./i> + 0;r = - ■2(*, ;i); 
o 

(C) p' = JAdD - 20ÄSD + DiÄsf^ - i J') + e/. (/; i>), 

Zusatz (1). Vier weitere Beziehungen erhält man durch die zweiten Ueberschiebungen 
von p\ n^ über /' und y (s. Gordan. H, S. 341—342). 

Zusatz (2). Da D, 0, ^ drei quadratische Formen sind, so erhält man Ihre Beziehungen 

aus X, 4., wenn man die dortigen f, (p, tp bezüglich durch 2), 0, J ersetzt. Man hat also zu 

schreiben: 

^^ = (0. Jl ^2 = (^. D). ^3 =^ (-D. 0). 

Speciell hat man also für S2^ die Determinante 

2 o2 = 2 JJ2 3= V ± AddÄ^^Äjj 

und für die zweiten Ueberschiebungen 2 J.^,«^, u. s. w. die Coefficienten in der Entwickelung dieser 
Detenninante, also z. B. für 2ä,%^^ den Coefficienten von Aßj, u. s. w. 

Zusatz (3). Durch diese zweiten Ueberschiebungen A»f^ lassen sich wieder andere aus- 
drücken, z. B. diejenigen von D. ^/, über ^> und n (Clehsch, § 61), sowie auch das Produkt dej- 
beiden schiefen Invarianten: 

J' S2 = -j A^^<^^ — 2A^^9i. 

4. Typische Darstellung durch die linearen Covarianten px, nx für die folgenden fünf 
Formen: « « ., 

(a) Die allgemeine Regel erhält man aus der Identität (I, 3. (a)): 

(p7l)(üx = {(a7l)Px ((Op)7lx^ 

worin w für a, a, D, 0, J steht, wenn man dieselbe bezüglich zur 3ten oder 2ten Potenz erhebt, 
so dass lal übergeht in f oder y und «^ in D, oder J und schliesslich die Coefficienten von i>^ 

und Tix mit Hilfe der Beziehungen in 3. durch die Formen in 2. ausdrückt. 

(b) Die Ausführung füi* f, (p nach dem binomischen Lehrsatz führt auf die beiden Ausdrücke: 

1 dF 1 ^jP 

4 OTT A dp 

WO F die Form 4ter Ordnung bedeutet: 

F= Sn^fjix + ifP^) = Ap^ + ABp^n + QCp^n^ + '^Dpn'' + En\ 

A=:(an)\ B={an)\ C=(an){apY, I) = . {ap)^ E = — (ap)K 

Zusatz (1). Diese Invariantencoefficienten A, B...E sind bei Clehsch (§ 99) ausgedrückt 
durch die simultanen Invarianten von /' und y, werden aber als „verwickelt" bezeichnet. Daselbst 
finden sich auch die zweiten partiellen Ableitungen von F nach p und tt. 

Zusatz (2). Die typische Darstellung in (b) wird unmöglich, wenn Si =i -(j),7i) = 0, d.h. 

wenn ^ und ti einander proportional oder identisch Null sind. Im ersten Falle ist /*+ X(p=zfin^, 
wo X und fA gewisse Constanten sind, im zw eiten Falle sind entweder /' und y einzeln vollständige 
Cuben. oder g)=z c(f + yQ) ist eine cubische Covariante von /'. 

Zusatz (3). Das Formensystem der oben erwähnten biquadratischen Form F oder /*j 
z=f7T + (fj) lässt sich durch die simultanen Formen von /* und y ausdrücken (in der Bezeichnung 

^^" ^^^^' ./.= — 4/2^, ir= 4SU, jr=V2n^ 

tr = 2S2(p (Dti -h 0^^) — 2nt'{Jp + &7l). 

84 
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Die Gleichung jr = 12Si^ drückt eine Bedingung zwischen den 9 Coefficienten der drei 
Formen r. p, n aus, so dass nur 8 derselben unabhängig sind. Dies ist aber die Anzahl der 
unabhängigen Coefficienten in /* und y. Die Verwandtschaft der beiden Pormensysteme /", y und 
r,p, TT ist daher „so gross, wie sie ohne in Identität überzugehen werden kann" (Clebsch § 98). 

Zusatz (4). Clebsch (§ 101) benutzt diese Verwandtschaft zur Transformation dritter Ordnung 
der elliptischen Integrale, indem er die Substitution homogen macht und setzt: 

. . _ 3 . ^ _ dr ^ dr 
und dann die biquadratische Form r aus dem zu ti'ansformirenden Radikale bestimmt. 



XVI. Hauptstück. 

Biquadratische Formen. 
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Vorbemerkung. f'= a^ = b^=z , , . =z a^^x^ + 4a^x\x.^ + ßa.^x^x] + . . . 

1. Das vollständige System einer Form vierter Ordnung enthält 5 Formen [Cayley, 
Phil. Trans., 1858, und Math. Papers, n, p. 527): 

(a) Die Grundform: t — %\ 

(b) die Co Variante 4ter Ordnung: {f,ff=:(abfabl=J (nach Clebsch: H)\ 

(c) die Covariante 6ter Ordnung: (/; ^) — {a/i)aljl ^ {abf{cb)cld%^ = t\ 

(d) die Invariante 2ten Grades: (f\ fy =1 (aby ^=z i\ 

(e) die Invariante 3ten Grades: (f\ ^y z:^ (a^y =i\abY{bcY{caY^ =j. 

Zusatz (1). Die Ausrechnung dieser Formen findet man bei Bi-um-Walter (S. 315 u. 328) 
und in Caj/leys Math. Papers (11, p. 272). 

Zusatz (2). Die einzigen Klammerfaktoren, welche sich durch Ueberschiebung der drei 
Covarianten /* ^, t bilden lassen, sind (ab), (/f<^'), (aJ). Sie sind also (nach VIII) Reducenten. 

Zusatz (3). Durch Anwendung des AronJuM sehen Processes auf die fünf Grundformen 
erhält man, da ^ und /' von gleichem Grade sind: 

2. Aufstellung der Ueberschiebungen: 

(/•, ^)* = 1 //; {f, ,iY = 0, 

{t, t) = (/. tf = (t tY = {f, tf = 0, 
(t, t)' = - (/. fy.j + {t, ./f . f\ 4 {t, ty =f-l '■*, 

(t. tr = {t, ty = {t. ty = o, (^ .1)^ = (t, ^)* = (t, jf = o, 

4{/. ff = i.i -jt; i{t, jf =.yv/ - 1 w: 

Zusatz. Die Ueberschiebung (/, ty ist bis auf einen Zahlenfaktor die üiskriminante R 
von /', und ihr Quadrat R- die Resultante von /" und //. 
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3. Beziehungen zwischen den Ginindformen des Systems: 

12^2 __ ^ijp _|_ 6^3 ^ 2jP = 0, oder ^^ = —\ G{^^ " /)• 
wenn man zur Abkürzung setzt: 

Zusatz (1). Bezeichnet man die drei Wurzeln x:A = n der Gleichung 6r{x, A) = mit 
ni, tig, *<3, so kommt: 

^ V — 2 

und da jeder der drei biquadratischen Faktoren ein vollständiges Quadrat sein muss (wenigstens 
so lange R nicht Null ist): 

Die drei quadratischen Formen y, x- V' können, sobald J und n berechnet sind, nach der Methode 
der unbestimmten Coefficienten construirt werden. Sie bilden ein conjugirtes System (XI, 1.), 
indem ihre drei simultanen Invarianten identisch verschwinden. 

Zusatz (2). Obige Beziehung wurde von Caijlexj (Phil. Trans., vol. 148) zur Auflösung der 
Gleichung vierten Grades benutzt. Durch Subtraktion je zweier der letzten drei Gleichungen 
erhält man /' auf dreierlei Weisen in quadratische Faktoren zerlegt 

(w, - n^)f= ((f + X)(V> — X), etc. . . 

Die Gleichung G = ist also die L(igran(/esche Resolvente von /'= (vergl. XVn. 2.). 

Zusatz (3). Die vier linearen Faktoren von /'erhält man nach Clebsch (§ 47) als gemein- 
schaftliche Theiler von vier Systemen je dreier quadratischen Foj'men (y x). (y -^). (^ x). etc., 
oder nach Bruno -Wcdter (S. 223) als die (rational ausführbare) Quadratwurzel der Funktionaldeter- 
minanten von vier Paaren quadratischer Formen (c/- - ip), (ip — x). etc. 

Zusatz (4). Ist iJ — 0, so hat /* zwei gleiche Wurzeln, der Doppelfaktor von /* ist dann 
auch Doppelfaktor von ^ und fünffacher Faktor von t\ ist i =j = 0, so hat /'drei gleiche Wurzeln; 
ist ^/ = 0, so hat /'vier gleiche Wurzeln; ist /*=c-z/, so hat jede Seite zwei Doppelfaktoren, 
ist also ein vollständiges Quadrat. Ein Kriterium von XötJwr über die Anzahl reeller und 
complexer Wurzeln von /'findet sich bei Bruno -Walter (S. 225—226). 

U. Für die typische Darstellung durch die Substitution VH, 4. hat man 

p.f(y) = r* + ^i^rn' + ^nf + \^,iP -\A n' 

Zusatz (1). Es bilden also die Formen ?, iy, /', J, t, l das System der associirten Formen 
und obige Formel 3. bildet die typische Darstellung von l. 

Zusatz (2). Eine typische Darstellung mittelst der Substitution VII, 3. (wenn man nämlich 

et = f setzt) : 

findet sich bei Clebsch, § 88. 

5. Die Formen des Büschels i^'=i x/'+ A^/, wo x, / willkürliche Parameter bedeuten, sind 
von der 4ten Ordnung wie /' und J selbst. Bezeichnet man die Formen des Systems wieder durch 
den Zeiger F und setzt zur Abkürzung 

'~3 dx' ^^ ~ 3 a>l ' 

34* 
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wo G dieselbe Bedeutung hat wie in 3., so hat man die Formen: 

iy = xH + 2xXj + 1 XH\ j^ = G, Lj + i xA G,(xi + kj), 

Zusatz (1). ip und jy sind Covarianten der Form G in den Veränderlichen x, A, die 
erstere quadratisch, die letztere cubisch. 

Zusatz (2). Clehsch (§§ 46 und 48) löst auch die biquadratische Gleichung 

xf + kJ = oder /*: ^ = X:x. 

Aus 3. (1) folgt nämlich, wenn wie dort die Wurzeln der Gleichung G = mit n bezeichnet 
werden 



(f : x: ip = Vx n^X'.Vx ii^X : Vx — n^X, 



2 



woraus man die Verhältnisse der drei Unbekannten a, . x^x.^, x.,, also auch x^:x^ berechnen kann, 

und zwar mit vier verschiedenen Combinationen der Wurzelzeichen. Ist i? = 0, so hat auch diese 
Gleichung eine Doppelwurzel. 



XVIL Haupt stück. 

Kanonische Form und Doppelverhältniss der biquadratischen Formen. 

A. Kanonische Form. 

1. Die kanonische Form von /' hat nur gerade Potenzen. Der einfache Fall, wo die 
< 'oefficienten 1, 0, m, 0, 1 sind, führt auf das Formensystem (s. XVI): 

f=a\ = u\ -f &mx\x\ -\- x\, 
A = 2m (x'^ + xl) + 2 (1 3^//') x'^ x^, 
f = (i 9m') (x'^ xl)(x] + xl)x^x.^ = (l 9in)if.x.xp, 
/ = 2 (1 4- 3m'^) , j = Cim (1 m«). 

Zusatz (1). Diese Normalform ist nur möglich, wenn /' entweder lauter reelle oder 
lauter complexe Wuj-zeln hat. Im orsteren Falle ist m negativ, im zweiten positiv. Die Reduktion 

auf die einfachste Form x\ -\- ±\ erfordert m = 0, also 7 = (Sylvesters Katalektikante). Die 

allgemeinere kanonische Form ax\ + Gbx^^x^^ + cxl, wo a und c auch verschiedene Zeichen 

haben können, s. bei Salmon (Lessons, p. 198). 

Zusatz (2). Bezeichnet man die aus der allgemeinen Form berechneten Invarianten 
mit /'. /, und mit {rs) den Transformationsmodul, durch welchen die allgemeine Form f in obige 
Normalform übergeht, so hat man: 

{rsyi = i\ (rs)y=f. 

Zusatz (3). Ordnet man den linearen Faktoren der drei conjugirten Formen y, x- ^ 
ebenso viele geometrische Elemente (Punkte, Strahlen, Ebenen) zu, so sind diese di*ei Elementen- 
paare zu zwei und zwei harmonisch, eine für t charakteristische Eigenschaft. 



/ 
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Zusatz (4). Wie f und J, so enthält auch die Form xf + XJ nur gerade Potenzen der 
Veränderlichen, folglich lassen sich alle drei Formen in Produkte, von der Gestalt zerlegen 

(x^ — Qxl)(x^^ - axl), d. h. geometrisch gedeutet, in zwei Elementenpaare, von welchen jedes mit 

dem Paar rr^, x^ ein harmonisches System bildet. Eine Variation von x:X erzeugt also 
quadratische Involutionen (Clebseh, § 51). 

2. Erste Transformation von /' in die kanonische Form. Man zerlegt eine der drei 
Formen y, x^ ^ des Hauptstücks XVI in ihre beiden linearen Faktoren r^s^, und erhält so eine 
Form von f mit lauter geraden Potenzen: 

Zusatz. Diese Transformation liefert zugleich eine Auflösungsmethode der Gleichung 
4ten Grades und ist auf dreierlei Weisen ausführbar, entsprechend den drei Wurzeln der 
cubischen Resolvente 6? = 0. 

3. Zweite Transformation von /'. Der Quotient PJ"^ bleibt bei jeder Transformation 
auch vom Modul unabhängig und heisst deshalb absolute Invariante der Fonn 4ter Ordnung. 
Er ist aber nach 1. für die transformirte Form: 

?•« _ 2 (1 + 3m^)« 
j^ 9 m^(l m^)^' 

wodurch m^ und folglich auch die kanonische Form bestimmt ist. 

Zusatz (1). Diese Gleichung dritten Grades in m^ lässt sich durch die Substitution 

, 3i'n + 2/ 
öl n 6y 

in die Resolvente dritten Grades (XVI, 3.) verwandeln 

worin /' und / aus der nicht transformirten Form zu berechnen sind. 

Zusatz (2). Sind m und n bekannt, so findet man den Modul (rs) der Substitution 

x^ = i\x + r^y. x^ = SiX + s^y, 

durch welche die allgemeine Form in die kanonische übergeht, aus der Gleichung 

. ., _ 1 + 3m^ / _ _ _!L 
^^^^ ~ 3m(l nt^)' i' 2m' 

Zusatz (3). Die allgemeine Methode der Transformation der biquadratischen Formen in 
die angegebene kanonische Form siehe bei Salmm (Lessons, p. 150). 

Zusatz (4). Uermite {Crelle's J., Bd. 52) hat das allgemeine elliptische Integral so 
transformirt. dass in den Coefficienten des Radikals nur die Invarianten /, j und in den Potenzen 
der Veränderlichen höchstens die dritte auftritt, indem er an Stelle von x erst x^.x^ setzte und 
dann die Substitution anwandte ^/ : / ~ y. Nach der weiteren Substitution ry = jz bleibt die 
absolute Invariante als einziger Parameter. 

B. Das Doppelverhältniss. 

4. Ordnet man den vier Wurzeln von /* ebensoviele geometrische Elemente (Punkte, 
Strahlen, Ebenen) zu und bildet ihre (sechs möglichen) Doppelverhältnisse, so stehen diese mit 
der absoluten Invariante in algebraischer Beziehung {Salmoa^ Higher Plane Cun^es, no. 205). Setzt 
man nämlich / in der kanonischen Form voraus 

/•= x^^ + 6m x^x^ -h x^^. 
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SO ist das Doppelverhältniss a der vier linearen Faktoren von /" (Clebsch, § 50): 

3m -1 , ., 1 + CT 
CT = ^ — j-, also dm = 

und die absolute Invariante von /' (s. 3.) steht mit a in folgender Beziehung, wenn man der 
Synmietrie wegen mit Hennite [Crelle^ J.. Bd. 52) setzt (X = — v\w und i/ 4- y + m; =r 0, 

i^ _ .., (1 -cr+ a^f _ o {u^ + v^ + ^v^ 



(1 + <T)2 (2 - ay (1 — 2(sy (ii — vy (v — wY {w — uy 

Zusatz (1). Diese Gleichung 6ten Grades zeigt, dass die absolute Invariante sechs ver- 
schiedene Doppelverhältnisse zulässt, übereinstimmend mit dem Satze, dass man aus vi^r Elementen 

sechs Doppelverhältnisse bilden kann, nämlich (X, 1 - c, und ihre reciproken Werthe. 

Zusatz (2). Die vier Elemente fallen theilweise zusammen oder sie liegen harmonisch 
oder äquianharmonisch, je nachdem bezüglich /•'* — 6/^ = odery = oder / = 0. Bei der 

harmonischen Lage ist cr=i l, also m = und /'= x\ + x^. 

Zusatz (3). Die algebraische Beziehung für den Fall, dass f nicht die kanonische, sondern 
die Legendresche Normalform hat, findet sich bei Gordan (II, No. 183) und die Anwendung auf das 
Büschel F=:xf'i- IJ bei Clehsch (§ 50). 

Zusatz (4). Sind «, ß, y, d die Wurzeln von /* so lassen sich obige Voraussetzungen 
Uermites durch folgende Werthe von «, v, w befriedigen: 

u = (a ß)(r -d\ v^(a -r)[d ß). w = {a d)(ß ~yY 
Zusatz (5). Hennite (a. a. 0.) drückt die Invarianten der (nicht transformirten) Form 
f :=^ a^x* + 4a^x^x,^ + ... und die Wurzeln // der cubischen Resolvente (3. (D) durch seine 
Grössen u. v, w sehr einfach aus: 

2 3 

% % 

*' "^ 12 ^^*' "^ ^' "^ '^'^' J' "^ 72 ^^^ '" ^^ ^^ "~ '^^ ^^^ ~" ^^' 

ßWi = a^^iw - V), 6/<2 = ^^oO* '^)- 6^3 =r ff,j(y — u). 



XVIII. Hauptstttck. 

System einer quadratischen und einer biquadratischen Form. 

Vorbemerkung (1). Gegeben die beiden Formensysteme (s. X und XVI): 

f=al, Äj,^, (p= a^, J, t, i j. 

Vorbemerkung (2). Eine geometrische Behandlung dieses simultanen Formensystems 
findet sich bei Scdmon (Lessons, p. 198), wo auf eine Methode Bimmdes (Quart. Journ., X, 1870) 
verwiesen ist. 

1. Das simultane Formensvstem enthält 18 Formen: 

(a) Eine Covariante ßter Ordnung: t\ 

(b) fünf biquadratische Covaridnten: y, J. (<p.f) = L. (J,f) = M, (t, f)^\ 

(c) sechs quadratische Covarianten:/;(y,/) 2 z=r^;, {j,fY = x. ((f.PY^U^. (JJ'y=X. (tj'y\ 

(d) sechs Invarianten: ^/ Ayy, Af,r = {ip.fY=UfJY- ^hx = (xJV = (^^ Ph {t- n'- 
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2. Aufstellung der Ueberschiebungen: 

(a) t = (ip,J) = {aßf(rß)ylaiß^, (s. XVI, 1.); 

(b) ^ = (y, y)'' = mV /^, L = (aa)ala^, M={^a)4a^, 

{t,rf = K+..., wo K= (ipJ)ip^Jl = (V. ^/); 

(c) V = (««)'«!- X = (a^f^l Ut = (xp, f) = {^a)i}>^%, X = ix, f) = (xa)X,a^, 

(t, py = T + ..., wo T — {^>, X) = (^z)Vx3fr; 

(d) i = (y, y)^ = (aß)\ j = (y, ^Y = («^)*, 

(^. PY' = Ji/.,x + . . .. wo i? = (VZ) (^a) (za) = ^y, = (ra)«. 
Zusatz (1). Ausserdem benutzt man noch die biquadratische Covariante 

N=K- (X. if)=K - (xa)xy^. 
Zusatz (2). Die Resultante von f und ^ ist: 



2 



Zusatz (3). JR/v^ = ist die nothwendige und hinreichende Bedingung, dass y als 
quadratische Punktion von /' und g ausdrückbar ist, wo g wie /' eine quadratische Form be- 
zeichnet [Clehsch, Math. Ann., Bd. 3). 

Zusatz (4). Clebsch (§ 60) untersucht das simultane System in dem Falle, dass y durch 
die Schaar x(f + XJ ersetzt wird, und ebenso das unendlich grosse System quadratischer 
Covarianten, welche sich durch wiederholte zweite Ueberschiebungen von y und // über f 
bilden lassen. 

3. Beziehungen zwischen den Formen des Systems: 

(a) Die zweiten Ueberschiebungen von tp und x über einander: 

(b) die zweiten Ueberschiebungen von f, ip, % über 7A X, x sind Null. 

Äff Afy, Afx 



(e) Ku. = ^ 



fvx 2 



Axjff A^xj- Aij j^ 
^// ^;rv "^// 

Zusatz. Weitere Beziehungen zweiter Ueberschiebungen von je drei und vier Formen 
ergeben sich aus V, 7. 

4. Typische Darstellung des Systems durch drei quadratische Covarianten /*, xp, x- In 
diesem Falle hat man, in der Bezeichnung von Vn, 8., zu setzen: 

l=:f, m=lp, n = X, Itlmn= Hfipxl . 

dann erhält man die typischen Darstellungen in der linearen Form: 

R'f =AffT + AufX -A^/P, 

R'ip — Afx,T + A^.,rX — AyuU^, 

B'X =Af^T + A,j.xX - A^^iP; 

diejenige von y kann man durch Quadriren der Identität VE, 8. erhalten, oder einfacher in 
bilinearer Form in Bezug auf /'. ip, x und tX, (/^: 

/^y. = v^r + i(//•+3z)X A(i^p + 2jfyp. 

mit der Bedingungsgleichung fr -f ^X -x^J^=0. 
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Zusatz (1). Diese Darstellung wird unmöglich, wenn /; ^, % einen gemeinschaftlichen 
Theiler haben, d. h. wenn entweder ein linearer Paktor von /' in ip quadratisch vorkommt, oder 
wenn /' proportional einem der drei quadratischen Faktoren von t ist, oder endlich, wenn y die 

quadratische Form hat: y — \^x\ 4- /^g)". 

Zusatz (2). In diesem Falle kann man statt % die Funktionaldetenninante (/', xp)z=z -ip 
wählen, also setzen (s. VE, 8. (3)): 

; =r /; m = ^, 1* = — W, 

A = - {fA ,r ./ - ipÄf,,) , fi = -{ifjAf/ - f'Äfy) . yz=-- ip, 

und erhält dadurch aus der Identität VE, 8. die typische Darstellung von jK«/'und li-if. 

Zusatz (3).. Die simultanen Systeme biquadratischer Formen mit cubischen und 
höheren werden sehr weitläufig. Für dasjenige zweier biquadratischen Formen gibt Gordan 
(Math. Ann., Bd. 2) 22 Co Varianten (sechs von der 6ten, acht von der 4ten und acht von der 
2ten Ordnung) und 8 Invarianten, von denen aber eine 6ten und eine 4ten Grades nach Sylveskr 
reductibel sind; alle 30 Formen finden sich in Tabellenform bei Bruno -Walter, S. 362—372. 

Für das System einer biquadratischen und einer cubischen Form gibt Chindelfinger 
(Inauguraldissertation, Tübingen 1869) 44 Covarianten (eine von der 6ten, zwei von der 5ten 
und fünf von der 4ten Ordnung, acht cubische, zwölf quadratische und secÄzehn lineare) und 
20 Invarianten. Salmon (Lessons. no. 220, Note) übergeht es als das „am meisten verwickelte und 
am wenigsten interessante". 



XIX. Hauptstück. 

Formen 6ter Ordnung. 

Vorbemerkung. f:=^ a^ = a^x^^ + ba^x^^x,^ + . . . 

1. Das vollständige Formensystem einer Form 5ter Ordnung enthält höchstens 
23 Formen: 

(a) /; (/; fv = <p. (/; v) = ^^ it\ ty = i (*\ ly = ä\ 

(b) (/; /), (/; i)\ (f, i')\ (/: i')\ (/; ir\ 

(c) (</), i), (y, ly, ((/), iy. (y, ^^)^ (y, ly. (y, iY\ 

(d) (t ly, (t ^2)^ (t iy\ (t, ly, (t ^r, 

(e) (f'MY'^ (f't.iy^ 

Zusatz (1). Diese Formen sind noch nicht sämmtlich als irreductibel bewiesen. Sie finden 
sich bei Clefjsch nach Ordnung und Grad tabellarisch geordnet. 

Zusatz (2). Die 5 Formen /", y, t. i, — (/', i)^ = — (ai)'al=^j heissen „übernommen", weil 
sie den 5 Formen des vollständigen Systems 4ter Ordnung /', J, t, i, j entsprechen. 

2. Aufstellung der hauptsächlichsten Ueberschiebungen: 
(a) Die „übernommenen" Formen: 

y = {ahfalhl t = (ahf(ca)aX<^l *' = («'')'«.^.. j = " {ac)\ab){ch)bl; 
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Zusatz. Die Covariante y hat die charakteristische Eigenschaft, dass immer (f\jY=zO, 
dass also der Klammerfaktor (aj)^ immer Reducent ist. 

(b) Die drei quadratischen Covarianten: 

& = d'l = (l, t) = (lT)i^T^ = («,y), (vergl. (c)). 

(c) Die vier linearen Covarianten a, ß, y, d: 

(/; iy = a, = - {jiyj\ = (aif(aiYa.. 
-(f\i^)ö = ß, = (ia) = (ia)L, 

(t, iy = y^ + . , ., yj.z=z {t, a) = (ra)Tx, 

(t, PY=d, + . . ., rf.= (r, ß) = (Tß)Tr. 

Zusatz. An Stelle dieses d^ setzt Cl^bsch die mit demselben nahe venvandte (s. 3. (d)) 
lineare Covariante (0-, a) = {ö-aj^r. (vergl. 3. (a)(2)). 

(d) Die drei fundamentalen Invarianten: 

{L ly = Ä, (y, P)^ = B + .... (f\ lY' = C+ ... 

A = (Hy, B = (/, t)2 = (/r)2, C = (r, tY = (Tzy. 

Zusatz (1). B und G sind die Anfangsglieder in der vollständigen Entwickelung. 

Zusatz (2). A, jB, C sind von den Graden 4, 8, 12. 

Zusatz (3). Die Diskriminante von /* ist vom 8ten Grade: J = A^ — 64jB. 

Zusatz (4). Die Ausrechnung von A. B. C, J findet sich hei Bruno-Walter, S. 316—319. 

(e) Die schiefe Invariante (f'-t. *^^* wurde von Hermite (C. and D. Math. J.. vol. 9, 1854) 
entdeckt. Sie enthält 90 Lettern, die sich auf 45 Klammerfaktoren vertheilen. und ist vom 18ten 
Grade. An ihrer Statt führt Hermite das folgende ihrer Glieder ein: 

B = {It) (ra) {ia) = — (va) (tß) ^ (^, a^ = (^a)^. 

Zusatz (1). Die schiefe Invariante mit ihren 967 Gliedern wurde zuerst von Sahnon (Phil. 
Trans., 1858) berechnet. Sie findet sich in Fiedlers Ausgabe der Lessons in abgekürzter Form 
(S. 295—300) und bei Brum- Walter (S. 320—327). 

Zusatz (2). Die Entwickelung aller 19 Covarianten findet man in den Tafeln von Bruno- 
Walter (S. 328—355) und mehrere derselben bei aSoZ/mo« • (Lessons, p. 206—215). Eine Zusammen- 
stellung aller 23 Formen hat Cayley im 11. Bande (p. 273—303) seiner Math. Papers gegeben. 

3. Beziehungen zwischen den Formen des Systems, 
(a) Die sechs simultanen Invarianten von «, ß, y, 6: 

{ßa) = M= (iay = 2 AB - 36', 
(ya) =. N= (Tay =^^AC~^B^ 

(dß) = P= {xßY = BM~ )^AN. 

{ad) = {ßy) = R. (dy) = ^Ma 

Zusatz (1). M, N, P sind bezüglich von den Graden 12, 16. 20. 

Zusatz (2). Benutzt man eine fünfte lineare Covariante (,>,«) z=f, die Clehsch (§ 75) 
mit 6 bezeichnet (s. 2. (c)), so hat man noch die Beziehungen: 

(eß) = ^(NA MB). {sy)^\(NB-^MC). 

35 
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(b) Die Quadrate von a, ß, y. S, •>, R: 

Mi = ^Act" + f, Nt = icV + y\ Pt = \cf + 6\ 

2 2 2 2 

■ Zusatz (1). Ist also M=N=^0. so ist identisch a^ =^ ßx^= yx^O, 7? = 0, ^ = 0. 

Zusatz (2). Nach Sf/lvestcr und CW^/e'?/ (Phil. Trans.. 1864 und t867) kann man die drei 
fundamentalen Invarianten Ä, B, ü als veränderlich betrachten und jeder Gmppe eine Form 
5ter Ordnung zutheilen. Die Gleichung 7i- r= 0, in den Coordinaten A, B, C stellt dann eine 
Fläche dar, welche die Formen 5ter Ordnung mit reellen und complexen Coefficienten von ein- 
ander trennt, so dass die Punkte (ABC) auf der Fläche selbst reellen Formen entsprechen. Die 
Punkte auf der reellen Seite der Fläche werden von Sylvester in drei Räume getheilt, entsprechend 
den drei Arten reeller Formen bezüglich mit vier, zwei und keiner complexen Wurzel (vergl. 
Salnmfs Lessons. §§ 237—243). 

Zusatz (3). Hermite {('ompt. Rend., 1866) hat die schiefe Invariante auch durch die 
Wurzeln der Fonn 5ter Ordnung ausgedrückt, ähnlich wie bei der Form 4ter Ordnung PCVII, 4.). 

(c) Weitere Beziehungen bilden die ersten und zweiten Ueberschiebungen von i, r, x^, die 
von Gordan (II, S. 252) durch die fundamentalen Invarianten dargestellt werden. 



XX. Hauptstück. 

Typische und kanonische Darstellung der Formen 6ter Ordnung. 

1. So lange nicht 31 = N =i (s. vorhergehendes Hauptstück), hat f vier lineare 
Co Varianten a, ß, y, d, von welchen man beliebige zwei als Veränderliche der typischen Dar- 
stellung benutzen kann, wobei immer die Coefficienten constant, also Invarianten werden. Man 
hat z. B. nach VH, 2, und 3., die beiden Ent^vickelungen (vergl. Cayley. Phil. Trans., 1867): 

Zusatz (1). Die Coefficienten Ar sind von Cayley und Hermite berechnet w^orden und 
finden sich abgedruckt bei Bnino -Walter, S. 256, die Br finden sich bei Cleb^ch, § 94. Gordan 
(II, S. 256) hat die Ar durch Einfülirung der simultanen Invarianten 31, N, P (s. oben XIX, 3.) 
und der Abkürzungen 

). = B Ia^ f,=.^-N^^AM+~kB 

in folgender gedrängter Gestalt ausgedrückt, wo die A. B, C, R (ohne Zeiger), wie in XK, 2,, 
die Invarianten der Form f bedeuten: 

A, ^ ilP + \ AM{A N -~ Bj\I) -\-\a^[IP - ^M) , 

^ 4: 

^ = AMR \^/.AU{. A. = ^ M{AN BJM)^^A(IP -fiSf), 

4 2 2 

A., rr (jf + i / A)n. A^=-. (1 M + ;. p, A,, = - X n. 
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Zusatz (2). Verschwindet die' fundamentale Invariante JB=(/, t)^ = 0, so nimmt diese 
typische Darstellung die Brioschische Normalform an, in der die geraden Potenzen von «fehlen: 

-3.4'C'./ = 9C'a' + 606''aV'+ 180C'a /' — 64 7?/. 

Eine elementare Ableitung dieser Briosclu sehen Form gab Goräcin (Math. Ann., Bd. 28) 
(vergl. Theorie d. Gleichungen, VIII, 19.). 

Zusatz (3). Auch die Covariante j lässt sich durch die linearen Covarianten a^, dj, 
typisch darstellen (mit Weglassung der Zeiger x)\ 

m 'j = d» + I Bd^a + \ AGda^ + i C{M + \ AB)a\ 

!i 4 2 4 

= (ß ;%«) (d m.^ct) (d w^^a) , 
wo die m die drei (verschiedenen) Wurzeln von j sind. 

2. Aus der letzten Formel folgt die kanonische Darstellung von /' durch drei 5te 
Potenzen, wenn die drei Wurzeln m der Gleichung y == verschieden sind {Sylvester, 1851): 

/• — i, [6 mj af + k^ (d m^ «)•' -r h^{d - m^ «)\ 

wo die k aus folgenden Gleichungen zu bestimmen sind: 

{k, +k, +k,)R'= -if: «•^)\ 

5(^1^1 + hni^ + k^m^)I{^= - (/', aM)\ 

10{k^m; + h,ni^ + k^inl)ie ^ (f\ a'd''y\ 

und die drei 5ten Ueberschiebungen durch die Invarianten A, B, C, R ausgedrückt werden können 
(s. Gordan. ü, S. 257). 

Zusatz (1). Bei Clebsch (§ 95) hat d eine andere Bedeutung, nämlich in der hier an- 
gewandten Bezeichnung (i>, a) — — d -aB (vergl. XIX. 2. und 3,). 

Zusatz (2). Die cubische Gleichung wird von Sylvester als Kanonizante bezeichnet, weil 
sie die Grundlage der kanonischen Darstellung bildet. 

Zusatz (3). Obige kanonische Form lässt sich durch lineare Substitution auf folgende 
Form mit nur zwei wesentlichen Parametern bringen 

f=B,u' + B,v-^ B,{u+ vy. 

Durch diese Coefficienten B^, B2. B^ lassen sich umgekehrt die Invarianten A, B. C. R 

ausdrücken (s. Bruno -Walter. § 13). 

• 

3. Hat y eine Doppelwurzel, verschwindet also ihre Diskriminante 6'=(r, r)* = 0, so 

ist nach 1. (3): 

R^ .j = d'(d + V, Ba) = d' - q. 

Jetzt lässt sich /' nicht mehr durch lauter 5te Potenzen darstellen, wohl aber in der 
Normalform von Bring' (1186): 

6R^'f'= Bd'^ + 5 Bd^q — 4 -4^^' 

Zusatz (1). Durch die Substitutionen 

4 

bB= 4^^.«, q = dtV^i 

geht die J^Ww^'sche Form in die von Uermite über (s. Theorie d. Gleichungen VIÜ. C. 17.): 

t^ t 1-^ = 0. 

vT« 

„Doch ist für den algebraischen Theil der Untei'suchung eine vollständige Darstellung für 
jetzt noch nicht möglich *' (Clebsch, § 90). 

Zusatz (2). So oft C=0 ist, ist auch die lineare Covariante q ein gemeinschaftlicher 
Paktor der Covarianten / und j. 
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4. Zerfällung von f in Paktoren in speciellen Fällen, die zugleich Aufschluss gibt über 
die algebraische Auflösbarkeit und die Anzahl gleicher Wurzeln von /*=0: 

(a) E = 0, also JP •/=: «(r,a^ + c^a^ß' -f c^ß^), 

oder .V-' -1 = a(d^a^ -^ d^ a^y' + d^ y^) , 

wo die drei Coefficienten berechnet werden können, indem man die Gleichung auf drei ver- 
schiedene Weisen überschiebt und alle so entstehenden Ueberschiebungen durch die bekannten 
Invarianten und Covarianten ausdi-ückt. ähnlich wie in 2. (vergl. Gordan, n, S. 270). 

Zusatz. Der Quotient /*:«==:() gesetzt wird also hier zu einer quadratischen Gleichung. 

(b) a,=:0, also J/=iV= 7^ = 0; aber C sei nicht Null (vergl. XIX, 3.). Dann lässt sich 
/"zerlegen in ihre cubische Covariante y und deren Hesse siche quadratische Covariante r: 

f = e>j'T. 

(c) «^ = und B =^ C = 0, dann muss auch ent\veder Ä oder j verschwinden. 

Ist yl = 0, also auch die Diskriminante // = 0, undy^O, so istjf = ^^ ein reiner Cubus 
und /■ kann auf die Form gebracht werden, wo q und a lineare Formen sind: 

ist aber 7 = 0, ^^0 (also auch J^O), so erhält /' die binomische Form, wenn a einer der 
beiden linearen Faktoren von l^iq-a ist: 

(d) «x^^O, A = B=C—{),j=:0, also auch i = (f\f)^ = 0; jetzt kann /* auf die Form 
gebracht werden f=Q^-a, wo q und a. wie oben, lineare Formen sind (vergl. XU, !•). 



XXL Hauptstück. 

Formen 6ter Ordnung. 

Vorbemerkung (1). f=^ a" = a^^x^^ + (ia^x^^x.^ + . . . 

Vorbemerkung (2). Die Bezeichnungen k, I s. unten !• (b) u. (c). Bei CUhsch steht i statt*. 

1. Das vollständige System enthält folgende 26 Formen: 

(a) 5 Invarianten von den Graden 2, 4, 6^ 10, 15: 

(b) 6 Covarianten 2ter Ordnung von den Graden 8, 5, 7, 8, 10, 12: 

(ak)'ai = l (k, If = m, (f\ f)\ (i, f)\ (/-, f)\ (if] /;), ff. 

Zusatz. Als Hilfsformen werden der Covariante {k, l)^ = m noch die folgenden quadratischen 

Formen angereiht: 

(^^ wY = n, (/:, n)- — q, u. s. w. 

(c) 5 Covarianten 4ter Ordnung von den Graden 2, 4, 5, 7, 9: 

(/: fY = k. (f. ly, (k ih (/: /^)^ {if. *), J')'\ ' 

(d) 5 Covarianten ßter Ordnung von den Graden 1, 3, 4, 6. 6: 

/: (t\kY=p. ifJl {if,k)M), ((/-,*),/)'; 



t^n^ 
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(e) 3 Covarianten 8ter Ordnung von den Graden 2, 3, 5: 

(/; /)2 = H (nach Clebsch), {f, *), (//, l)\ 

(f) 2 Covarianten bezüglich lOter Ordnung 4ten Grades, und 12ter Ordnung 3ten Grades; 

{Ilk)=S. {Ilf)= -T. 

Zusatz (1). Zur Aufstellung dieser 26 Formen bedient sich Gordan (11, S. 275) eines 
Hilfssystems von 10 Formen, welches die ersten drei Potenzen von (ak) umfasst, also relativ 
vollständig ist in Bezug auf den Modul (aky, und mit der quadratischen Covariante l über- 
schoben wird. 

Zusatz (2). Dieses Formensystem findet sich nicht in den Tafeln der deutschen Ausgabe 
Brtows. Fünf dieser Formen finden sich in Caijleys 3** Mem. (Math. Papers, ü, p. 314—315). 

2. Aufstellung der hauptsächlichsten Ueberschiebungen: 

(a) Die 5 Invarianten: 

A = (abY, B = {h k')\ c = (kky {kky {k'ky, (/; ly = 2D + . . . , ((/; *) , i^r = C'R, 

• D = (/, ny, R = (Im) (In) (mn), 

Zusatz. Dabei ist c ein Zahlenfaktor und R eine schiefe Invariante vom 15ten Grade. 
Sie wurde zuerst von Salmon berechnet und in der zweiten Auflage seiner Lessons veröffentlicht, 
wo sie 13 Seiten füllt, während sie in der deutschen Ausgabe auf 8 Seiten zusammengedrängt ist. 

(b) Die (>o Varianten 2ter Ordnung: 

l = (akyal m = (k, If = [kl^kl n = (kmyicl = {kl)'' (kkyk'J. 

(/-, l^ = 2n - ^^Bl + ^Am, {k Pf = - v. (/', P)' = 2fi- ^Av, ((/; *) , Pf = 2A + . . . , 

X z=^ (ni, n), ju = (n, /). v = (/, m). 

(c) Die Covarianten 4ter Ordnung: 

k = (/-, /y = {ah)'d% (/: If = 2J + ^A.k. wo ^ = (i, k)'\ u. s. w. 

Zusatz. Die Covariante k hat die charakteristische Eigenschaft, dass immer (f,k)^=^0, 
so dass der Klammerfaktor (ak)^ Reducent ist. 

(d) Die Covarianten 6ter Ordnung: 

f= «', Ap = A' (/; k)' = Bf ~ 3lk + 3(if, 1)\ ff\ u. s. w. 

(e) H={ahfa*h\ u. s. w. 



(f) T = {aVf(ch)a\hlcl. u. s. w. 

3. Beziehungen zwischen den Formen des Systems: 

(a) Zwischen den quadratischen Formen l, m. n. q. . . .besteht eine lineare Beziehung 

q = - Jim + - Ol. 

in der man diese Formen der Reihe nach cyclisch vertauschen kann, so dass jede durch die zweit- 
und dritt-vorhergehende ausgedrückt ist. 

(b) Die sechs simultanen Invarianten von ?, /«, n lassen sich durch die Fundamental- 
invarianten ausdrücken, wie folgt: 

Au=2C+^AB, Ai,. = ^^(B' -{-AC), Afn = A^„, = D, 
A^n = ^B^ +la^ + iABCr Ann = ^ BD + ^^ B^C +^^AC^, 
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(c) Die schiefe Invariante R und ihr Quadrat lassen sich ausdrücken durch die Ueber- 
schiebungen der drei quadratischen Formen /, m, w, mittelst der Formeln X, 4. (3), wenn man die 
dortigen /', y. ip\ ^i. 0-^, i>^ bezüglich durch /, m, n\ A, |i*, v ersetzt. 

(d) Eine Beziehung zwischen den drei quadratischen Formen l, m, n und ihren sechs 
simultanen Invarianten ergibt sich unmittelbar aus V, 7., wenn man /. m, n tm Stelle von 
/', (f, ip setzt. 

(e) Die zweiten Ueberschiebungen von ^t=i(k,kY über l, m, n ergeben: 

Zusatz (1). Für den Specialfall / = a^ y gibt GorcUm (H, § 28) eine Reihe von Be- 
ziehungen zwischen der linearen Form «^ und a, ./, k, h sowie zwischen den fundamentalen 
Invarianten A, B. G, von denen die folgende die Diskriminante darstellt, in der aber zur Ab- 
kürzung .4, an Stelle von '^jr.A steht: 

\2Ä\ 'MA\B -20^;r;+ XbA^li' + 121^6*+ 97)=r0. 

Zusatz (2). Die Diskriminante der allgemeinen Form 6ter Ordnung wurde zuerst von 
Briosehi {Crelle^ J.. Bd. 53) entwickelt. Sie ist vom lOten Grade und enthält über 200 Glieder. 



XXII. Hauptstück. 

Typische und kanonische Darstellung der Formen 6ter Ordnung. 

1. Benutzt man die drei quadratischen Covarianten L m, n (von denen nur zwei 
unabhängig sind, vergl. XXI, 1.). so hat man, gemäss VII, 8., die folgende typische Darstellung, 
die nach /. m, n homogen vom dritten Grade ist: 

m^t^^ 2{m, w)2f/M/; m)iY - Imif, Iny + mn(t\ ly nl(f\ mt)^\ 

— ^ 2(n, HY[l'{t\ m^Y — 2lm(t\ Imy + m^(f\ l^Y 

worin jedes Summenzeichen eine cyclische Vertausclmng der Lettern l, m, n andeutet und sich 
also auf drei Glieder erstreckt. Die durch diese cyclische Veitauschung auftretenden sechs 4ten 
Ueberschiebungen sind linear in den Covarianten /. /», »:' 

(/; l»)* = 1 ^67 + jl C + 1 AsYm + I 5«, 
(/; mr =- (^ 2^* + ^ ÄC\ l -^ Cm + | -B«. 
(/; ,«„)^ ='ji Bö + 1 7)h + ji jys + i ^CJ /« - I (Jh. 
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Zusatz. Betrachtet man diese typische Form von /*=0 als Gleichung einer ebenen 
Kurve dritter Ordnung in den Coordinaten l m, n und folglich die identische Beziehung XXI, 3. (d) 
als Kegelschnitt, so siijd die sechs Wurzeln der Form 6ter Ordnung /*= dargestellt als Schnitt- 
punkte der cubischen Kurve mit dem Kegelschnitt. 

. 2. Die Darstellung durch /, m, n wird unmöglich, wenn Ei„^n = 0. In diesem Falle kann 
man als die drei Veränderlichen wählen /, m, v = (/, m) und die in VE, 8, (3) angegebenen Sub- 
stitutionen vornehmen. Nach der dort angegebenen Elimination von v erhält man also eine Dar- 
stellung von der Foi'm: 

Zusatz. Die drei Wurzelpaai*e der Gleichung f=^ stellen in diesem Falle drei Elementen- 
paare einer Involution dar, deren Doppelelemente durch die linearen Faktoren von v bestimmt 
sind {Salmon, Lesson XXI). 

3. Sind ^ — jy = C = 0, aber D und li nicht Null, so hat man auch 

A-u ^= Aifn = Ainn ^^^ Ann ^^ ^» 

und folglich die beiden tj^pischen Darstellungen: 

'2 
Zusatz. Da wegen An ^= Ann=^0 sowohl l als auch n reine Quadrate sind, so kann man 

setzen l = x^, m == xy, n =^ — - y^, also 

— 4l)^'f'=y(f ~6I)x% 

Der lineare Faktor y ist Wurzel von n und der Faktor 5ten Grades ist binomisch, so 
dass die Gleichung /' == Ü algebraisch lösbar wird. 

4. Es sei JB. = und A =\ (A,,A — Ä')=^0. 

Diese letztere Bedingung kann auf folgende drei Arten erfüllt werden (Gardan, n, S. 308— 318): 

(a) Die zwei quadratischen Covarianten l, m, also auch die diitte n haben einen linearen 
Faktor «^ gemeinschaftlich: 

Dann ist auch /'= (a:,)».^; und umgekehrt. 

(b) Die drei quadratischen Formen /. m, n sind einander proportional: 

n =^ Q »m = Q^ '1\ 
dann hat l^=:ajcßx zwei verschiedene lineare Faktoren und /'hat eine der drei Formen: 

/■== («j' • ». f= ^Jx ' ^' f'= %yi + ^'i .Vi Vi + ^2^2 ; Vx ^ («xA Vi == (ßS- 

(c) Eine der drei quadratischen Covarianten verschwindet; dann verschwinden alle drei 
l z= m = w =r 0. und man hat für /•: und /' gleichzeitig entweder : 

oder: h — (a^Y, f= [a^Y • X 
Zusatz (1). Darin sind die Formen /, y, ip bezüglich von den Ordnungen 2, 3, 4. 
Zusatz (2). In allen drei Fällen ist die Gleichung / = algebraisch lösbar. 
Zusatz (3). Ueber die Oktaederform von /' im Falle h= {f,fy = siehe XU. 

6. Ist A = C = 0, so geht f—(fl durch eine lineare Transformation über in: 

y = $«'• + b^^f + \bl'f]* - \Z'^f ^ bri\ 

^_iV^^Wn ^_ 127^ 
?~ 2^ ' ^~Bn/~~m)' 

Dabei ist, wie im vorigen Hauptstück, ^ = (n, /), und B, D, R sind Invarianten von /'. 
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Zusatz (1). Die Gleichung (f = ist nicht algebraisch lösbar, lässt sich aber durch die 
lineare Substitution: 

wo u*=ik, V* = X die Moduln der elliptischen Funktionen sind, in die Jacobische Modular- 
gleichung für die Transformation 5ter Ordnung überführen {Clebsch, § 114): 

v^ + 4tr'</' -h bu'V* — bu*V' — 4iUv - u^ = 0. 

Zusatz (2). Gordan (II, S. 319) betrachtet auch den Specialfall, wo die Invarianten- 
relation besteht: 

7 Q 

in diesem Falle lässt sich /'= a\ transformiren in 

und (f hinwieder in die Brioschi'sche Multiplicatorgleichung (Clebsch, § 115) 

^6 — A:s^ + 2b6k^k'^js + 1) = 0. 

6. Die Transformation der allgemeinen Form 6ter Ordnung in die kanonische Form: 

?«*' -f- v^* + w^ + ku^v^w^ 

bietet nach Scdinon (Lessons, art. 174) Schwierigkeiten, welche noch nicht überwunden sind. Dagegen 
gelingt die Umformung von /*==a^ in folgende Gestalt: 

u^ + v^' + iv^ + kuviv(u — v) {v — w) (w w), 

wo A der Bedingung 4ten Grades genügen muss: 

i_ 1/ 3 « 

= 0. 
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Zusatz (1). 'Soll also die kanonische Form aus drei 6ten Potenzen bestehen, d. h. A = 
sein, so muss zwischen den Coefficienten obige Bedingungsgleichung bestehen. 

Zusatz (2). Salmon (Lessons. art. 246) schlägt folgende allgemeinere kanonische Form vor 

und berechnet mehrere ihrer In- und Covarianten. 

Zusatz (3). Die Systeme von Formen höherer Ordnung als der 6ten sind noch nicht 
vollständig bestimmt. Einige Invarianten und Covarianten der Formen von den Ordnungen 7, 8, 9 
und 12 finden sich in Cayleys 3^ Mem. (Math. Papers, n, pp. 315—319) und in Fiedlers Ausgabe 
von Scdfnon's Lessons (2. Aufl., S. 357—360), Formen 7ter Ordnung wurden behandelt von Krey 
(Dissertation, Göttingen 1874) und vollständiger von Gordan (Leipzig 1875), diejenigen 8 ter Ordnung 
von GaU (Math. Ann., Bd. 17). Cayky (Math. Papers, II, pp. 280—281) gibt für die Formen 7. und 
8. Ordnung zwei Tafeln mit der Anzahl Glieder von gegebenem Grade und Gewichte, und Sylvester 
(Amer. J. of Math., vol*. 2, 1879) eine ähnliche, für die Formen der ersten zehn Ordnungen. 



XI. -A^bschnitt. 



Theorie der Substitutionsgruppen. 

(Caiwhys Exercices. 1844, t. 3; Serrefs Alg., 11; Jordans Trait^, Netto.) 



Vorbemerkung (1).. Die Theorie der Gruppen zerfällt in zwei Theile, diejenige der 
Substitutionsgruppen und die der Transformationsgruppen. Die erstere befasst sich mit 
discontinuirlichen Umformungen, indem je zwei Substitutionen endlieh von einander verschieden 
sind, die letztere mit continuirlicheji, indem jede Transfonnation von einer gewissen anderen der- 
selben Gruppe unendlich wenig verschieden ist. . ' 

Vorbemerkung (2). Die Theorie der Substitutionsgruppen wurde von Abel (Grelle s J., 
Bd. 1, 1824) und Cmichy (Ex., 1844) begründet und hauptsächlich von Gdois und Jordan bis zu 
einem gewissen Grade ausgebildet, mit beßonÄrer Rücksicht auf die Auflösbarkeit der algebraischen 
Gleichungen. 

Vorbemerkung (3). Die Theorie der Transformationsgruppen Stammt von Sojjhm Lie 
und ist noch im Werden begriffen. Lie betrachtet nur solche Transformationsgruppen, welche sich 
durch ein System von Differentialgleichungen definiren lassen und theilt dieselben ein in endlich- 
und unendlichcontinuirliche,. je nachdem das vollständige Lösungssystem eine endliche Anzahl 
willkürlicher Parameter oder willkürliche Punktionen enthält. Er beschränkt dann seine Unter- 

» 

suchungen wieder auf die ersteren. Eine Gruppe mit /* wesentlichen Parametern nennt er 
r-gliederig, und vergleicht die eingliederigen mit den C'yclen der Substitutionstlieorie. Ist der 
Parametel- unendlich klein, so heisst die Transformation infinitesimal. 

Die Transformationsgruppen spielen eine ähnliche Rolle bei der Integration der Diffe- 
rentialgleichungen, wie die Substitutionsgruppen bei der Auflösung der algebraischen 
Gleichungen. 

Lie hat seine Entdeckungen auf dem genannten Gebiete zuerst veröffentlicht in den Ab- 
handlungen der Ges. d. Wiss. zu Christiania (1870 bis 1884), in den Götting. Nachrichten (1872. 74), 
femer im Archiv f. Math., Christiania (1876 u. s. w.), in den Math. Annalen (Bd. 5—25) und 
schliesslich in den zwei ei»ten bis jetzt erschienenen Abschnitten seiner Theorie der Trans- 
formationsgruppen (1888—1890). • 

I. Hauptstück. • 

Definitionen. Ordnungszahl. 

1. Bezeichnet man die n\ Pennutationön der m Elemente a, Jk c, . . . durch ^o. Jj, A^ 

so heisst das Symbol: 

IÄr\ Ihcd . . .\ bcd . . .) 

\.4^)/ \a hc .'. .} (ahc . . . 
Substitution, und bezweckt die Ueberfühi-ung der Permutation Jo i^ ^i^ Perrautation Ar. Die 
erstere .4o heisst der Nenner, die letztere .4^ der Zähler der Substitution, beide heissen Glieder 



[Qauchy. p. 152). 

30 
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Zusatz (1). Die Substitution bleibt ungeändert, wenn man ihre Elemente so permütirt 
dass die übereinanderstehenden nicht getrennt werden, und wenn man die übereinanderstehenden 
gleichen Glieder wjeglässt. Im letzteren Falle ist die Substitution auf die einfachste Form gebracht 
(Cauchj. p. 153). 

Zusatz (2). Eine Substitution, die aus zwei Amben derselben Elemente besteht, heisst 

m 'i.« ' * lah\ 

Transposition, wie U . 

Zusatz (3). Eine Substitution, die aus zwei gleichen Pennutationsformen besteht, heisst 
A 



identisch, wie I .'"j^l. * 



2. Aus jeder Permutationsfonn von n Elementen kann man n ! Substitutionen bilden, 
indem man dieselbe zum gemeinschaftlichen Nenner aller n\ möglichen Permutationen macht, wie 



[a\ [i\ Öl- 

\-^o/ \^o/ \-^o/ 



3. Die Anwendung einer Substitution wird symbolisch durcli Multiplikation dargestellt, 
wiederholte Anwendung also durch Produkte und Potenzen, je nachdem die Substitutionen 
ungleich oder gleich sind. 

Zusatz (1). »Diese symbolische Multiplikation ist im Allgemeinen nicht commutativ, d. h. 
die Faktoren sind nicht vertauschbar. Der rechts stehende Faktor wird nach Cauchy (jd. 153) 
„gewöhnlich" als der erste (als Multiplikand) betfhchtet, wie bei Quaternionen, so dass das 
Aufheben der Zähler und Nenner von links unten nach rechts oben geschieht, z. B/. 



(11 (t) = (D- 



Dieselbe Ordnung wird von Serret (Alg., n, no. 405) befolgt,, die umgekehrte hingegen von 
Jordan (Traitö, p. 21), von Dijck (Math. Ann., Bd. 22) und Netto (S. 24). 

Zusatz (2). Ein Produkt von Substitutionen U, F, TT, . . . deren Reihenfolge gegeben ist, 
ist immer eindeutig, indem 

ijvw= iJ{rw) = {UV) w. 

Zusatz (3). Aus ( V j ^3 = ^4 folgt durch Division (Cauchy, p. 154): 

Zusatz (4). Da y/\ {/\ = 1 ist, wo die zweite Substitution die Umkehrung der ersten 

genannt wird, so hat man die Umkehrung von S durch S-^ bezeichnet. Es bedeutet also S-*' 
die r malige Anwendung der Umkehrujig von S. so dass z. B. S''-iS'-'^ = S** = 1 (Cauchy, p. 165). 

4, Die wiederholte 'Anwendung derselben Substitution auf eine Permutationsform mus5, 
hinreichend fortgesetzt, dieselben Permutationen periodisch wiedererzeugen. Die kleinste Zahl r, 
welche die Substitution S zu einer identischen macht, so dass S'=l, heisst die Ordnung der 
Substitution oder die Periodicität {Cauchy, p. 157). 

Zusatz (1). Jede Substitution ist also eine „Wurzel der Einheit" {Cayley, Amer. J. o| Math., 
vol. 1, p. 51). Die Substitution &'=:1 heisst Hauptsubstitution (Weber). Ist die Ordnungszahl 
j/rrz^)« die Potenz einer Primzahl i>, so heisst die Substitution primitiv (Cauchy, p. 182). 

Zusatz (2). Man hat also' 
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Zusatz (3). Die Glieder der periodischen Reihe S\ S-, . . . S'^'sind sämmtlich von einander 

verschieden, folglich sind 

S\ S^\ S^\ ... 

die einzigen Potenzen von S, welche gleich Eins sind. 

5. Ist S von der rten Ordnung, also 5»'= 1, *so ist S" von der Ordnung p.e. wo'ö den 

grössten gemeinschaftlichen Theiler von fA und v bezeichnet, so dass S^ = 1 (vergl. unten n, 3.). 

Zusatz (1). Ist also r eine Primzahl, so sind alle Potenzen* von S von der vten Ordnung. 
Zusatz (2). Sind fi und r/elative Primzahlen, also ö=l, so ist die Substitution S in 

der Reihe der Potenzen enthalten: 

S^, S'^ S^^ . . . 

6. Eine Substitution heisst cyclisch oder Cyclus oder Circularsubstitution . wenn sie 
sich so ordnen lässt, dass Zähler und Nenner dieselben Elemente in derselben Reihenfolge 
enthalten, nur um eine Stelle verschoben. Der Cyclus heisst fortschreit-end oder rück- 
schreitend, je nachdem an Stelle des letzten Elementes das erste tritt oder an Stelle des ersten 
das letzte. Der fortschreitende Cyclus wird oft durch eine einzige Permutation bezeichnet 
(Gauchy, p. 157): ^ • 

C = I r ■ ' * 7,7) =^ {ahc . . . kl) =^ (bc . . . la) =^ . . . 

Zusatz (1). Die Ordnung einer cyclischen Substitution ist gleich dej Anzahl der zu ver- 
setzenden Elemente (s. 4.). Eine einfache Transposition» ist also ein Cyclus von der zweiten 
Ordnung, die identische Substitution ein solcher erster Ordnung (CkiHchy, p. 161). 

Zusatz (2). Eine Transposition ist identisch mit ihrer Umkehrung: (ah) = (ha). 

7. Geometrische Deutung. »Betrachtet man die algebraischen Elemente a, b, . . . als 
Punkte oder Plächenstücke auf einer Kugel, so kann man eine Substitution S als eine Folge von 
Drehungen um gegebene Centralaxen oder von Spiegelungen an gegebenen Centralebenen auf- 
fassen (Klein, Math. Ann., Bd. 9, 1816^ Jordan, Crclle^ J., Bd. 66 u. 68). oder endlich als Strömungen 

• in Polygonen, in denen verschiedene Substitutionen durch verschiedene Farben angezeigt werden 
(Cayley. Amer. J. of Math., vol. 1, 1878). 

Zusatz (1). Die Substitutionen als Drehungen aufgefasst, lassen sich analytisch durch 
die Hamilton sehen Quaternionen darstellen. 

Zusatz (2). Klein (\lorles. über d. Ikosaeder, S. 26) nennt die durch folgendes Schema 
dargestellten 60 Drehungen 

5-, S."TS», S^ll Sf^TS'U. (ii,y = 0, 1, 2, 3, 4) 

die Drehungen der Ikosaedergruppe, weil man durch Anwendung derselben auf ein gleich- 

2 11 
schenkeliges sphärisches Dreieck mit den Winkeln -n, -n, -^n bei geeigneter Wahl der drei 

O ö ö 

Axen von S, T, U und bei der Annahme 

S^=zl, T>z=l, W=i 

die ganze Kugeloberfläche in 60 congruente Dreiecke theilen kann, welche in den 12 Ecken des 
der Kugel eingeschriebenen Ikosaeders zu je 5 zusammenstossen. 

Zusatz (3). Die Maschen eines solchen geschlossenen Polygonnetzes kann man als 
einzelne Blätter einer Biemann sehen Fläche betrachten (Klein und Dyck, Math. Ann.. Bde. 14 u. 20). 



m 



>t 
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IL Hauptstück. 

Zerlegrung. Klassen. 

1. Jede Substitution lässt sich in einen oder mehrere Cyclen von verschiedenen Elementen 
zerlegen. Im ersten Falle heisst die Substitution einfach, im zweiten zusammengesetzt. 

Zusatz (1). Die Anzahl dieser cyclischen Paktoren ist noch nicht durch eine allgemeine 
Formel ausdrückbar. Wohl aber hat Schrocder {Gruncrfs Archiv, Bd. 68, S. 353) in einer längeren 
Abhandlung eine Formel in Gestalt einer vielfachen Summe aufgestellt, duroh welche die Anzahl 
Substitutionen bestimmt wird, welche in .eine gegebene Anzahl Cyclen zerfallen. 

Zusatz (2). Lässt sich eine Substitution von w Elementen in mj. Cyclen von der Ordnung n^, 
in ni^ Cyclen von der Ordnung %, u. s. w. zerlegen, so ist immer: 

Sind alle ny^ — n^=: ... einander gleich, so heisst die Substitution regelmässig, sonst unregel- 
mässig. In jedem Falle lässt sich eine Substitution als das Produkt einer Reihe regelmässiger 
Substitutionen^ betrachten [Canehy, p. 162). 

Zusatz (3). Die cyclischen Faktoren sind unter einander vertauschbar. 

2. Die Ordnung einer Substitution ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der 
Ordnungen ihrer Cyclen {Cauchf/, p. 202f. 

Zusatz. Also ist die Ordnung einer regelmässigen Substitution gleich der Ordnung 
eines ihrer cyclischen Faktoren. 

3. Ist S eine regelmässige Substitution von dei^ Ordnung r, so ist S'" wieder eine regel- 
mässige Substitution von der Ordnung i^: ö, w^elche alle Elemente von S umfasst. Dabei ist ß der 
grösste gemeinschaftliche Theiler von fi und i^ \Cduchy, pp. 206—208). Vergl. oben I, 5. 

Zusatz (1). Ist also v^^p-^ die Potenz einer Primzahl p und p^ die höchste in ju auf- 
gehende Potenz von p. so ist 6=:p'J. 

Zusatz (2). Ist also S primitiv, so ist es auch S". 

Zusatz (3). Jede Potenz enies Cyclus ist also eine regelmässige Substitution und um- 
gekehrt (Serret. Alg., 11, no. 411). 

4. Ist die Ordnung einer gegebenen Substitution S gleich v^^p'^q^ , . ., wo-^?, q , , . Prim- 
zahlen sind, so lässt sich/S zerlegen in das Produkt von primitiven Faktoren der Ordnungen 
j>", q^. . . . (vergl. oben I. 4. und 6.). 

Zusatz. Diese primitiven Faktoren lassen sich wieder in cyclische Faktoren zerlegen, 
deren Ordnungszahlen (nach 2.) Theiler bezüglich von ^>«, qi'*, . . . sind. 

5. Jede Substitution lässt sich in ein Produkt aus lauter Transpositionen (Cyclen 
zweiter Ordnung) zerlegen, und zwar auf verschiedene Arten, aber immer so, dass die Anzahl 

■ 

dieser Transpositionen entweder gerade oder ungerade ist. 

Zusatz (l). Ayf dieser Eigenschaft beruht die Eintheilung der aus n Elementen bestehenden 

n\ Substitutionen in zwei Klassen, und zwar gehören zu jeder Klasse gerade die Hälfte, nämlich 

1 ' 

ZT JI(fi). Die ei'ste Klasse bildet das alternirende System (s. unten IV, 21. (a)). • 

Zusatz (2). Ist c die Anzalü Cyclen. in welche sich eine Substitution aus n Elementen 
zerlegen lässt. dabei die Cyclen erster Ordnung, wenn solche auftreten, mitgerechnet, und hat 
man die Substitution in / Transpositionen zerlegt, so ist immer, wenn // eine ganze Zahl 
bezeichnet, die sich ändern kann (Cauclttf. Anal. Alg., Note IV, p. 523): 

f = (n r) =b 2// oder t^(n - r) (mod 2). 
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Zusatz (3). Der Satz folgt unmittelbar aus dem Umstände, dass ein Cyclus mter Ordnung 
m 1 Transpositionen äquivalent ist. Catjletj (Phil. Mag., 1849; Math. Papers, I, p. 424) bezeichnet 
die Zähl c als den „Unregelmässigkeitsexponenten" und die Differenz als sein „Supplement". 

6. Eine Substitution S von n Elementen gehört also der ersten oder zweiten Klasse 
an, je nachdem das „Supplement des Unregelmässigkeitsexponenten" n — c gerade oder ungerade 
ist (vergl. oben 5,). 

Zusatz (1). Ist ^Iso S selbst ein Cyclus, so ist c=l und fi=^0\ also besteht jeder 
ungerade Cyclus aus einer geraden Anzahl Transpositionen. • 

Zusatz (2). Alle geraden Potenzen einer jeden Substitution gehören zur ersten Klasse. 

7. Eine Substitution gehört also auch der ersten oder zweiten Klasse an, je nachdem 
der Unterschied der Anzahl Inversionen in ihren beiden Permutationsformen gerade oder 
ungerade ist. Denn nach einem Satze von Bezout (Paris. Mem., 1764, p. 292), der auch von 
Laplace (Paris. M^m., 1772, p. 294) und Jacobi (CrcUes J., Bd. 22) bewiesen wurde, ändert eine 
gerade oder ungerade Anzahl von Transpositionen die Anzahl d^r Inversionen inmier bezüglich 
um eine gerade oder ungerade Zahl (vergl. Theorie d. Combinationen, I, 2*). 



in. Hauptstück. 

Gattungen von Substitutionen. 

A. Aehnliche Substitutionen. 

Vorbemerkung. Zwei Substitutionen heissen ähnlich (Caucky, p. 165) oder von gleichem 
Typus oder gleichberechtigt, wenn jedem cyclischen Faktor in der einen ^in cycli^cher Faktor 
gleicher Ordnung in der anderen entspricht. Es sind also je zwei Cyclen gleicher Ordnung ein- 
ander ähnlich, ebenso zwei regelmässige Substitutionen derselben Ordnung mit gleicher Anzahl 
cyclischer Faktoren. Umgekehrt sind je zwei ähnliche Substitutionen von gleicher Ordnung.« 

1. Je zwei ähnliche Substitutionen können auf die Form gebracht werden: Sund TST-K 
und. umgekehrt sind je zwei Substitutionen von dieser Fonn immer einander ähnlich. Durch 
Multiplikation der beiden ähnlichen Substitutionen . mit T erhält man wieder zwei ähnliche 
Substitutionen: ST und TS [Cmichy, p. 169). • 

Zusatz (1). Die Substitution S geht über in die ähnliche Substitution TST-\ wenn man 
die Substitution T in den einzelnen Cyclen von S ausführt [Camhy, p. 178). 

Zusatz (2). Die ähnliche Substitution TST-^ heisst auch die Transformirte von S in 
Bezug auf T (Jordan, p. 23, wo die Lettern in umgekehrter Reihenfolge geschrieben sind; 
vergl. oben I, 3.). 

2. Ist r=jO die Ordnung einer Substitution Ä, so hat S^ in der Reihe 

1, S. «2 ...5»-' 

ebenso viele ähnliche Substitutionen, als es ganze Zahlen gibt, die kleiner als und prim zu j sind 
(Cauchy, p. 204). 

Zu^satz (1). Dabei kann auch 6=1, also j = p sein. Ist v selbst prim, so ist S allen 
seinen Potenzen ähnlich. 

Zusatz (2). Jede Substitution ist ihrer Umkehrung ähnlich. 
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3. Die Anzahl Substitutionen, welche einer gegebenen Substitution von n Elementen 
ähnlich sind, ist nach Cauchy (p. 173) = X:3f, wo 

i^= n\, 31=^ m^ ! w., ! .... X '*,*"* '^2"^ • • • • 

und w, die Anzahl der Cyclen w.ter Ordnung ist. in welche sich die Substitution zerlegen lässt, 
so dass (s. oben II. 1.) 

Zusatz. Bildet man diese Zerlegung von n auf alle möglichen Arten, so wird ^-:^= 1. 



B. Yertausehbare Substitutionen. 

Vorbemerkung (1). Zwei Substitutionen Äund Theissen vertauschbar. wenn ST=: TS 
oder S=^ TST^K Dies ist immer der Fall, wenn beide Substitutionen kein Element gemein- 
schaftlich haben, oder auch wenn sie Potenzen ein und derselben Substitution sind. 

Vorbemerkung (2). Um die Anzahl der ausgeführten Vertauschungen solcher Substitutionen 

immer vor Augen zu haben, benutzt Jordan (p. 180) den Vertauschungsexponenten mit der 

Basis Eins und setzt: * 

ST:=z 1(^^)TS statt ST= TS. 

• Vorbemerkung (3). Ist eine Substitution commutativ mit allen Substitutionen eines 
conjugirten Systems, welchem sie selbst angehört, so heisst sie in dem Sj^steme ausgezeichnet 
enthalten. Eine solche ist z. B. immer die Einheit. 

4. Die nothwendige und hinreichende Bedingung der Vertauschbarkeit der Substitutionen 
S und T ist. dass jede derselben unverändert bleibt, wenn man sie durch ihre cyclischen 
Faktoren darstellt und dann der anderen Substitution unterwirft, als ob sie eine einfache Per- 
mutationsform wäre (Cauchy. p. 219). 

5. Es gibt M Substitutionen T, welche mit S vertauschbar sind, also der Gleichung 
genügen Sz= TST-\ und ebensoviele Substitutionen T, welche der Gleichung genügen S"^ = TST-K 
vorausgesetzt, m sei prim zur Ordnung von S. Dabei hat 31 dieselbe Bedeutung wie in 3. 

6. Ist die Substitution S vertauschbar mit T, ?7. .... so ist sie es auch mit einem beliebigen 
Produkte Tf7... dieser Substitutionen, d. h. ist 

ST= TS. SU= US, ... 

so ist auch S- TU= TUS, u. s. w. (Cauchy, p. 224). 

7. Sind zwei Substitutionen vertauschbar. so sind es auch ihre Transformirten (s. oben !.). 

8. Lassen sich zwei vertauschbare Substitutionen S und T nicht in Faktoren zerlegen, 
welche zu zwei und zwei selbst vertauschbar wären, so sind sie regelmässige .Substitutionen, 
imd wTnn s\ t bezüglich die Anzahl Cyclen in der ersten und zweiten bedeuten, so ist S* — T' 
(Cauchy, pp. 217—218). 

Zusatz. Cauchy gibt in diesem Theoreme eine ausführliche Beschreibung über die Gestalt 
von S und T. 



C. Arithmetische und geometrische Substitutionen. 

Vorbemerkung. Bezeichnet man die Elemente einer Substitution nicht durch verschiedene, 
sondern durch einen Buchstaben mit verschiedenen Zeigern, so kann man die Substitution durch 
die Zeiger allein darstellen. Die Endlichkeit der Elementenzahl bezeichnet man dadurch, dass man 
die Zeiger „nach einem Modul'' nimmt, d. h. alle congruenten Zeiger als identisch betrachtet. 



••• 
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9. Definition. Die Zeiger der n Elemente Xq, x^, ... Xn-\, genommen nach dem Modul m, 

können sich auf zweierlei Weisen im Verhältnisse einer Constanten r ändern, nämlich so, dass 

/ übergeht in 

l + r oder l • r. 

Das Verhältniss ist im ersteren Falle arithmetisch, im zweiten geometrisch, eine Be- 
zeichnung, die von Cauchy (p. 233) auf die betreffenden Substitutionen selbst tibertragen worden ist. 
Zusatz (1). Die arithmetische Substitution, welche T in / + r verw^andelt, ist die 

rte Potenz des Cyclus 

P={0, 1, 2. ... n 1). 

Zusatz (2). Die geometrische Substitution, welche l in hr verwandelt (wo r prim zun 
vorausgesetzt wird), kann dargestellt werden durch 

.. _ /O, r, 2r, . . . rn r\ __ Ir, 2r, . . .\ 
^""\0, 1, 2, ... n 1/ "" \1, 2. ...)• 

Sie ist von der «ten Ordnung, wenn i den sogenannten Indicator von r, oder die kleinste 
Zahl bedeutet, welche der Congruenz genügt (s. Theorie d. Zahlen, IX, 1.): 

r' ^ 1 (mod 7i). 

10. Ist P=z(0, 1, 2, ... n — 1) ein arithmetischer Cyclus und Q eine geometrische 
Substitution, welche den Zeiger l in r-l verwandelt, so hat man für beliebige positive ganze h 
und k {Cauchy, p. 236) * • 

Zusatz. Also sind die beiden Substitutionsgruppen 

1, P, P^ ... P"-^ 1, Q, Q\ ... (;>•-> 
mit einander vertauschbar, wenn i die Bedeutung in *9. hat. 



IVl Hauptstück. • * # 

CoDJugirte Systeme und Gruppen. 

* 

Vorbemerkung (1). Die folgenden Definitionen bleiben bestehen, wenn man an Stelle 
von Substitutionen irgend welche Operatioiv^n setzt. Die Trennung des Gruppönbegriffes von 
dem der Substitutionen wurde von Caylcij (Amer. J. of Math., vol. 1, p. 52, 1878) in Vorschlag 
gebracht. Vergl. I)yck (Math. Ann., Bd. 20, 1882). 

Vorbemerkung (2). Ca^ichy (p. 183) bezeichnet als derivirte Substitutionen alle die- 
jenigen, welche aus gegebenen durch Multiplikation mit einander oder mit sich selbst gebildet 
werden können. 

A. Defliiitioiieii. 

• 

1. Ein ^^stem conjugirter Substitutionen loder ein conjugirtes System besteht aus 
beliel)ig gegebenen Substitutionen und ihren sämmtlichen Derivirten. Die Anzahl der verschiedenen 
Substitutionen des Systems 1. S, T. . . ., zu welchem immer die Einheit gehört, heisst die Ordnung 
des Systems, und die Anzahl der zu versetzenden Elemente ihr Grad. * 

Zusatz (1). Also bilden die n\ aus ^? Elementen gebildeten Substitutionen ein conjugirtes 
System n ! ter Ordnung. 
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■ 

Zusatz (2). Die r Potenzen 1, S, S^ . . . S»-* einer Substitution vier Ordnung bilden ein 
conjugirtes System vter Ordnung. Ist S ein Cyclus, so heisst das conjugirte System cyclisch, 
während ein System, das aus den Potenzen zweier Cyclen besteht, metacyclisch genannt wird. 
(Kromcker, Berlin. Monatsber.*, 1879, S. 217). Diese cyclischen Systeme bestehen nach ü, 3. aus 
lauter regelmässigen Substitutionen. 

2. Wendet man auf eine Permutationsform von n Elementen die Substitutionen eines con- 
jugirten Systems mter Ordnung von ebenso vielen Elementen beliebig oft an, so erhält man nur 
m verschiedene Permutationen, welche periodisch wiederkehren, also eine Periode oder Gruppe 
bilden mit der Anzahl m als Modul. 

Zusatz (1). Der Modul der Gruppe ist also immer gleich der Ordnung des erzeugenden 
conjugirten Systems und ist folglich ein Theiler von H[n). 

Zusatz (2). Wegen dieses Zusammenhanges zwischen Permutationsgruppen und*conjugirten 
Substitutionen werden beide nach Gcdois und Jordans Vorgange einfachhin als "Gruppen bezeichnet,, 
während Serret (Alg., 11) nach Cmictiys Vorgange die beiden Begriffe auseinander zu halten suchte 
(vergl. unten 8. (2)). 

• 

3. Zwei conjugirte Systeme: 

G — (1, Äj, Sg, . . . Su—\)\ 11=^ (1, Ti, Tg, ... Ta~i), 

heissen ähnlich^ wenn ihre Substitutionen paarweise einander ähnlich sind, sie heissen ver- 
tauschbar, wenn je zwei Formen von der Art T«5^ = /S'yTa einander gleich sind; man kann die 
letztere Eigenschaft symbolisch darstellen durch (Caiichy, p. 227): 

HG = GH. 

Ist aber a = d, so dass TaS.i = SyTa, also die beiden folgenden ähnlichen Systeme, das 
gegebene G, und das durch T^ transformirte 

(1, T S^T-\ T S,T^\ ...)= T GT-\ 

V'ala' a2a' / u a 

abgesehen von der Reihenfolge identisch, so ist nicht nur das System H mit G jjertauschbar, 
sondern je^ Substitution von // ist mit dem Systeme G vertauschbar. Die symbolische Be- 
zeichnung dafür ist: 

TuG = GTa. 

m 

• Ist in diesem Fall^ die Gruppe // eine Untergruppe von G, so heisst sie ausgezeichnete 
Untergruppe. 

Zusatz. So ist z. B. die alternirende Gruppe mit jeder beliebigen Substitution derselben 
Elemente vertauschbar, also in der symmetrischen ausgezeichnet enthalten (vergl. unten 21. (a)), 
sie selbst aber enthält (wenn ihr Grad w>4 ist)» keine ausgezeichnete Untergruppe, ausser Eins, 
ist also einfach (s. unten 6.). 

4. Eine Gruppe heisst transitiv oder intransitiv, je nachdem sie ein beliebige!^ 
Element einer Form der Reihe nach an die Stelle jedes anderen zu. versetzen vermag oder nicht; 
sie heisst mfach transitiv, wenn sie ni beliebige Elemente an die Stelle von m beliebigen 
anderen versetzen kann (Canehy). 

Zusatz (1). Eine hinreichende Bedingung, dass eine Gruppe nten Grades mfach transitiv 
sei, ist, dass sie m Cyclen enthalte bezüglich von den ÖMnungen {Serret, Alg., 11, no. 453): 

n, (n 1), . . . {n - m + 1). 

Zusatz (2). Ist die letzte Zahl (n - m + 1) eine Primzahl j^ und die Gruppe primitiv, 
s(f genügt ein Cyclus von dieser Ordnung (Jordan, p. 664. Note C). 

Zusatz (3). Die Elemente einer intransitiven Gruppe lassen sich in Abtheilungen von 
transitiv zusammenhängenden Elementen ordnen. 
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5. Eine einfach transitive Gmppe heisst nicht primitiv (imprimitiv), wenn sich ihre 
Elemente derart in Abtheilungen von gleicher Anzahl ordnen lassen, dass durch alle Substitutionen 
der Gruppe die Elemente einer Abtheilung stets wieder in eine einzige Abtheilung übergeführt 
werden, so dass alle Substitutionen der Gruppe erhalten werden, indem man alle diese Ab- 
theilungen selbst wie Elemente untereinander, und zugleich die Elemente innerhalb jeder 
Abtheilung versetzt. Im entgegengesetzten Falle heisst die Gruppe primitiv. 

Zusatz (1). Jordan (pp. 34—41) bezeichnet als Grad der Nichtprimitivität die Anzahl 
der Nichtprimitivitätsfaktoren (vergl. unten 17.). 

Zusatz (2). Enthält eine transitive Gruppe vom Grade n und vom Index *>2 (vergl. 
unten V.) einen Cyclus der Primzahlordnung /><; Va ^*' so ist sie nichtprimitiv {Netto, § 75). 

Zusatz (3). Potenzen eines Cyclus bilden dann und nur dann eine primitive Gruppe, 
wenn die Qrdnung des Cyclus eine Primzahl ist. 

. 6. Eine Gruppe heisst zusammengesetzt, wenn sie ausgezeichnete Untergruppen 
enthält, sonst einfach (s. oben 3.). 

Zusatz. Jordan (pp. 41-50) bezeichnet als Grad der Zusammensetzung /lie Anzahl 
der Zusammensetzungsfaktoren (vergl. unten 18.). 

7. Isomorphismus. Wenn jeder Substitution einer Gruppe 6r eine oder mehrere (aber 
immer gleich viele) Substitutionen einer anderen Giiippe F eindeutig entsprechen (so dass jeder 
von r nur eine in G entspricht), und wenn jedem Produkte zweier Substitutio*nen der ersteren 
das Produkt der entsprechenden Substitutionen der zweiten Gmppe entspricht, so heisst F isomorph 
in Bezug auf 6r, und zwar holoedrisch (einstufig) oder meroedrisch (mehrstufig), je nachdem 
jede Substitution in G einer oder mehreren in F entspricht {Jordan, pj). 56 60). 

Zusatz. Capelli {BattagUm^ G., 1<S78) hat den Begriff des Isomoi-phismus dahin erweitert, 
dass die Substitutionen von G und F sich mehrdeutig entsprechen können, d. h. einer con- 
stanten Anzahl in der einen Gruppe eine constante Anzahl in der anderen. Eine Anwendung 
auf die Bildung intransitiver Gruppen siehe bei Netto. § 93. 



B. Sätze. 

8. Die Ordnu.ngszahl einer Gruppe ist ein Vielfaches der Ordnungszahl einer jeden 
in ihr enthaltenen Untergiuppe {Camhij, pp. 184 — 185). 

Zusatz (1). Man kann also die Substitutionen einer Gruppe mter Ordnung, welche eine 
Untergruppe fiter Ordnung umfasst, so dass m = qfi, in q Reihen von je fi Gliedern zerlegen, 
indem man die fi Substitutionen 1, S^ ... Äu-i der letzteren Gruppe mit q Substitutionen der 
ersteren 1, T^, . . . 2'^_i multiplicirt, wo aber der jedesmalige Paktor T keinei* der schon gebildeten 
Reihen angehören darf. Da die Multiplikation sowohl rechts wie links geschehen kann, so erhält 
man zwei • verschiedene Zerlegungen in q Reiheil von je fi Substitutionen, von denen aber nur 
die erste Reihe eine Gruppe für sich bildet {Camhf/, p. 186). 

Umfasst m = n\ alle Substitutionen von n Elementen, so bildet die Anzahl q der Reihen 
den Index der Untergruppe fiter Ordnung (s. unten V). 

Zusatz (2). Wie die m Substitutionen, so lassen sich auch ihre zugehörigen m Permutations- 
formen in dieselben q Reihen von je fi Fonnen zerlegen, so dass die oben (2.) envähnte Zusammen- 
fassung beider Begriffe unter dem Ausdruck Gruppe gerechtfertigt ist. 

Zusatz (3). Also ist n\ ein Vielfaches der Ordnungszahlen aller Untergruppen, die man 
aus den n ! Permutationsfoi*men von n Elementen bilden kann , und diese Ordnungszahlen sind 
selbst wieder Vielfache der Ordnungszahlen ihrer einzelnen Substitutionen. Ist also die Ordnungs- 
zahl einer Gruppe eine Primzahl^;, so sind die Substitutionen ebenfalls sämmtlich 7>ter Ordnung, 
bestehen also aus den j^ Potenzen einer einzigen. 
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Zusatz (4). Die zweien Gruppen gemeinschaftlichen Substitutionen bilden selbst eine 
Gruppe, deren Ordnungszahl also ehi gemeinschaftlicher Theiler der Ordnungszahlen der beiden 
anderen Gruppen ist. 

9. Ist die Ordnungszahl einer Gruppe G ein Vielfaches der Primzahlpotenz i^". so ent- 
hält sie wenigstens eine Untergruppe von der Ordnung p'' {Syloic, Math. Ann., Bd. 5). 

Zusatz (1). Ist also die Ordnungszahl m =2)"(j[i^ . . ., wo p, q. . . . Primzahlen bedeuten, so 
gibt es Untergruppen von den Ordnungen p'', q(*, . . . (vergl. oben n. 4,). 

Zusatz (2). Ist ^>" die grösste in der Ordnungszahl w enthaltene Potenz der Primzahl i>, 
so gibt es kj^ + 1 Untergruppen // von der Ordnung />«, welche sämmtlich durch je i>" • r Trans- 
fonnationen (s. ob. HI, 1.) mit Substitutionen von G aus einer einzigen derselben ableitbar sind, 
so dass 2^"'^ die Ordnung der allgemeinsten mit // vertauschbaren Untergruppe von G ist. Die 
Ordnung von G ist also: • 

Zusatz (3). Cauchij (pp. 250—251) hatte bewiesen, dass die Gruppe G von n Elementen, 
deren Ordnung ein Vielfaches von^) ist wenigstens eine regelmässige Substitution der Ordnung jt? 

1 
besitze, und dass. wenn p^~zn, diese Substitution ein Cyclus sein müsse. 

Zusatz (4). Sind P, (>, li . . verschiedene Substitutionen, die alle unter einander ver- 
tauschbar sind, so kann eine Gleichung von der Fonn: 

P^Q^R' ....rr= 1, 

nur dadurch befriedigt werden, dass: 

und die Ordnung der Gruppe, welche sich aus P. Q, K . . . und ihren Derivirten bilden lässt ist 
gleich dem Produkte der Ordnungszahlen der gegebenen Substitutionen P, (J, -R, . . . {Cauchy, 
pp. 188—189). 

10. Aehnliche Gruppen. Ist 1. >S\, ... Su-\ eine Gruppe und T eine beliebige Sub- 
stitution, so ist auch die Reihe ihrer Ti*ansformirten (das transfonnirte System): 

1. TS,T-\ TS,T-K... TS„-,T-\ 

eine Gruppe, beide Gmppen bestehen also aus paarweise ähnlichen Substitutionen und sind somit 
einander ähnlich (s. oben HI. !•). 

Zusatz. Es gibt also immer eine Substitution, durch die man zwei ähnliche Giiippen in 
einander überführen kann. 

11. Vertauschbare Gruppen. Sind zwei Gruppen von den Ordnungen /n und r ver- 
tauschbar, so bilden die Glieder, welche durch Multiplikation beider Reihen entstehen, wieder 
eine Giaippe von der Ordnung jur, welche die Gnappen juter und rter Ordining als Untergruppen 
enthält. Ist umgekehrt die Ordnung der derivirten Gruppe gleich f^ip. so sind die beiden Ginippen 
vertauschbar {Cauchy, p. 229). Dabei dürfen aber beide Gruppen ausser der Einheit keine Sub- 
stitution gemeinschaftlich haben, und in den Gliedern der neuen Reihe müssen die Faktoren gleich- 
geordnet sein, d. h. die aus jeder Gnippe alle entweder rechts oder links stehen. 

Zusatz (1). Solche vertauschbare Gruppen sind z. B. die beiden Potenzreihen: 

1. S, S-, ....S"-'; 1, T, T\ ... T'-»-. 

wenn .die folgenden beiden Reihen, abgesehen von der Reihenfolge, identisch sind {Cauchy. p. 231 ; 
vergl. Snref. Alg.. 11. no. 435): 

T, ST, S'^T, ... Ä'."-»r, 

T, TS. TS'. TSf'-'. 
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Zusatz (2). Wie alle mit einer gegebenen Substitution 6' vertauschbaren Substitutionen T 
eine Gnippe bilden, so auch alle mit einer gegebenen Gruppe G vertauschbaren Substitutionen T 
(vergl. unten 21. (c)). 

Zusatz (8). Sind die Substitutionen einer Gruppe /tter Ordnung untereinander ver- 
tauschbar, so lassen sie sich eindeutig darstellen durch Produkte von der Form: 

s::si^s:; (^, = 1,2, ...lt.,), 

aus gewissen fundamentalen Substitutionen S^^, S^ .... deren Ordnungen ^Mo- i"i ^^^ Zusammen- 
setzungsfaktoren der gegebenen Gruppe ^ind, so dass (Jq .«i /i^ . . . = jii. 

Zusatz (4). Die Anzahl /* der Substitutionen E, welche mit zwei (verschiedenen oder 
identischen) Gruppen aus n Elementen: 

in der Beziehung stehen, dass KSa= T^Ä, .genügt immer der Congruenz: 

r ^ n ! (mod fi p) . 

und wenn überdies keine der Substitutionen Ä einer Substitution T ähnlich ist, so ist r^O(mod/ir) 
(Caiichy. pp. 244—249). 

12. Einfach transitive Systeme. Unter den Substitutionen einer einfach transitiven 
Gruppe nien Grades gibt es wenigstens n \ Substitutionen, welche alle h Elemente versetzen. 
Gibt es mehr als n \ solche Substitutionen, so sind auch solche vorhanden, welche weniger 
als w— 1 Elemente versetzen {Jordnn in LiouviUes J.. t. 17, 1872; vergl. Netto, §§ 62—68). 

Zusatz (1). Ist 1, 6'i, . . . 6\,_i diejenige Untergruppe, welche ein gegebenes Element 
unversetzt lässt, so lassen sich alle Substitutionen der transitiven Gruppe in n Reihen von 
je Q Substitutionen zerlegen, indem man die erwähnte Untergruppe mit n Substitutionen 
1, Tj, . . . Tn-i der gegebenen Gruppe multiplicirt, welche das Element an alle n Stellen bringen. 
Die Ordnung der Gruppe ist also ^= hq. 

Zusatz (2), Alle n Untergruppen, welche je ein Element unversetzt lassen, sind von 
derselben Ordnung q und einander ähnlich. 

Zusatz (3). Ist q' die Ordnung einer Unterginippe , welche mehrere Elemente unversetzt 
lässt und n' die Anzahl Stellen, in welche diese Elemente durch die transitive Gruppe übergeführt 
werden . so ist die Ordnung der Gruppe = n'g'. Die Ordnung q' bleibt für alle Untergruppen 
dieselbe, welche die gleiche Anzahl Elemente unversetzt lassen. 

Zusatz (4). Haben zwei transitive Gruppen gleichen Grades alle jene Substitutionen 
gemein, welche sämmtliche Elemente versetzen, so können sie sich nur in denjenigen Substitutionen 
unterscheiden, welche ein einziges Element unversetzt lassen. 

13. Mehrfach transitive Gruppen. Jede Substitution einer mfach transitiven Gruppe 
(m>>2), welche das alternirende System nicht enthält, versetzt mehr als 2{m \) Elemente, aus- 
genommen die identische (Xettö, § 67). 

Zusatz (1). Enthält also die mfach transitive Gruppe einen Cyclus dritter Ordnung, so 
ist sie die synwnetrische oder alternirende Gruppe, enthält sie einen Cyclus zweiter Ordnung, so 
ist sie die synmietrische. 

Zusatz (2). MathicH [Llouväle^ J., t. 5, 1860) setzt in obigem Satze m, und Jonlau (j). 64) 
2(m — 2) an Stelle von 2{m - 1). 

14. Die Ordnung einer wfach transitiven Gruppe von n Elementen ist (vergl. oben 4. (1)): 

n{n \) . . . .{n — m + 1)^, 

wo q die Ordnung einer Untergruppe bezeichnet, welche m gegebene Elemente unversetzt lässt 
{Send, no. 454). 



•.>•:* 
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Zusatz (1). Die transitive Gruppe und die Untergruppe ^ter Ordnung haben folglich den 
gemeinschaftlichen Index (vergl. V): 

/ — 1 . 2 • 3 . . . (n m) : q. 

Derselbe ist also ein Divisor des Produktes {u m)I, und, wenn >2. auch ein Viel- 
faches von m\ (Serret. no. 456). In letzterem Falle kann man also aus (n 7n)\ Elementen eine 
Gruppe bilden, deren Index /y?!mal kleiner ist. 

Zusatz (2). Für m — 2. (> = 1 und n prim erhält man eine zweifach transitive Gruppe 
von der Ordnung n{n 1), welche aus den Potenzen zweipr Cyclen von je n und n 1 Elementen 
besteht, also metacyclisch ist (vergl. 1. (2)). 

15. Grenzen der Transitivität (Jordan, pp. 65, >^{)). Eine Gruppe mit w Elementen, 
welche die alternirende Gruppe nicht enthält, deren Index also >>2 (vergl. V): 

(a) ist höchstens mfach transitiv, wo m die kleinere der beiden Zahlen - n und ^ (n + 4) 

.bedeutet; 

(b) kann nicht »/fach transitiv sein, wenn nicht eine der folgenden sechs Ungleichheiten 
erfüllt ist: 

(«) m ^ 4, m < ^ n, (für m <; 12) ; . 

o 

(ß) {2m 3)ni^(n m)q, -m(m -\- \)^n, (fürm>12); 

(y) {m !)!<(;/ m)«, m ! < 2 («' - w)«', (m beliebig). 

Dabei sind « und «' bezüglich die Anzahl der (gleichen oder ungleichen) Primfaktoren 
von (/* m + 1) und {n' m + 1), ferner ?i'<,w -1. und endlich q die nächst höhere Primzahl 
nach ()f - m) : m. 

Zusatz (1). Ein nichtprimitives System ist höchstens einfach transitiv. 

Zusatz (2). . Enthält eine primitive Gruppe ;/ten Grades eine mfach transitive Untergruppe 
{/ten Grades, so ist sie wenigstens {n q -f m)fach transitiv (m>>l, Netto, § 76). 

16. Nichtprimitive Gruppen. Bezeichnet man mit: 

die (intransitive) Untergi'uppe aller jener Substitutionen, welche die- einzelnen Abtheilungen der 
Nichtprimitivität unverschoben lassen (also nur die Elemente innerhalb derselben vertauschen), 
und mit 1. T^, T^. ... die Substitutionen, welche die einzelnen Abtheilungen unter einander ver- 
tauschen, so kann man die Substitutionen der nichtprimitiven Gmppe in Reihen von je /i Sub- 
stitutionen zerlegen, indem man 1,8^, ... der Reihe nach mit 1, T^, . . . multiplizirt. Die Ordnung 
der Gruppe ist also ein Vielfaches von ^i. 

17. Faktoren der Nichtprimitivität. Bildet man für eine nichtprimitive Gruppe G 
vom Grade n die Reihenfolge der in 6. definirtea Abtheilungen und Unterabtheilungen der Nicht- 
primitivität bis auf die letzte, welche nur mehr ein Element enthält: 

G\ (Ä, A\ ...): (B, B'. ...)\ .... (E. E'. ...); 

so dass jede die allgemeinste Abtheilung darstellt, welche in der nächst vorhergehenden enthalten 
ist. und sind die' Grade dieser Abtheilungen bezüglich: 

n H 

so sind /. jii, ... constant, d. h. bei allen möglichen Zerlegungen bis auf die Reihenfolge die- 
selben, und werden deshalb Nichtpi-imitivitätsfaktoi'en genannt (vergl. 6.). 
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18. Faktoren der Zusammensetzung. Bildet man f!ii' eine zusammengesetzte Gruppe G 

von der Ordnung r die Reihenfolge der Zusammensetzungs- Gruppen und Untergruppen, bis auf 

die Einheit als letzte: 

G, Ii, K, ... 1 , 

so dass jede die allgemeinste Gruppe (Maximalgruppe) darstellt, welche in der nächstvorher- 
gehenden „ ausgezeichnet '^ enthalten ist. und sind die Ordnungen dieser Gruppen bezüglich: 

r r 

V — 

SO sind l, /i, . . . constant, d. h. bei allen möglichen Zerlegungen bis auf die Reihenfolge die- 
selben, und werden deshalb Zusammensetzungsfaktoren genannt (vergl. 6.). 

Zusatz (1). Diejenigen der Zusammensetzungsgruppen, welche mit G yertauschbar sind, 
bilden die sogenannte Hauptreihe der Zusammensetzung. Jede Gruppe besitzt eine Hauptreihe, 
wenn die Zusammensetzungsfaktoren nicht alle einander gleich sind. 

Zusatz (2). Die Eigenschaften dieser Hauptreihe werden ausführlich behandelt bei iVe^o, 
§§ 85 u. 86. Der Zusatz n daselbst ist von Netto berichtigt worden (Math. Ann., Bd. 22, S. 94). 

Zusatz (3). Die Zusammensetzungsfaktoren der symmetrischen Gruppe sind, wenn der 
Grade n>4 ist, 2 und -w!, die Zusammensetzungsgruppen also die alternirende und die Einheit. 



• 



19. Isomorphe Gruppen. Unter den holoedrisch isomorphen Gruppen F einer transitiven 
Gruppe G gibt es immgr eine einfach transitive, deren Ordnung und Grad einander gleich sind, 
d. h. das transitive System wter Ordnung G ist holoedrisch isomorph einem Systeme JT, dessen 
Ordnung und Grad gleich n ist. Es heisst nach Bych (Math. Ann., Bd. 22, S. 86) die reguläre 
Form von G. 

Zusatz (1). Die reguläre Form der Gruppe nter Ordnung ^ = (1. Sy, ... Sn-i) kann 
durch folgendes Schema dargestellt werden: 

1 , /bj , . . . . o n _ 1 , 

Ol , Oj Oj , .... O« a3 7j _ I , 

aS„_i. Ow — iOj. .... 0„_iOn — 1- 

worin jede Zeile eine Permutation der ersten ist, also als Substitution betrachtet werden kann, z. B.: 

rp iSi Sj Ol O, Og Si Sri — 1 

\ 1 Sy S2 Sn — 1 

so dass die Gruppe i' = (l.Ti. . . . Tn-i) eine isomorphe reguläre Form der Gruppe G = (l.Äi. . . .Ä„_i) 
darstellt. 

Zusatz (2). An Stelle der ersten Zeile und Columne kann man auch die n verschiedenen 
Werthe (f^, y^, ... y„_i einer Funktion (f der n Elemente wählen, welche <f in Folge der Sub- 
stitutionen von G annimmt, und dann dieselben, wie oben, mit G multipliciren. Auf diese Weise 
erhält man zu einer gegebenen verschiedene isomorphe Gruppen, die sämmtlich zu einer Klasse 
gerechnet w^-den. Nach Netto (§ 124) gibt es drei solcher Klassen, bei denen Ordnung und 
Grad gleich dem Produkte zweier gegebenen Primzahlen sind. Eine dieser Klassen ist die der 
cyclischen Gruppen. 

Zusatz (3). Zerfällt das gegebene System in Partialsysteme, so ist seine reguläre Form 
nicht primitiv. Ein ausführliches Schema gibt Di/ck (a. a. 0. S. 88). 

20, In isomorphen Gruppen entsprechen sich die ausgezeichneten Untergruppen, also 
auch die Reihen der Zusammensetzungsgruppen. 

Zusatz. Ist der Isomorphismus meriedrisch. so entspricht der Einheit in der einen Gruppe 
eine ausgezeiclinete Untergruppe (eine Zusammensetzungsgruppe) in der anderen. 
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äl« Die allgoraeino Aufgabe, alle conjugijten Systeme zu finden, welche sich aus den 
w! FVrmutaHonj^formon von h Elementen bilden lassen, ist noch nicht gelöst (Serref, Alg., n, 
no. 42S). Man kennt aber eine Reihe specieller Fälle solcher Gmppen, nämlich: 

(a) Die einzige Gruppe // ! ter Ordnung mit dem Index 1 aus allen möglichen n\ Sub- 
stitutionen, und ebenso die einzige Gruppe ;j-u!ter Ordnung mit dem Index 2. bestehend aus 

der et*sten Klasse der Sul>stitutionen (die einer geraden Anzahl Transpositionen äquivalent sind, 
also alh^ (\vclen ungerader Ordnung enthalten, vergl. II. 5,). Die erstere dieser beiden Gnippen 
ist (** U fach, die letztere (// 2) fach tmnsitiv; jene heisst symmetrisch, diese alternirend, 
mit Rücksicht auf ihre Eigenschaft, die gleichnamigen Funktionen nicht zu ändern (vergl. 
unten VIU). 

Zusatz (\). Im Allgemeinen bildet jene Hälfte einer beliebigen (nicht altemirenden) 
Gruppe, welche nur Substitutionen erster Klasse enthält, wieder eine Gruppe, welche mit jeder 
Substitution der ganzen Gruppe vertauschbar ist (Jordan, p. (32). Ist die Hauptgruppe /wfach 
tmnsitiv. so ist diese Untei'gruppe wenigstens (m — 1) ftich transitiv. 

Zusatz (2), Eine Gruppe mit ii Elementen, welche die alternirende Gruppe nicht enthält, 
ist also hi)chstens von der Ordnung ;- n{ii). 

Zusatz (»S). Enthält eine Gruppe mit ii Elementen alle Cyclen einer gegebenen Ordnung 
m ^ !♦, so ist sie entweder die symmetrische oder die alternii-ende. und zwar ersteres. wenn m 
gt^rade ist. 

(h) Ferner kennt man iH^liebige Gruppen rter Ordnung, bestehend aus den i' Potenzen 
einer Substitution rter Ordnung. 

10) Weiter lassen sich beliebige Gruppen von der Ordnung M bilden, welche alle Sub- 
stitutionen T dersellH^n Elemente umfassen, die mit einer gegebenen Substitution .S vertauschbar 
sind, also der Gleichung gtMiügt^n N= TST-^ [Omchif. p. 225): ebenso beliebige Gruppen von der 
Onlnung J/ffi/«^- welche alle Substitutionen T umfassen, die der Bedingung genügen: 

5"= TST-' 

DaKn hat M in Bezug auf v< diesellv Bedeutung wie oben in IE. 5.. und qip) bezeichnet 
die Anzahl der Z;üilen. welche prim zu .« und nicht grosser als u sind, und »i ist eine beliebige 
dieser ^^.w) Z;ihlen. 

Zusatz |D Eine Enveiteniug dieses letzten Satzes gab J^^nian (J. de lEcole Polyt.. 
cah. :>>^, 

Zusatz riK Einige S|>ecialfalle über die Bildung des niedrigsten Systems, welches zwei 
gt^^lvne Su Institutionen enth^t. finden sich bei Sttto i§§ 37 u. 47 1. 

id^ Es seien •# Elemente gegebt^n. und die Produkte : 



stnen b^^züglich in den Zahlen *•. m,. m^. . . enthaltene Vielfciche von m,. nt.. m^ id. h. kleiner 

als N^zUgUoh i». i«^, 1*»^. .i: dann kann man aus beliebig gewählten m^M^ Elementen eine Gruppe 
von der Ordnung bilden {Oint''^^. \\ \^m: 



m. m. 



Zusatz. Sind alle i». = i»^ — «^ == gleich einer Primzahl j«. so besteht die Grappe 

/i**^*-. - t^>r OntnuQg aus primitiven Substitutionen. Sind übertties die Zahlen t^-. m^. 

mi!^4cliohsi arross. so ist auch *>•- ~ ••- - die ^rosste in l -2 . -#• = •• ! auf^eht^nd-^ Poteaz von äl 
l^^piele filr w = r* und = r^ äaiie-n sich bei f'^yw^-Aff »pp. 17^-»— 2*>>. und '.veir-^n^ Ei^^aschaftefi 
di^^s^^r Gr>ip|v hei Xftto i$§ 4*» ur^ii 4^*1 
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22, Verbindung mehrerer Systeme. Lässt sich aus m Elementen eine Gruppe 
^iter Ordnung bilden und aus n Elementen eine solche rter Ordnung, so lässt sich auch aus 
mn Elementen eine Gruppe ft^'-k^ter Ordnung, ebenso eine Gruppe (m!)'».n!ter Ordnung bilden 
{Serret, Alg.. ü, no. 439). 

Zusatz (1). Ist n eine Primzahl p, so lässt sich aus den m2) Elementen eine Ginippe von 
der Ordnung (miy -pijj — 1) bilden. 

« 

Zusatz (2). Weitere Gruppenbildungen aus der Verbindung von arithmetischen und 
geometrischen Substitutionen gibt Canchy (pp. 238—244). 



V. Hauptstück. 

Indices conjugirter Systeme. 

Vorbemerkung (1). Mit der Theorie der Indices haben sich besonders befasst Canchy, 
Bertrand, Serret und Mathieu (im J. de l'^cole Polyt. und in Lioumlles J.). 

In deutschen Lehrbüchern wird der Ausdruck Gruppen index vermieden wegen einer 
möglichen Verwechslung mit dem Elementenindex. 

Vorbemerkung (2). Ist /i die Ordnung einer Gruppe mit n Elementen, so heisst der 

Quotient i = -^ der Index der Gruppe. Derselbe ist (nach IV, 2.) inmier eine ganze Zahl. 

t^ 

Vorbemerkung (3). Also ist der Index der symmetrischen Gruppe =: 1, der der 
alternirenden Gruppe = 2. ^ ^ 

Vorbemerkung (4). Für Gmppen, die aus denselben Elementen gebildet sind, hat man 
also //t = i'ij' = i"ij" = . . . . 

1. Ist der Index einer aus n Elementen gebildeten Gruppe > 2. so ist er auch ^ 7i (aus- 
genommen für )l :=z 4). 

Zusatz (1). Obiger Satz wurde erst von Bertrand bewiesen (J. de l'^^cole Polyt., cah. 30, 
1845, p. 131), die Ausnahme für // = 4 wurde von Serret festgestellt [Lioiiville^ J., t. 15, 1850, 
p. 45, und Alg., 11, no. 451). Diese Ausnahme zeigt sich z. B. an der Gruppe von 8 Substitutionen 
der 4 Elemente a, b, r, d, deren Index also ^^ 24 : 8 — 3 ist. 

Zusatz (2). Caiwhy (J. de TEcole Polyt., t. 10, cah. 17) hatte bewiesen, dass der Index, 
wenn >2. auch ^p sein müsse, wo p die grösste Primzahl in der Reihe 1, 2, . . . n bedeutet. 
Aber auch Canchy ^' Satz ist nach Serret (Lionmiles J., t. 15, 1850) wieder nur eine Erweiterung 
eines Satzes von Ruffini (Theoria gew. di Equazioni. Bologna 1799), dass eine Punktion von 
5 Buchstaben, welche w'eniger als 5 Werthe habe, deren nur 2 haben könne, oder auch des noch 
allgemeineren Satzes von Ahatti (Mem. della Soc. Ital., vol. 10), dass eine Funktion von n Buch- 
staben, nicht weniger als 5 Werthe haben könne, wenn sie mehr als zwei habe. 

Zusatz (3). Auf den Buffinr sehen Satz stützt sich bekanntlich der AheVsche Beweis von 
der Unmöglichkeit der algebraischen Auflösung der Gleichung 5ten Grades, obwohl sich AM 

zunächst auf Cauchy beruft (Oeuvres, t. 1, p. 79). 

• « 

2. Ist der Index einer Gruppf' mit n Elementen gleich n (also die Ordnung der Gruppe 
gleich {n 1)!): so besteht die Gruppe aus allen [n —1)! Substitutionen von n -1 Elementen 
(ausgenommen für n = 0). 
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Zusatz. Die Ausnahme für n =^ 6 wurde von Serret (a. a. 0.) festgestellt. Es gibt 
nämlich eine aus 6 Elementen gebildete Gruppe mit dem Index 6, welche also von der Ordnung 
51 = 120 ist, aber nicht aus den 120 Substitutionen von 5 Elementen besteht, sondern cyclische 
Substitutionen von den Ordnungen 4, 5 und 6 enthält. 

3. Ist der Index einer aus n Elementen gebildeten Gruppe >/^. so ist er auch ^2n, 
vorausgesetzt n^S. • 

Zusatz. So ist der Satz von Serret ausgesprochen, während BeHrand //>9 voraussetzt. 

4. Ist der Index derselben Gruppe >2;«, so ist er auch ^-zn{n — 1). vorausgesetzt 
n>12 (Serret), 

5. Catichys Formel für die Indices intransitiver Gruppen (Compt. Rend., t. 21, p. 1095). 
Vertheilt man die n Elemente eines intransitiven Systems G conjugirter Substitutionen S in 
Gruppen (a), (?>), . . ., so dass die Substitutionen S nur die Elemente jeder Giiippe gegen einander 

vertauschen, S = A-B wo also die A nur die Elemente a, die B nur die Elemente 6, u. s. w. 

versetzen, so bilden alle Substitutionen A ein (einfach) transitives System conjugirter Substitutionen 
in Bezug auf die Elemente a mit dem Index ia, u. s. w., und man hat für den Index i des 
gegebenen intransitiven Systems G die Fonnel: 

. n\ 

i — r~m ^a^b • • •• 

cf I /Sr I . . . . 

wo a die Anzahl der Elemente a, . . . Ua u. s. w. ist, so dass n=^ a + ß + . . . 

Zusatz. Also ist der Index / eines intransitiven Systems von n Elementen ^n, überein- 
stimmend mit 1. 



VI. Hauptstück. 

Darstellung der Substitutionen durch Funktionen. 

1. Sind rt, h, . . . und a, (i, . . . dieselben Elemente in verschiedener Reihenfolge, und 
bedeutet f{js) eine Funktion, welche für z = a, (i, ... die Werthe a,b,... annimmt, so kann man 
die Substitution darstellen durch (Serret, Alg., n. no. 474): 



*•= C J ;:::) = l'y'l = i - /w '■ 



Zusatz (1). Eine solche Funktion ist z. B. die Lagrangesche Interpolationsfonnel (s. Theorie 
d. Diff. u. Summen. ÜI, 8.). % 

_ ^iF(z) hF(z) eF(z) 

^^ - (z -a)F'(a) "^ (z fi)r((i) ^ (z-^r)F'(r) ^ "" 

wo F' die erste Ableitung von: 

F(z) = (z — a) (z -ß) (z — r).... 

nach z bezeichnet. Die Funktion /'ist also vom Grade /< - 1, wenn m Elemente vorhanden sind. 

Zusatz (2). Die Darstellung bleibt ungeändert, wenn a. ....... . nicht die Elemente selbst, 

sondern die Zeiger eines und desselben Buchstabens bezeichnen. 
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Zusatz (3). Diese Punktion f{z) hat den Nachtheil, dass das Produkt zweier Sub- 
stitutionen ST einen höheren Grad derselben erfordert. Nimmt man aber an, n=zp sei eine 
Primzahl und betrachtet alle nach dem Modul p congruenten Zeiger als identisch, so wird: 

F(z) = 2^—3, F' = — 1, a + fe + c+...=0 (modi^), 

und daher geht f über in: 

f(z) = AQ + A^z -\- ... + Ap-2Z^-' (mod2). 

2. Von einer solchen ganzen Funktion t\2) vom Grade p 2 mit ganzzahligen Coefficienten 
hat Hennite (Compt. Rend., t. 57, 1863) bewiesen, dass sie dann und nur dann geeignet ist, eine 
Substitution von p nach dem Primzahlmodul p incongruenten Zeigern darzustellen, wenn man ihre 
Potenzen bis zur {j) — 2) ten einschliesslich mittelst des -Ferma^'schen Satzes z^^z (mod p) auf den 
Grad i> — 1 herabdrückt und den Coefficient von z^-"^ in denselben congruent Null setzt (vergl. 
Theorie d. Zahlen, V, 3.)- 

3. Genügt f{z) dieser Bedingung, so genügt ihr auch die Funktion: 

^{z) = af(z + ß) + r- 

Wählt man darin a so, dass der Coefficient der höchsten Potenz in x)^ Eins w^ird, ß so, dass der 
Coefficient der zweithöchsten Potenz verschwindet, und y so. dass das von z unabhängige Glied 
wegfällt, so erhält man die von Hermite sogenannte reducirte Substitution (welche den Zeiger 
Null nicht versetzt): 

d'{z)^z'' -f a^_2^*'-^ + . . . + tti^ (mod^j); v^p — 'Z. 

Da die Potenzen von & kein von z unabhängiges Glied besitzen, so kann man die Regel 
in 2. dahin abändern, dass man die Potenzen ^'' mittelst der Congruenz ^^-^^1 auf den Grad 
p — 2 herabdrückt und dann den Coefficienten des von z unabhängigen Gliedes in diesen reducirten 
Potenzen x^^, . . . 0-^- - congruent Null setzt. 

Zusatz (1). Für p = i erhält man die 3 ! = 6 Substitutionen: 

^ _ la h c\ __ Iftz + ß] 
^-\012l'-\ z 

wTnn man in der linearen Funktion ccz + ß den Coefficienten «OO) und ß alle Reste des 
Moduls 3 beilegt. 

Zusatz (2). Für i> = 5 erhält man die 5 ! = 120 Substitutionen: 

S=\z. f(z)\, 
wenn man für f(z) der Reihe nach setzt: 

az + ß und a(z + ßf + Y, 

und für «OO), ß, y alle Reste des Moduls 5. Die lineare Substitution liefert dann 4-5 = 20 und 
die cubische 4 • 5^ = 100 Substitutionen {Bettim Tortdim^ Annalen, 1853, nach Hermite. Compt. Rend., 
t. 57). Von diesen 120 Substitutionen bilden 60 eine Gruppe mit dem Index 2. 

Zusatz (3). Füri> = 7 erhält man die 7 ! = 5040 Substitutionen, wenn man in: 

• /V) = ct'0'{z + ß) + r (mod 7), 

für x^(z) der Reihe nach die Funktionen setzt: 

z, z^ikSz, z'*±2z^ 

z'^ + az^ zb ^^ + 'ia^z (a^^ — 1, d. h. a Nichtrest von 7), 

z^ + az^ + 3rt--3' (a unbestimmt), 

und «OO), ß, Y die Reste des Moduls 7 beilegt. Von diesen 5040 Substitutionen bilden 168 eine 
Gruppe mit dem Index 30 (Kroneclcer, nach Hermite, a. a. 0.). 

38 
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Zusatz (4). Diese analytische Darstellung der Substitutionen durch Funktionen mit ver- 
änderlichen Coefficienten lässt sich nach Ilennite noch vereinfachen, wenn man die Werthe von z 
In zwei ürui)pen theilt als Potenzreste und Nichtreste, deren Exponenten Theiler von ^> 1 sind, 

oder in solche die grösser und kleiner sind als ^j^^. 

Zusatz (5). Serret (Alg.. U, no. 478) gibt Andeutungen übei* die Darstellung von Substitutionen, 
deren Elementenzahl eine Potenz einer Primzahl w =j)" ist, wo die Zeiger mittelst der fc^fl/wVschen 
imaginiiren Wurzeln einer irreduktiblen Congruenz ausgediückt werden. Jordan (p. 91) schlägt an 
Stelle dieser imaginären Zeiger seine simultanen Indices vor (s. VII). Im folgenden Haupt- 
stück ist also der Ausdruck Index nicht im Sinne von Hauptsttick V zu verstehen. 



. Vn. Hauptstück. 

Lineare Gruppen. 

Vorbemerkung (1). Eine lineare Substitution ist eine solche, welche analytisch durch 
eine lineare Funktion dargestellt wird. 

Vorbemerkung {2). Wir betrachten nur ganze lineare Substitutionen. Denn die ge- 
brochenen lassen sich auf ganze Substitutionen mit simultanen Indices zurückführen, wie z. B. 

die Substitution: 

.., .. az -^ h 

z, jyz) ; . j\z) — ,, , ,f. 

welche von Sernt (Compt. Rehd., t. 48. 1859, und Alg.. II, no. 461—473. 479 — 484) ausführlich 
behandelt wurde und sich durch doppelten Index auf die ganze Substitution zurückführen lässt: 

indem man z durch .i* : y ersetzt. 

1. Ist die Anzahl der gegebenen Elemente eine Primz4'ihl p. so liefert die lineare 
Substitution: 



*Sz= 



ax -i- b 



j- 



\ zrz u\ ax T h 



wenn für die C^oefficienten a und b alle nach dem Modul p genommenen Reste (ausgenommen a — 0) 
gesetzt werden, p{p 1) Substitutionen, welche ein conjugirtes System oder eine Gruppe bilden 
vom Grade p und von der Ordnung y>(^i 1). Dieselbe ist mach ^^^ l.) metacyclisch. 

2. Ist die Anzahl der gegebenen Elemente eine beliebige Potenz iw» und bezeichnet ^an 

dieselben durch einen beliebigen Buchstaben mit h veränderlichen Indices j\ y welche die 

IM Reste t). 1. .. . wi i (mod m\ annehmen können, und bezeichnet man mit 

N 1= . r. M, . . .: *iA' — /*!/ — .. .. a jr — b' tf ^ 

eine Substitution, welche die Indices j\ y. . .. bezüglich durch die lineai-en Funktionen ax ^ by — etc. 

ersetzt, so bilden alle diese Substitutionen ein conjugirtes transitives System, die lineare Gruppe, 
vom Grade w* und von der Ordnung: 

ü^w*! — [w. «|w»-' [wi. w 1|W-- . . . |m. 1]. 
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WO [m, r] die Anzahl der verschiedenen Alten bezeichnet, auf welche man r Zahlen bestimmen kann, 
die kleiner sind als m und deren grösster gemeinschaftlicher Theiler prim zu m ist (Jordan, p. 95. 
vergl. Theorie d. Zahlen, 11. 3. (3)). Dabei ist die notliwendige und hinreichende Bedingung für 
die Coefficienten, dass die Determinante J der Substitution prhn zu m sei, wo 

ah.., 
^= a' V . . . 

• • • • 

Zusatz (l). Ist m eine Primzahl p, so ist die Gruppe nichtprimitiv und von der Ordnung 

(Galois und Betti): 

X>Q>«) — //(;>« p-), (r — bis n - 1). 

« 

Zusatz (2). Jordan (pp. 99—110) untersucht speciell die Zusammensetzungsfaktoren der 
linearen Gruppe. 

3. Lineare Transformation der Indices. Unterwirft man die n veränderlichen Indices 
den n Congruenzen: 

l^^ax + ßy ^ . . ., tj^ a X + ß'y + (mod m) . 

so entspricht jedem Systeme der x,y, ... ein bestimmtes System der 5, iy Man kann also 

obige Substitution auch darstellen durch: 

S = I ?, jy. . . . ; ^j ? + />j jy 4- . . . . «1 $ + ^Y^y + I 

und dann die willkürlichen Coefficienten a, ß, . . . zur Vereinfachung der Darstellung benutzen. 
Die in 2. erwähnte Detenninante der Coefficienten bleibt bei dieser linearen Transformation 
unverändert. 

Zusatz (1). Lässt sich kein unabhängiges System der ?, ly, . . . als Punktionen der n Indices 
X, y, . . . bestimmen derart, dass die Anzahl der ?, tj, . . . kleiner ist als n. und dass jedes J, jy, . . . 
durch jede Substitution einer gegebenen Gruppe durch eine lineare Funktion aller ?. iy. . . . ersetzt 
wird, so nennt Jordan (p. 110) diese Gruppe primär. Die primäre Gruppe bildet mit der Gruppe 
von Substitutionen der Form: 

O n — X^ , . . . X n ^ X^ ~j~ Ct^ , . . . X fi ~\~ CC n 

eine primitive Gruppe. 

Zusatz (2). Auf diese lineare Transformation der Indices gründet Jordan seine kanonische 
Form einer Substitution, zu deren Bildung er (pp. 125—126) eine ausführliche Regel aufstellt. 
Auf diese kanonische Form gründet er weitere Fragen über die Ordnung einer linearen Sub- 
stitution (p. 126), über die Gestalt und Anzahl der mit einer linearen Substitution commutativen 
linearen Substitutionen (p. 128). über partielle Systeme linearer Substitutionen, welche unter ein- 
ander commutativ sind (p. 137), und über Systeme linearer Substitutionen, welche mit den erwähnten 
commutativen Systemen vertauschbar sind (p. 150). 

4. Die lineare Substitution aS' heisst orthogonal und hat als reciproke Substitution S^ 
(so dass SÄi =r 1), wenn: 

S ^= \x. y. . . . ; ax + hy + . . ., a'x + h'y + | , 

/S\ = I x\ y. . . . ; ax -{- a'y -\- .... bx + h' y -\- . . ., . . . | . 
x^ + y^ + ... = (ax + by + . .^ + {a'x + b'y + . .^ + {a"x + . .)2 + . . . (modp). 

mit den Folgerungen (mod ^>): 

a2 + a'' + ... = 6-' + h'^' + ...= i. 
a^ + b'' + ... = a'*-' + ^'^+ ... = 1, 

ab + a'b' + . . . = at* + a'c' + . . . = bc + b' c' + ... = ... = 0. 
aa' + bb' -{- ...= aa" + bb" + . . . = a'a" + h'b" + .'.. = ... = 0, 

^/2=i oder ^ = ±1. 

Alle diese orthogonalen Substitutionen bilden ein conjugirtes System, die orthogonale Gruppe. 

38* 
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Zusatz (1). Ist z. B. die Anzahl der Elemente, oder der Grad der Substitution =/il so 
hat man, unter der Bedingung a^ + h^^ 1, die orthogonale Substitution: 

S= \x\ y\ ax + hy, hx + ay\. 

Zusatz (2). Die Ordnung einer orthogonalen Gruppe vom Grade /^", d. h. die Anzahl 
ihrer Substitutionen ist, wenn p eine ungerade Primzahl bedeutet, gleich iV„ JV« _ i ... N^ wo Nr die 
Anzahl der Lösungssysteme der Congruenz bedeutet (Theorie d. Zahlen, VI, 4.): 

^1 + ^2 + • • • + ^r — 1 (modi?); 

und wenn p=^2 ist, gleich NnNn-\ . . . iVg» ^^'o ^^r =^2''-^ oder = 2''- * — 1 ist, je nachdem r gerade 
oder ungerade ist (Jordan, pp. 161—170). 

5. AbeVsche Substitutionen sind solche lineare Substitutionen vom Grade i?^»» jj^^ (J^q 
zwei Reihen von je n Paaren von Indices 

(^1- ^i; ^2' .V2; • • • ^'n. Vn), (?i, ^1; ?2' Vi'^ • • • ?«' ^n), 

welche, gleichzeitig auf beide Indexreihen der Punktion f angewandt: 

dieselbe, in* Beziehung auf den Primzahlmodul p, nur mit einem constanten Faktor multipliciren. 
Alle diese Substitutionen bilden ein conjugirtes System, die Giersche Gruppe. 

Zusatz (1). Auf diese Substitutionen wurde Hennite geführt bei seinen Untersuchungen 
über die Transformation der -4ter sehen Funktionen. 

Zusatz (2). Jordan (pp. 186—194) untersucht die partiellen Systeme der ^te/'schen Sub- 
stitutionen, welche unter sich commutativ sind und in drei „Kategorien" zerfallen. 

Zusatz (3). Zwei specielle Partialgruppen mit dem Modul p^2 werden von Jordan 
(pp. 195—218) als „hypoab^liens" bezeichnet. Sie enthalten ebenfalls Partialsysteme von Sub- 
stitutionen, welche unter sich commutativ sind und in drei „Kategorien" zerfallen. 

6. Verallgemeinerte ^?>e/'sche Substitutionen (Jordan venveist auf Kronecker) Setzt 
man statt zwei Indexreihen deren m voraus, und setzt in jeder Reihe an Stelle der Paare (z. B. x^yyg) 
eine Folge von ni Indices, so dass jede Reihe mn Indices enthält, dann bilden alle jene linearen 
Substitutionen, welche, gleichzeitig auf alle m Indexreihen einer beliebigen Funktion f dieser Indices 
(oder Elemente) angewandt, dieselbe, in Beziehung auf den Primzahlmodul p, nur mit einem con- 
stanten Faktor multipliciren, ein conjugirtes System. Für f kann man, wie bei den ^fo^rschen 
Substitutionen, eine Summe von Determinanten mten Grades wählen. 

Zusatz Im Anschlüsse an diesen Satz gibt Jordan (pp. 219—227) drei Methoden zur 
Ableitung neuer linearer Gruppen. 

7. Steiner'sche Substitutionen (Jordan verweist auf Clehsch, Crelles J., Bd. 63). 

(a) Definition. Setzt man den Modul i> ~ 2 voraus und bezeichnet die Elemente durch 

w Paare von Indices: 

a =(x^y^, ... x^^yj, a = (x^y^, . . . xj^), etc., 

welche der einzigen Bedingung unterliegen: 

x^yi + ... Xnyn = (mod 2), 

also im Ganzen Rn=^2'''-^ — 2"-^ Elemente liefern; bildet man ferner aus diesen Elementen 
eine ganze homogene Funktion /« vom Grade /u, von der Beschaffenheit, dass alle ihre Glieder 
der weiteren Indexbedingung genügen: 

^'^ + ^1+ "• +^P = ^fn + yl+ '" +^p^"> = 0(mod2); q=1, 2, . . . n; 

dann bezeichnet man als Steiner* sehe Gruppen G und G^ die Systeme jener Substitutionen, 
welche bezüglich die geraden Funktionen f^^f^ ..., und jene, welche sämmtliche Funktionen /J* 
unverändert lassen. 
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(b) Die Gruppe G ist holoedrisch isomorph mit der AheV^ohen Gruppe, und von der 
Ordnung: 

wenn m>2, aber von der Ordnung /i„=r//^(6), wenn w = 2. Die Gruppe 6ri ist holoedrisch 
isomorph mit einer der speciellen Gruppen, welche von Jordan als hypo-^tersche bezeichnet 
wurden, und von der Ordnung: 

nn= 12iJ.(2'-^»-2 — 1)22«-=^ ... (2* 1)2^ 
wenn n >> 2, aber von der Ordnung i2„ =: 72, wenn n ^ 2. 



VIII. Haupt stück. 

Substitutionsgruppen algebraischer Ausdrücke. 

[Serret, Alg., IT, no. 489—504; Jordan, Trait6, pp. 253—276.) 

Vorbemerkung (1). Die algebraische Punktion V enthalte n verschiedene Elemente 
2^0, ...^«-1, welche durch Substitutionen permutirt werden sollen, bleibe aber dabei immer ein- 
deutig und endlich. 

Vorbemerkung (2). Durch alle möglichen Permutationen der n Elemente nimmt V im 
Ganzen n ! Formen an, welche entweder gar nicht oder theilweise oder vollständig einander gleich 
sind, je nachdem V in Bezug auf diese Elemente gar nicht oder theilweise oder vollständig 
symmetrisch ist (vergl. Jordan, J. de F^cole Polyt, 1861). So ist z. B. eine alternirende 
Funktion theilweise symmetrisch, indem sie nur zwei verschiedene Werthe anzunehmen vermag; 
hingegen ist die Lagrange ^ohe Hilfsfunktion: 

SO lange die « verschieden sind, vollständig unsymmetrisch, ninunt also bei Vertauschung der x 
lauter verschiedene Werthe an. Es ist dies Galois Lemme 11 (vergl. Theorie d. Gleichungen VE) 
von dem Cantor in den Math. Annalen (Bd. 5, S. 133) einen Beweis geliefert hat. 

Vorbemerkung (3). Gibt es unter den n\ möglichen Substitutionen der n Elemente fjt 
solche, welche die Funktion nicht ändern: 

» 

i , kjt , . . . *j 11 — 1 , 

so werden dieselben bezeichnet als die Substitutionen, welche die Funktion zulässt, oder als die 
zugehörigen Substitutionen der Funktion. Daher z. B. der Name der symmetrischen und 
alternirenden Giiippen, welche den gleichnamigen Funktionen zugehören. 

Vorbemerkung (4). Algebraische Funktionen mit gleich viel Elementen, welche dieselben 
Substitutionen zulassen {Serref, no. 492), heissen ähnliche Funktionen oder Funktionen ,,mit 
demselben Affekt'* [Krmiecker). 

Vorbemerkung (5). Algebraische Funktionen heissen eyclisch oder metacyclisch, 
isomorph, einfach, primitiv, transitiv, u. s. w.. wenn die ihnen zugehörigen Substitutions- 
grui)i)en diese Eigenschaften besitzen. Umgekehrt nennt Jordan (p. 385) eine Gruppe auflösbar, 
wenn die ihr zugehörigen (unendlich vielen) Funktionen algebraisch auflösbare Gleichungen bilden. 
Ist nämlich eine derselben auflösbai*. so ist die ganze Gattung auflösbar. Alle Untergiuppen 
einer auflösbaren Gruppe und alle zu ihr einstufig isomoi'i)hen sind wieder auflösbar. Hermite 
nennt überdies eine Gruppe monodrom, wenn sie als abhängig betrachtet wird von veränderlichen 
Parametern, welclie rational in die Coefficienten der Funktion eingehen. 
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1. Die /x Substitutionen einer bestimmten algebraischen Punktion mit n zu vertauschenden 
Elementen bilden ein conjugirtes System, dessen Ordnung /u angibt, wie oft bei Anwendung 
aller ;*! möglichen Substitutionen jede Form der Substitution identisch auftritt, und dessen 
Index i — n\:^ angibt, wie viele verschiedene (conjugirte) Formen die Funktion annimmt. 

Zusatz (1). Die Anzahl / der conjugirten Formen einer algebraischen Funktion von 
n vertauschbaren Elementen ist also entweder höchstens = l oder = 2 und die Funktion in allen 
n Elementen bezüglich symmetrisch oder alternirend; oder wenigstens = w (ausgenommen /;=:4); 
und wenn =: w, so ist die Funktion in Bezug auf n — 1 Elemente symmetrisch (ausgenommen n — 6); 
ist hingegen *>w, so ist wenigsti?ns i — 2n (für /?>8) und die Funktion ist in diesem Grenz- 
falle in Bezug auf ;* — 1 Elemente alternirend; ist endlich i^2n. so ist wenigstens i = - n(n \) 

(für w>>12). Die drei ersten Sätze stammen von Bertrand (1845), der letzte von Serrd (1849). 
Die Literatur s. oben V, 1. 

Zusatz (2). Jordan (pp. 68—75) hat diese Sätze zu dem folgenden erweitert: Diejenigen 
Punktionen, welche in Bezug auf eine gewisse Anzahl Elemente symmetrisch oder alternirend 
sind, haben immer einen kleineren Index, als Funktionen, welche diese Eigenschaft nicht 
besitzen. Die oben erwähnten Ausnahmen verschwinden, so bald n eine gewisse Grenze übersteigt. 

Zusatz (3). Die den l conjugirten Formen der gegebenen Funktion zugehörigen Sub- 
stitutionsgruppen sind sämmtlich von der ftten Ordnung und einander ähnlich, enthalten aber 
im Allgemeinen (d. h. für />>2 und //>4) ausser der Einheit keine Substitution, welche zu 
allen gehörte, also alle Formen der Funktion ungeändeit liesse (Kronericer, Berlin. Monatsber.. 
1879, S. 208). 

Zusatz (4). Jede symmetrische Funktion aller l conjugirten Formen einer Funktion V 

ist auch symmetrisch in Bezug auf die vertauschten Elemente Xq / n- 1. Sind also die letzteren 

die Wurzeln einer Gleichung nten Grades, so kann man die conjugirten Formen V als Wurzeln 
einer Gleichung /ten Grades betrachten, deren Coefficienten sich ganz und rational durch die- 
jenigen der ersteren ausdi'ücken lassen. Wird diese Gleichung iten Grades binomisch, so ist die 
ite Potenz von V symmetrisch, was indessen nur für l = 1 oder — 2 eintreten kann, d. h. bei 
symmetrischen und alternirenden Funktionen (Netto, §§ 57—60). 

2. Jede Funktion hat ihre zugehörige Substitutionsgruppe (nämlich wenigstens die 
identische Substitution), und umgekeliit kann man immer (unendlich viele) algebraische Funktionen 
bilden, welche eine gegebene Gruppe /iter Ordnung ausschliesslich zulassen. Ist nämlich 
X=:(f(X(^, ...Xn-\) eine rationale ganze Funktion, welche in Folge der Permutationen der 
n Elemente n\ verschiedene Werthe annimmt, also ausser der identischen keine Substitution 
zulässt und bezeichnet man mit X^. , . . X„_i die Formen, welche X durch Anwendung der 
Gnippe fiter Ordnung annimmt, so lassen unter anderen folgende Funktionen diese Gruppe aus- 
schliesslich zu: 

F= X,X, . . . Xu-i, oder F= (X - X^) (X X,) . . . (X — X^,_,), 

wo in letzterem Falle X eine beliebige Constante bezeichnet. 

Zusatz (1), Die erstere Fonn stammt von Cauchy. Die Einwendung Kirkmanns (Manchester 
Memoirs, 1862) gegen Cauchy^ R(^gel wird von Jordan (p. 50) als Missverständniss bezeichnet. 

Zusatz (2). Die Funktion F :=^ X;, -f X^ + . . . + X.,_, lässt nach Serret (no. 491) dieselbe 
Substitution zu, aber nicht ausschliesslich. 

Zusatz (3). Die Bildung von 2- und 3 fach transitiven Funktionen von n Elementen 
bezüglich mit den Indices {n -2)! und (n \\)\. d. h. solcher Funktionen, welche 2- und 3fach 
transitive Gruppen zulassen, wurde behandelt von Mathku und Serret (Alg., II, no. 494—497). 

3. Aehnliche Funktionen {Layranf/e, Berlin. Mem.. 1771, u. Oeuvres, t. 8. pp. '^W u. 374 sq.). 
Aus einer Funktion F der zu vertauschenden Elemente, welche eine gegebene Gruppe mit dem 
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Index i ziilässt kann man ähnliche Funktionen finden als ganze, rationale Funktionen (/—l)ten 
Grades von F. in welchen die C'oefficieiiten der Potenzen von F symmetrische Funktionen der 
vertauschbaren Elemente sind. 

Zusatz (1). Aehnliche Funktionen derselben Elemente lassen sich also immer rational 
durch einander ausdrücken mit Coefficienten . welche symmetinsche Funktionen der Elemente 
sind. Auf diese Eigenschaft Hesse sich eine Eintheilung der algebraischen Funktionen gillnden, 
wenn die allgemeine Aufgabe gelöst wäi'e. alle Substitutionsgmppen von gegebenen Elementen zu 
bilden (vergl. IV, 21.). Man kann nämlich mit Kronecker alle ähnlichen Funktionen, die zu einer 
bestimmten Gmppe mit dem Index / gehören, zu einer Gattung von der /ten Ordnung rechnen, 
und die / Gattungen, welche die / verschied#nen Formen dieser Funktionen enthalten, als unter 
einander conjugiit betrachten (vergl. oben 1.). Die Gattung der Ordnung / = 1 • 2 . . . w^(mit der 
Gruppe Eins) heisst die GalofWsche. 

Zusatz (2). Wählt man i = 2. so kann man für F eine nach den )t Elementen alternirende 
Funktion nehmen, dann haben die ähnlichen Funktionen sämmtlich die lineare Form a + b- F, 
worin a und h nach den /^Elementen symmetrisch sind. Die Aufgabe, zu einer gegebenen Gruppe 
die einfachsten ähnlichen Funktionen zu finden (z. B. die.jenigen niedrigsten Grades), bietet nach 
Serret (no. 498) gi'osse Schwiei'igkeiten. 

Zusatz (3). Serret (no. 492, 499 — 500) hat den Satz von Laf/ran(/e ausgedehnt auf zwei 
Funktionen, von welchen die eine alle Substitutionen der anderen zulässt und so durch eine 
rationale Funktion der letzteren darstellbar wird, und zwar, wie oben, mit symmetrischen 
Coefficienten. Man sagt dann, die Gattung der letzteren sei in der Gattung der ersteren 
enthalten. \Veitei*e Verallgemeinerungen geben Jordan (p. öl) und Netto (§§ 100—104). 

4. Sind die )f zu vertauschenden Elemente die verschiedenen Wurzeln einer 
algebraischen Gleichung «ten Grades, so kann man nach obigem Satze aus einer bekannten 
rationalen Funktion F der Wurzeln andere rationale Funktionen derselben Wurzeln finden. 
Diese sogenannten Reducenten oder Kesolventen werden dazu dienen, den Grad der gegebenen 
Gleichung zu erniedrigen, und im Falle der Index i = n\ ist. die Wurzeln selbst rational 
durch /'und die C'oefficienten der Gleichung auszudilicken (vergl. die folgenden Sätze). • 

5. Auf diesen Satz 8>tVitzt (ialois (Llounlle's. J.. t. 11, 1846) seine Theorie der Auflösbarkeit 
der Gleichungen. Ei* beweist zunächst (Lemme DI. p. 420) die Richtigkeit der folgenden von 
AM angedeuteten Methode, die Wurzel j(\) (und so die übrigen a\, ... .t'„_i) der Gleichung 
nten Gi-ades /(.r) — rational zu bestimmen, wenn eine rationale Funktion, die sogenannte 

6^ö/o/.v'sche Resolvente, X~(f(X(^ /«-i) bekannt ist (vergl. Vorbem. (2)), welche in Folge der 

Permutation der Wurzeln nl conjugirte Formen annimmt, also den Index i = nl besitzt: 

Man bilde die fi — (n 1) ! Werthe X^. ... X„. welche f/ annimmt in Folge der Permutation 

der n 1 Wurzeln .i\ i'n-i\ dann haben die beiden Gleichungen, nämlich die gegebene und 

die Resolvente fiten Grades: 

(X X,) (X - X) ... (X - X„) :rr: 0. 

die einzige Wurzel x\^ gemeinschaftlich. Diese kann also (nach der Methode des gemein- 
schaftlichen Theilers) rational gefunden werden, nachdem man aus der zweiten Gleichung die 

n 1 Wurzeln ./, /«_i eliminirt hat. welche nacji 1. (4) nur in symmetrischer Form auftreten 

und sich also i-ational dui'ch ./„ und die (,'oefficienten der gegebenen Gleichung ausdrücken lassen. 

Zusatz (1). Diese letztere Eigenschaft charakterisirt die Resolvente als sogenannte 
.4Wsche Gleichung. 

Zusatz (2). Ein Beispiel einer (jleichung dritten Grades gibt Serret (no. 503). 

G. Man kann dabei* füi' (Vw (verschiedenen) Wurzeln einer rationalen Gleichung immer 
eine solche Giui)i)e (i finden, dass jede „zugehörige'' Punktion F dieser Wurzeln (die sich also 
dui'ch die Gru])i)p nicht ändert) rational durch die Coefficienten ausdilickbar, also bekannt ist. 
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Umgekehrt bleibt jede ganze rationale Funktion F dieser Wurzeln durch die Gruppe G un- 
verändert, gehört also zur Gattung dieser Gruppe (vergl. oben 3. (D). Diese Gruppe besitzt die 
genannte Doppeleigenschaft ausschliesslich und heisst deshalb die Gruppe der Gleichung 
{Galois Proposition I). 

Zusatz (1). Der Satz bleibt bestehen, wenn das Wort „rational" im 6raZ(>w.'schen Sinne 
verstanden wird, d. h. wenn man den Coefficienten beliebige Grössen (Parameter) adjungirt, nur 
können die Gruppen mit wachsender Anzahl der Adjungirten sich verkleinern, aber so, dass sie 
alle in der Hauptgruppe enthalten sind, welche keine Adjungirten voraussetzt. 

Zusatz (2). Die Gruppe der allgemeinen algebraischen Gleichung wten Grades besteht 
aus dem symmetrischen Systeme aller n\ Substitutionen, denn die einzigen „zugehörigen" (rational 
bekanntep) Funktionen sind die symmetrischen. 

Zusatz (3). Für die Berechnung der Gruppe einer gegebenen numerischen Gleichung 
gibt Jordan (p. 276) die folgende Regel, die aber, wie er sagt, im Allgemeinen praktisch nicht 
durchführbar ist. Man bilde erst alle möglichen Substitutionsgruppen G, G\ . . . der Wurzeln x^, . . . Xn 
der gegebenen Gleichung, sodann (nach 2.) für jede Gruppe eine Punktion y, y'. ... der Wurzeln, 
welche zu derselben ausschliesslich gehört, und endlich (nach der Methode der symmetrischen 
Punktionen) die Gleichung, welche, diese verschiedenen Werthe ip, y', ... zu Wurzeln hat. Die 
zu den rationalen Wurzeln dieser letzten Gleichung gehörigen Gruppen 6r, G\ . . . enthalten dann 
die Gruppe der gegebenen Gleichung und die kleinste von ihnen ist die Gruppe selbst. 

Zusatz (4). Jede irreductible Gleichung hat ihre transitive Gruppe, und umgekehrt ist 
jede Gleichung mit transitiver Gruppe irreductibel. 

Zusatz (5). Bildet man aus den beiden Gleichungen 

air +^y''-' + ... = 0, f{y)x^ + (f{y)x^-' + ... = 0, 

worin a, h, . . . rationale Constanten und /", f/, . . . rationale Funktionen sind , durch Elimination 
von y eine neue Gleichung muten Grades, so ist ihre Gruppe nichtprimitiv, und umgekehrt 
ist jede Gleichung mit nichtprimitiver Gruppe das Ergebniss einer solchen Elimination (Jordan, 
pp. 259—261). 

7. Adjungirt man einer Gleichung f\x) ==0 eine Wurzel einer anderen (Hilfs-) Gleichung 
F(jsi) — 0, so reducirt sich die Gruppe ö der Gleichung f(x) =. möglicher Weise auf eine*Unter- 
gruppe //, und die Wurzeln der HUfsgleichung ordnen sich derart in Reihen aus gleichviel Gliedern, 
dass // füi- alle Glieder derselben Reihe dasselbe bleibt und sich nur von einer Reihe zur anderen 
ändert, aber so, dass alle Hi einander ähnlich sind (Galois Proposition II). 

• Zusatz (1). Die Gioippe // kann auch mit G identisch sein; dann ist aber die Adjunktion 
der fremden Wurzel von keinem Nutzen. 

Zusatz (2). Ist i^=0 von einem Primzahlgrade, so enthält jede obiger Reihen nur 
eine Wurzel. 

8. Adjungirt man einer gegebenen Gleichung /'(x) = alle Wurzeln einer anderen 
Gleichung F(z) =r ü oder eine beliebige rationale Funktion dieser Wurzeln, so reducirt sich die 
Gruppe G der Gleichung f(x)=^0 auf eine „ausgezeichnete" Untergruppe //, welche also mit den 
Substitutionen von G vertauschbar ist (Jordan, p. 268; siehe Galois Proposition IQ). 

Zusatz (1). Mit Hilfe dieses Satzes kann man die Auflösung einer Gleichung mit zusammen- 
gesetzer Gruppe (s. oben IV. 6.) abhängig machen von der Auflösung einer anderen Resolventen- 
gleichung, deren Gruppe gegebenen Bedingungen genügt. Es zeigt sich dabei, dass die allgemeine 
Gleichung /^ten Grades (ausgenommen /i==4) nicht mit Hilfe von Resolventen niedrigeren Grades 
auflösbar ist (Jordan, pp. 269, 275—276). 

Zusatz (2). Sind die Gruppen der beiden Gleichungen F(x) — 0, f(2) = bezüglich G und g 
mit N und n Substitutionen und wird G durch Auflösung der zweiten Gleichung (und Adjunktion 
ihrer Wurzeln) auf die Untergruppe 11 mit ^Y: v Substitutionen reducirt, so wird umgekehrt r/ durch 
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Auflösung der ersten Gleichung auf eine Untergruppe h mit n : v Substitutionen reducirt. und der 
„Zusainraensetzungsfaktor" v ist der Grad einer gemeinschaftlichen Hilfsgleichung, deren Gruppe 
aus V Substitutionen besteht. Ist also G oder g einfach, so muss v bezüglich = N oder = n sein. 

9. Adjungirt man einer gegebenen Gleichung /'(j?) = eine rationale Funktion (f{x) der 
Wurzeln derselben Gleichung t\x) =: 0, so reducirt sich die Gruppe G der Gleichung auf eine 
Untergruppe // derjenigen Substitutionen von 6^, welche y. nicht ändern (Galois Proposition IV). 

Zusatz (1). Durch Adjunktion mehrerer solcher Punktionen y reducirt sich die Gruppe G 
auf die Gruppe jener Substitutionen, welche gleichzeitig zu allen y gehören. 

Zusatz (2). Mit Hilfe dieses Satzes kann man die Auflösung einer Gleichung abhängig 
machen von der successiven Auflösung von Gleichungen, deren Gruppen einfach und von 
niedrigerer Ordnung sind, bis man auf eine Gruppe stösst welche aus der identischen Substitution 
allein besteht (vergl. Theorie d. Gleichungen, VE, 5.). 

10. Ist die Gruppe G einer Gleichung von der Ordnung jjfi (wo p eine Primzahl bedeutet), 
und kann man ferner aus fi Substitutionen dieser Gruppe eine ausgezeichnete Untergruppe // 
bilden, welche also mit den Substitutionen von G vertauschbar ist. so reduciit sich die Gruppe G 
auf // durch Adjunktion der ^>ten Wurzel aus einer gewissen rationalen Grösse (Galois' Proposition V). 

Zusatz (1). Nach Galois (a. a. 0.. p. 42ß) kann man immer voraussetzen, dass die 
^te Wurzel der Einheit den Coefficienten adjungiit ist, da sich die Gruppe der Gleichung daduicli 
nicht ändeit. 

Zusatz (2). Galois (p. 428) gibt als Beispiel die Gleichung 4ten Grades, deren symmetrische 
Gruppe von der. Ordnung 24 sich durch Adjunktion der in der Resolvente dritten Grades auf- 
tretenden Qudrat- und Cubicwurzel bezüglich auf die Ordnungen 12 und 4 reducirt. und 
schliesslich durch Adjunktion zweier weiteren Quadratwurzeln (vergl. die Descartessche und 
Eider sehe Methode) bezüglich in zwei und endlich in eine einzige Substitution auflöst. Nach 
7. und 8. erhellt indessen, dass die Ordnung der (Sruppe durch die Lösung einer Resolvente 
^ten Grades nicht immer wie in diesem Beispiele auf den ^ten Theil herabgedrückt wird. 

Zusatz (3). Die Bew^eise dieser Galoisschen Sätze sind von Serret (Alg.. n, no. 577— 58H) 
vervollständigt worden. 

11. Si/low' scher Satz (Math. Ann., Bd. 5, S. 589). Die Gruppe G einer algebraischen 
Gleichung ist immer auflösbar, wenn sich ihre Ordnungszahl 

m =:2)'^q>^ry . . . 

so zerlegen lässt, dass p, q, r, . . . verschiedene Primzahlen sind, und 

^></."'r> . . ., q^ry..., u. s w. 

Zusatz. Dass diese Bedingung nicht nothwendig ist. zeigt obiges Beispiel für m = 24 = 2^-3 
(s. 10. (2)). 
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XII. ^beclinitt. 

Theorie der Gleichungen. 

(Besoufs Theorie G6n6rale, Paris 1779; Warings Med. Alg., 1782; Galois Oeuvres, 1828—1832, 

Serrefs Alg.; Jordans Traitö.) 



Vorbemerkung. Dieser Abschnitt beschränkt sich auf die arithmetischen und alge- 
braischen Gleichungen. Eine Theorie der allgemeinen transcendenten Gleichungen gibt es 
noch nicht. Besondere Fälle transcendenter Gleichungen werden gelegentlich untersucht in der 
mathematischen Physik, z. B. von Poisson, Cauchy, Lame u. s. w. Catichy (Ex., 1826, t. I, p. 297) 
hat die einfachsten trigonometrischen und Exponential-Gleichungen auf die Realität ihrer Wurzeln 
untersucht, entsprechend der Descartcs sohen Zeichenregel bei algebraischen Gleichungen. 

I. pauptstück. 

Definitionen. 

1. Eine Gleichung heisst algebraisch, wenn die unbekannten Grössen mit den bekannten 
durch algebraische Operationen (Addition und Subtraktion, Multiplikation und Division, Potenzirung 
und Radizirung) verbunden sind. Koramen noch andere Operationen vor, so heisst die Gleichung 
transcendent. 

Zusatz (1). Jede algebraische Gleichung kann in Bezug auf eine beliebige ihrer Un- 
bekannten, z. B. z, auf die Form gebracht werden: 

Die Zahl n heisst der Grad oder die Ordnung der Gleichung, und die Werthe von -s-, 
welche der Gleichung genügen, heissen ihre Wurzeln. Das Gleichungspolynom heisst vollständig 
oder unvollständig, je nachdem alle n + 1 Coefficienten vertreten oder einige derselben Null sind. 

Zusatz (2). Ein vollständiges Gleichungspolynom wten Grades mit k Unbekannten hat 

nach BczoiU (p. 23) im Ganzen r* t | Coefficienten, der homogene Theil des Polynoms hingegen 

In -{- k 1 
^"M kl 

Zusatz (3). Eine algebraische Gleichung heisst arithmetisch, wenn ihre Coefficienten 
gegebene Zahlen sind. 

2. Eine auf obige Form gebrachte Gleichung heisst rational, wenn ihre Coefficienten 
rationale Punktionen sind, entweder von lauter rationalen Grössen, oder von beliebigen als 
bekannt angesehenen, sogenannten adjungirten Grössen (vergl. Theorie d. Funktionen, I, 4.). 
Diese letzteren sind meist willkürlich gewählte irrationale Grössen, oder Funktionen der Wurzeln, 
entweder derselben oder irgend einer anderen Gleichung. 



II. Anzahl der Wurzeln und wiederholte Wurzeln. 307 

3. Eine rationale Gleichung heisst irreduktibel oder unzerlegbar, wenn sie keinen 
rationalen Divisor hat (Hudde an Sclwoten, 1657, epist. I, De Reductione Aequationum). 

Zusatz (1). Durch Adjunktion irrationaler Grössen kann also eine sonst irreduktible 
Gleichung als reduktibel betrachtet werden. 

Zusatz (2). Krotiecker (Grundzüge, 1882) nennt allgemeiner eine ganze Funktion von beliebig 
vielen Veränderlichen, mit Coefficienten aus dem Rationalitätsbereich {R\ R'\ It"\ ...), irreduktibel. 
wenn sie keine ebensolche ganze Punktion als Divisor enthält, d. h. keine ganze Punktion der- 
selben Veränderlichen mit Coefficienten aus demselben Rationalitätsbereiche. Er nennt eine ganze 
Punktion des Bereichs (R\ R", . . .) primitiv, wenn ihre Coefficienten keinen Theiler mit einander 
gemein haben. Eine ganze algebraische Funktion ist als primitiv anzusehen, wenn ihre Norm 
primitiv ist (KromcJcer, S. 49 und 84). 

Zusatz (3). Eid^r (Introductio, I, no. 95) nannte diese irreduktiblen Funktionen incomplex, 
die reduktiblen hingegen comp lex. 

4. Gleichungen von gleichem Grade heissen äquivalent, wenn sich die Wurzeln der 
einen als rationale Funktionen der anderen darstellen lassen (Jordan, p. 271). 

5. Ueber die Gruppe einer Gleichung und die aus ihr folgenden Definitionen cyclischer, 
isomoi'pher. einfacher, primitiver, transitiver und so weiter, Gleichungen siehe den Abschnitt 
Theorie d. Substitutionsgruppen, VIU. 



II. Hauptstück. 

Anzahl der Wurzeln und wiederholte Wurzeln. 

A. Die Anzahl der Wurzeln. 

Vorbemerkung. Der Satz über die Anzahl der Wurzeln wird gewöhnlich als Pundamental- 
satz der Theorie der Gleichungen bezeichnet. 

1. Theilung des Gleichungspolynoms in Paktoren. Für jedes beliebige a hat 

man die Zerlegung: 

A^)-(^--«)y(^) +/•(«), 

wobei die Coefficienten h von y sich aus den Coefficienten a von /eindeutig bestimmen mittelst 
der Recursionsformeln (Honwrs^ Divisionsmethode. 1819): 

bn = />„ _ 1 a + (ht = f(ct) ^= Rest. 

Ist nun a eine Wurzel, also /'(«) = 0, so kann man y weiter zerlegen und erhält schliesslich die 
eindeutige Theilung des Gleichungspolynoms: 

f(z) = % (z «i) (z a^) (z an) 

in seine linearen Faktoren. Sind m Wurzeln a einander gleich = «., so nennt man «, eine 
m-fach wiederholte, oder eine m-fache Wurzel. 

Zusatz (1). Die angeführte Theilungsmethode setzt voraus, dass die Gleichung überhaupt 
Wurzeln habe, und dass man dieselben auch kenne, dient also nicht zur Auffindung der linearen 
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Paktoren, d. h. zur Auflösung der Gleichung. Wollte man z. B. einen Theiler (f(z) vom wten 
Grade des Gleichungspolynoras finden, indem man in der Identität 

wo ip vom Grade w m ist. die Coefficienten gleicher Potenzen von z einander gleich setzte, 
oder, indem man nach wirklicher Division 

die m Coefficienten des Restes B gleich Null setzte, so erhielte man eine Reihe nicht linearer 

Bedingungsgleichungen mit einer Resultanten, deren Grad in beiden Fällen gleich l^j. also im 
Allgemeinen grösser als n ist. 

Zusatz (2). Umgekehrt kann man aber, von obiger Theilung ausgehend, jede Gleichung 
mit gegebenen Wurzeln bilden. Durch diese Betrachtung wurden schon die ältesten Algebraisten. 
wie (jrirard (1629) und Harrlot (1631), zu der Ueberzeugung geführt, dass eine algebraische Gleichung 
;<ten Grades nicht mehr als n Wurzeln haben könne. Newton kleidet diesen Satz in seiner 
Ai'ithmetica Universalis (ed. Gravcsmidc, Lugduni 1732, p. 181) in folgende Worte: „Eine Gleichung 
kann so viele Wurzeln haben als Dimensionen, und nicht mehr^. Was ihn und seine Zeitgenossen 
vom Ausspruche des allgemeinen Satzes abhielt, 4' war die herrschende Auffassung der „unmög- 
lichen Wurzeln*' (1. c. pag. 183), die sich noch in Warings „Meditationes'* (1782, pag. Xu und 
cap. n) findet. Ein Jahrhundert früher wurden sogar die negativen Wurzeln als „falsche Wurzeln" 
bezeichnet (z. B. in Daiccuies Geometria, lib. 3. A). 

2. Der Beweis, dass jede algebraische Gleichung «ten Grades genau w Wurzeln 
hat, wurde zuerst von trciuss in seiner Doktordissertiition (Hehnstadii 1 799, Werke, Bd. EI) geliefert. 
Daselbst berichtet er über die frühei* versuchten Beweise von d'Alemhert (Berlin. Mem., 1746, p. 182), 
von Eiihr (ebend., 1749. p. 222) und von Lar/rauf/e (ebend., 1772), und nennt sie eine wahre „petitio 
principii", indem sie die Existenz der «Wurzeln voraussetzten und nur ihre Gestalt zu bestimmen 
suchten. Diesem ersten geometrischen Beweise Hess Gauss siebenzehn Jahre später einen zweiten 
rein analytischen folgen (Götting. Coram., Bd. 3, 1816) und in demselben Jahre noch einen dritten. 
Einen vierten Beweis liefeite Caurhf/ in seinen Exercices, 1829 (t. 4. p. 98—101). 

Zusatz (1). Gauss hat seinen ersten Beweis fünfzig Jahre später umgearbeitet (Werke, 
Bd. in, S. 73—74) und folgende Bemerkung beigefügt: „Diese vier Beweise beruhen alle auf 
ebenso vielen verschiedenen Grundlagen, aber darin kommen sie alle überein, dass durch jeden 
derselben zunächst nur das Vorhandensein eines Faktors der betreffenden Funktion erwiesen wird." 

Zusatz (2). Cauchi/s> Beweis beruht auf folgendem Hilfssatze (vergl. Serret, I, no. 55): Es 

sei z=:x-\-iji und f\2) = P^iQ. wo /=l'- 1. Zieht man in der Ebene der rechtwinkeligen 
Axen X und y eine beliebige geschlossene Linie, welche durcfh keinen Wurzelpunkt der Gleichung 
f\z) = geht, und lässt man z diese Linie einmal (immer in demselben Sinne) durchlaufen, so 
geht das Verhältniss P:<^> bei seinem Verschwinden wenigstens ebenso oft vom Positiven zum 
Negativen, als vom Negativen zum Positiven über. Der Ueberschuss der ersteren Anzahl über 
die letztere werde mit / bezeichnet. Ist nun r die Anzahl der innerhalb der genannten Linie 
liegenden (gleichen oder ungleichen) Wurzeln von /'(r)=:0, so ist immer /f = 2p. Holzmüller 
begründet diesen Satz mittelst Biematnr^chev Flächen (Isog. Verw., S. 199—201). 

Zusatz (3). Die späteren Beweise ^r//a//^\s (1815, 6rer^o;?«c's Ann., t. 5, p. 201), Sturm's und 
LioHvillv^ (in seinem J., 1836, p. 278 u. 290) und v. Sfaudfs (Crelles J., Bd. 29, S. 97) beruhen auf 
den Gauss suchen oder Cauc/nj sehen Beweisen. Wcieistrass bespricht in seinen „Grundzügen" (Berlin 
1882, § 13) einen weiteren „denl Gaussschen Beweise von 1815 nachgebildeten" Beweis und 
bezeichnet ihn als „Begründung der arithmetischen Existenz der algebraischen Grössen". 



III. Beziehungen zwischen Coefficienten und Wurzein. 309 



B. Die wiederholten Wurzeln. 

Vorbemerkung, lieber die Definition wiederholter Wurzeln s. oben I. 

3. Die Bedingung, dass eine Gleichung f(x)=0 überhaupt m gleiche Wurzeln habe, 
ist nach Etiler (Calc. Difif., H, § 249): 

f\x) = 0. ^ = T-i=0, 

dx dx*" 

oder wenn man mit tj die homogene Coordinate bezeichnet (Serret, 11, no. 557): 

—!- = — = — ^ = 

dy"*" ' dxdy""-^ ' dx"* 

Zusatz. Diese Methode wird von Hudde in einem Briefe an Schooten (Epist 11, D6 Maximis 
et Minimis, Amstelaedami 1658) als seine eigene bezeichnet. 

4. Um eine Gleichung f\x)=:0 von wiederholten XVurzeln zu befreien, suche man den 
grössten gemeinschaftlichen Theiler /; zwischen der Punktion /' und ihrer ersten Derivirten f. 
Die Gleichung /i = enthält nur die wiederholten Wurzeln von /'=0, jede einmal weniger als 
diese. Also hat der Quotient f':f\ =0 genau dieselben Wurzeln wie f=0, aber ohne Wieder- 
holung. 

Zusatz. f\ ist die Diskriminante von /* und die Resultante von /' und /' (vergl. Theorie 
d. Funktionen, VI, 1.). 

5. Um die wiederholten Wurzeln selbst zu finden, bestimme man wieder den grössten 
gemeinschaftlichen Theiler von /i und der ersten Derivirten, und nenne ihn /i, u. s. w. und 
bezeichne mit X„ das Produkt aller jumal in /* enthaltenen Paktoren, jeden einmal 
gerechnet. Ist dann fm der erste constante Theiler, d. h. hat ^,_, = keine wiederholten 
Wurzeln mehr, so ist (Serret, I, no. 50): ^ ' 

Xa=f' , • /" ^ 1 : /*^ aber X = /* , , (w = 1, 2, . . . m 1). 

Zusatz. Da es beim Aufsuchen des grössten gemeinschaftlichen Theilers auf constante 
Paktoren dieses Theilers und auf die Richtigkeit des jedesmaligen Quotienten nicht ankommt, 
so darf man nicht nur jeden Dividend und Divisor, sondern auch jeden Partialrest während der 
Division mit beliebigen Constanten multipliciren und dividiren. 



III. Hauptstttck. 

Beziehungen zwischen CoeMcienten und Wurzehi. 

Vorbemerkung (1). Die folgenden Sätze bleiben bestehen, die Coefficienten der Gleichung 
mögen reell oder complex sein. 

Vorbemerkung (2). Sind die Coefficienten sämmtlich reell, so sind die complexen 
Wurzeln paarweise conjugirt, also immer in gerader Anzahl vorhanden (Waring, Med. Alg., 
cap. n, p. 36). 

1. Aus der Zerlegung des Gleichungspolynoms in seine linearen Paktoren (11, 1.) 

f(x) = ^» + r/j jr;"- ^ -f . . . 4- ö„ = (^ — «i) (x — a^) . . , (x — a„) 
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erkennt man unmittelbar, dass der Coefficient 

«I = Ci{—ai, — «2 • ... — ««) •• 

gleich ist der Summe aller Combinationen ohne Wiederholung iter Klasse aus allen negativ 
genommenen Wurzeln (dabei die Combinationen als Produkte betrachtet). Insbesondere ist also 
«1 die Summe und a„ das Produkt allei^ negativ genommenen Wurzeln. 

Zusatz. Da die Summe aller Combinationen eine einfach symmetrische Punktion ist. so 
lässt sie sich (nach IV) auch so darstellen: 

üi — C (— «j . ... an) = liCiuCt^an . . . 

2. Die Potenzsummen der Wurzeln und die Coefficienten einer Gleichung lassen sich 
ganz und rational durch einander ausdrücken {Newtons Arithm. Univ., ed. Graoesatide, p. 192; 
Eulers Opuscula varii argum.. 11. p. 108). Ist nämlich (für positive oder negative t)\ 

s. = a\ ^ cc\+ ... + «1 = [i] 

die /te Potenzsumme der Wurzeln a der Gleichung t\x) = 0;'» -|- a^x"-' -h . . . = 0, also s^ = n. so 
hat man: 

(a) Die Recursionsformeln [Neivtoti und Eider, a. a. 0.): 

Äj +«1=0. 

^2 + 6*1 ttj + 2a^ ^= 0, 



Sn + Sn-\a^ + ... + S^Un-X + 5,)«»» = 0, 
Sn^X + An«! + . . . + S.^O'n-X + *\ «n == 0, 

^n— 1 + *'tt— J <*i + ... + ^o^n— 1 + *'— 1 ^M = 0, 



(b) Die Reihenentwickelungen {Warim/, Med. Alg., cap. I): 



5, = ^( -1)^, 



*n : r-^ : ::^ : CL. CL . 



Ui = 2 



1 



A« . 



«1 «2 









s. 



^i 



wo das Summenzeichen in beiden Fällen eine zusammengesetzt symmetrische Punktion bezeichnet 
und sich über alle ganzen positiven Werthe 0. 1, 2. . . . der Exponenten X^ . . . A„ erstreckt, welche 
den Bedingungen genügen: 

im 1. Falle: A^ + 2/2 + • • • + n?.n = h 

im 2. Falle: A^ + 2^2 + . . . + ili = i. 

(c) Die Determinantenformen (Sdmans Lesson Vn, Bruno -Walter, S. 2): 



( l)'*-.= 



a. 



1 



20^ a, 




1 



. 
. 



lUi a,_i Ui- 2 . . . dt 



, ( iy/!a,= 



s, 



1 



^2 ^'1 




2 
5. 



. .. 
... 
a . . . 



*'i •'»'i — 1 **i — 3 



Ä', 



Zusatz (1). Es sind also a, und 6,, durch einander ausgedruckt, Isobare Funktionen vom 
Gewichte * und vom Grade /. 

Zusatz (2). Borchardt (Berlin, Abh.. 1857, Werke, S. 109) hat gezeigt, dass die Coefficienten 
der Gleichung auch durch die //ersten ungeraden Potenzsummen s^ s^n-x rational dar- 
stellbar sind. 

Zusatz (3). Weitere Beziehungen zwischen ('oefficienten und Potenzsummen der Wurzeln 
gibt Brioschl in Tortdinfs Annalen (1854). 
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3. Layranye (Berlin. Mem., 1770, Oeuvres, t. III, p. 5) berechnet die Potenzsummen 
durch seine Umkehrungsformel. Er bringt die Gleichung auf die Form: 

= a — hx + cx^ — dx^ + . . . , 

und führt zur Abkürzung die Grössen ein: 

- CX^ "f" djX^ 

'-^-^ = X = ax^ + «j x^ + «2^ + . . • , 



a 

X^ = ßx^ + ßrx'^ + ß^x^ + ..., 

X^ = yx^ + y^x' + y^^*^ + • • • etc. 

Dann hat man die Reihenentwickelung: 



r 



worin r überall mit Null beginnt und so weit fortschreitet, als die Binomialcoefficienten es zulassen. 
Zusatz (1). Dass dieses die Umkehrungsformel ist, erkennt man. indem man mit Y 

bezeichnet, was aus X wird, wenn man x durch - ersetzt. Man hat dann nämlich, wenn man 

y 

rechts nach der Differentiation y wieder durch - ersetzt: 

a 

1 iC 

Zusatz (2). Dieselbe Rechnung gibt die Summen der positiven Potenzen, denn man 

1 
hat offenbar — +..=?/, + ... wo // die Wurzeln einer Gleichung von der Form sind: 

x] 



= ay"* — Inr - > + cy 



m — 2 



4. Serret (Alg. I, no. 172) berechnet die Potenzsummen durch algebraische Division. 
Ist nämlich f=0 die gegebene Gleichung und /' ihre Abgeleitete, so hat man: 

^^^1^ = 2^, oder = -~:Ss^r-^x^^^^, (r = 0, 1, . . . ^). 
f{x) x"^ 

Ordnet man also die Polynome /*' und /' nach fallenden, oder, im zweiten Falle, nach 
steigenden Potenzen von x und führt die Division aus, so erhält man, falls der Quotient 
convergirt die Potenzsumme Sr als Coefficient von x-r 

Zusatz (1). Man kann im ersteren Falle die negativen Exponenten vermeiden, indem man 
vor der Division x durch 1 : y ersetzt. 

Zusatz (2). Für den Fall /• = 1 lässt sich die Methode verallgemeinern, indem man an 
Stelle von x eine ganze rationale Funktion (f{x) setzt. Man erhält dann an Stelle der Summe 
s^ = x^ + X2 + . . . die symmetrische Summe y(^,) + ^(^2) + • • • als Coefficient von 1 :a: in der 
Entwickelung von: 

wie Dienyer (nach Tramon) in (rnnierts Archiv (Bd. IB. S. 471) gezeigt hat. 

5. Grenzen der Wurzeln, ausgedrückt durch die Coefficienten. Setzt man allgemein 

(vergl. Senrf, I, no. 46): 

f\x) = a^)X'' + a^x""- ' -f . . . -f ^/„ =r 0, 
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und ist Q^ der Modul von a«, ist ferner q der grösste der Moduln q^ ^„ und ebenso q' der 

grösste der Moduln ^(,, ^^ . . . ^„_i, so ist: 

^±^LA eine obere Grenze der Moduln der Wurzeln, und 
-Untere ,. <« « ^ r- 



Q + Qn 



6. Sätze von Eider und Jacobi über Punktionssummen der Wurzeln: 

(a) Ist f(x) = eine gegebene Gleichung mit den Wurzeln a^, «g, . . . und (f(x) eine belie1)ige 
ganze rationale Funktion, so ist die Summe über alle Wurzeln « (Euler, Calc. Integr., 11. § 1169): 

^^ ^ da 

so lange der Grad von y kleiner ist als der des Nenners. 

(b) Sind f(x, y) = 0, F(x, !/) = zwei gegebene Gleichungen mit den gemeinschaftlichen 
Wurzeln (a^, ßi), ... und (f(x,f/) eine beliebige ganze rationale Funktion, so ist die Summe über 
alle gemeinschaftlichen Lösungen (a, ß) nach Jacobi {CreUes J., Bd. 14, Werke III. S. 287): 

df dF 



^^f(c<^ß)-' 



da da 
df dF 



dß dß 

SO lange der Grad von (p in Bezug auf « und ß kleiner ist als der des Nenners. 

Zusatz. Dem JSwfcr'schen Satze hat Brioschi [Grellen J., Bd. 50, S. 239) zwei allgemeinere 
hinzugefügt. Funktionssummen ähnlicher Art, die nach Wurzeln gegebener algebraischen oder 
transcendenten Gleichungen fortschreiten, gibt Ckiuchy (Ex., 1826, I, p. 339 ss.) mit Hilfe seines 
„Residuencalcüls". Eine Funktionssumme, in der die Resultante zweier algebraischen Gleichungen 
auftritt und die nach den gemeinschaftlichen Wurzeln fortschreitet, gibt RicMot in Grelles J. 
(Bd. 21. S. 232). 



IV. Hauptstück. 

Die symmetrischen Funktionen der Wurzeln und Wurzeldifferenzen. 

Vorbemerkung. Die im vorigen Hauptstück erwähnten Potenzsummen 

a. =z \i] = 2 a' • 

sind symmetrische Funktionen erster Ordnung der Wurzeln, und die Coefficienten 

a, = [1) = ^,a„a, . . . 

symmetrische Funktionen höherer Ordnung, aber der einfachsten Art, in so fern nur erste Potenzen 
vorkonmien (s. Theorie d. Funktionen, VIII). 

1. Jede symmetrische Funktion der Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
lässt sich ganz und rational durch die Potenzsummen der Wurzeln ausdrücken (Xeivton). 



\p\ = ^< 



^^.p 



s 



p 



f />, q\ z= 2a^a' =z s s — ä . 

IX ' J^l UV p q p \-q 

\p, q, r\ =r JSa^a'^ a[ := s s s - s s - s s - s s ^ + 2^„^ ^ ; etc. 
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Zusatz (1). Diese Formeln folgen aus 1X1,2., und, allgemeiner, aus Theorie d. Funktionen, 
vni, 4. und 5. Ihre Gestalt zeigt, dass sich die Ausdrücke rechts symbolisch in Determinanten- 
forra darstellen lassen, wenn man nach der Ausrechnung alle Exponenten wieder in Zeiger ver- 
wandelt (Bruno- Walter, S. 9): 

p Sp SP SP 

^^ ^^ S'^ Sa l-t a J V 

^ I S"- S' Sr 

m ^ 

Zusatz (2). Diese symmetrischen Funktionen sind also in den s isobar, bezüglich von 
den Gewichten p, p ^ q. p + q -\- r (Phil. Mag., 185H. vol. 5, p. 199) und den Graden 1, 2, 3, . . . 
Die entsprechenden Eigenschaften in Bezug auf die Coefficienten s. unten 6. 

Zusatz (3). Sind in jedem Gliede x Exponenten der einen Art, / einer anderen Art, u. s. w. 
einander gleich, so findet man den Ausdruck für die symmetrische Funktion, indem man erst alle 
Exponenten als verschieden voraussetzt, dann in obigen Formeln die x, die A, u. s. w. Exponenten 
einander gleichsetzt und das Ergebniss durch x!AI ... theilt. z. B.: 

\p^\ = :Sa'a' =^(s' - s., ), 

l-^ J UV *) ^ P -}• 

\p^, q\ = ^a'a'fti = \ (s' s -2s s ^ ^ s s., + 2s.. ^ ). 

1-^ ' ^J H V - ') ^ P *1 P P^Q 1 -P -P-^T 

Zusatz (4). Da sich nach III, 2. die Potenzsummen der Wurzeln durch die Coefficienten 
der Gleichung ausdiücken lassen, so folgt: 

2. Jede symmetrische Funktion der Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
lässt sich ganz und rational durch die Coefficienten derselben ausdrücken, ohne dass 
die Wurzeln selbst bekannt sind. 

Zusatz. Die folgenden Methoden von Warhuj^ Cauchj, Borchurdt^ Brlosclü und Cayleij geben 
die Art und Weise dieser Darstellung an. 

3. Wariny'^(t\ie Methode (Med. Alg.. cap. I; vergl. Gauss Demonstratio nova altera, 
1816. Werke HI, S. 37). Es sei verlangt, die symmetrische Funktion 

Tr irv J" y '" tu 

u r n Q a 

der unbekannten Wurzeln a einer Gleichung: 

o;*» + a^x""-^ + ... -{- an = 

durch die bekannten Coefficienten a auszudrücken: Die symmetrische Funktion sei so geordnet^ 
dass p^q^ ' ' ^t^u. Nach III, 1. hat man: 

{—l)a, =C,{a^ ...), 



( — l)"«,i = «lOfg • • • ^n- 

Nun erhebe man diese Gleichungen der Reihe nach zu den (immer positiven) Potenzen (p - q), 
(q — ''). . . . (^ - «), u. bilde ihr Produkt und multiplicire schliesslich beiderseits mit einer Con- 
stanten 3/, falls V ausser den « eine solche besitzt. Dadurch entsteht eine Gleichung: 

f.1 V o ' 

worin P das Produkt der Constanten 31 und verschiedener Potenzen der bekannten Coefficienten a 
ist, während rechter Hand alle einzelnen so entstehenden symmetrischen Funktionen wieder so 
geordnet seien, dass die späteren Exponenten immer gleich oder kleiner sind als die früheren. 

Nun setze man V-P=i \\ und verfahre mit V^ gerade wie mit Fund setze Vy — P^ = V^ 
und so fort, bis man zu einer Gleichung kommt V}, — Px= Fx + i, worin Vx^x von den Wurzeln a 
unabhängig ist. Dann ist schliesslich (vergl. Serret, I, no. 174): 
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4. Cauchj/'s Methode (Ex., 1829, t. 4, p. 104; vergl. Serret, I, no. 177), Die Bezeich- 
nungen seien dieselben wie in 3. und das Gleichungspolynora werde X^ genannt. Macht man 
weiter die Annahmen 



und setzt in die Gleichungen X^ — 0. ... X„ = der Reihe nach x = a^, x=:a^, ... x=^an' so 
mögen dieselben in folgende Gestalt übergehen: 

Jj =r 0, A^ ^=0, ... Än^= 0. 

Mit Hilfe der linearen Gleichung A^ = eliminire man aus V= 2"«'' ... die Wurzel a^, ordne 

K nach Potenzen von a„_i, und dividire durch An-\. Der Rest dieser Division ist von a„_i 
unabhängig und == V. Dieses ordne man wieder nach Potenzen von an -2 und dividire durch An-2' 
Der Rest dieser Division ist von a„_2 unabhängig und wieder =: V. Diese Operation setzt man 
fort, l)is der Rest der letzten Division durch A^ die gesuchte Funktion leblos durch die Coefficienten 
der gegebenen Gleichung darstellt. 

5. Borehardfs erzeugende Funktion T (Berlin. Monatsb., 1855, Crellcs J., Bd. 53, 
1857). Setzt man zur Abkürzung 

iJ(t,, ... tn) ^ , ( - ir aM ^ 

f\t,)...f\tn) ^' A dt,...dtn 

so ist die symmetrische Funktion ^aj'' . . . a^" der n Wurzeln der Gleichung f^^O gleich den Coeffi- 
cienten des Produktes 

1 _}_ 

1 n 

in der Entwickelung von T nach fallenden Potenzen von- ti....h (vergl. oben: Theorie der 
Funktionen, JX. 6. (e)). 

Zusatz (1). Da die Funktion T in obiger Gestalt die Wurzeln a nicht enthält, so erhält 
man die symmetrische Funktion unmittelbar durch die Coefficienten der Gleichung ausgedruckt. 

Zusatz (2). //(/p ...tn) bezeichnet das bekannte Dififerenzenprodukt, d. h. die einfachste 
alternirende Funktion (s. Theorie d. Funktionen, K, 1.— 3.). 

Zusatz (3). Andere Formen von T finden sich bei Bnltzer (§§ 3 und 10) und bei Bnmo- 
Walter (§ 3); indessen sind alle bisher aufgestellten Ausdilicke von T zur wirklichen Berechnung 
der symmetrischen Funktionen nicht sehr geeignet {Cayleij, Phil. Trans., 1857, p. 494). 

6. Methode von Cayley und Sylvester (Phil. Mag., 1853, vol. 5, p. 199). Es sei: 

r— ^a^'al'' .. . = 2e.a^' cd .... 
12 I 1 2 . 

Dann ist V in den Coefficienten a vom Grade j;, wenn^; den Maximalwerth der Exponenten 
Pi,p^, ... bezeichnet, und isobar vom Gewichte (Zeigersumme): 

Ih ^ Ih ^ • • ^^ K + '^^ + ^^-^ + • • • • 

Danach lässt sich die Summe 2e. a\^ .... einfach hinschreiben und nur die Coefficienten c 

bedürfen der Berechnung, wozu man entweder die Potenzsummen s oder irgend welche Zahlen- 
gleichungen benutzen kann. Wählt man z. B. lauter Gleichungen mit den Wurzeln ± 1, so lassen 

sich J^aJ'' . . . und a\' . . . leicht in Zahlen ausdiücken und man erhält so aus jeder Gleichung eine 

Bedingung für die Coefficienten e. 

Zusatz (1). Drückt man umgekehrt die Coefficienten oder Produkte von Coefficienten 
durch die symmetrischen Funktionen der Wurzeln aus, so sind die Anzahl Wurzeln und die 
höchste Potenz in diesen symmetrischen Funktionen höchstens gleich bezüglich dem Gewichte 
und der Anzahl Coefficienten des Produktes [Cayley, Phil. Trans., 1857), z.B.: 

a^a.^ =r JS'«ja.,a.j + 4:^a^a.,a.^a^. 



IV. Die symmetrischen Funktionen der Wurzeln und WurzeldiÜerenzen. 3J5 

Zusatz (2). Für die folgende besondere Form von V hat Brioschl (1854) die Formel 
aufgestellt: 

7. Differentialgleichungen für die symmetrischen Funktionen (Brioschl. in TortoUtus 
Ann., 1854; (7ay%, Phil. Trans., 1857). Ist 

die symmetrische Funktion der Wurzeln a und 2^—2h+Pi + '- ^li^ Exponentensumme, und 
betrachtet man V (nach 1. und 2.) als Funktion der Potenzsummen Si oder der Coefficienten a, der 
Gleichung nten Grades, so genügt V den Differentialgleichungen: 

dV , dV dV 

(a) s,^^+2s.,- + ...+ps,j^^=pV, 

dV dV dV .dV 

(b) . j:7+^i3 ^- • • • + ^"-'3—= ^ JT' 

dV , ,, dV dV ^dV 

^a^ ^«2 <^rtn <^a. 

/;t^ =: sict-r-i + a^Sk-^.r-2 + . . . + tt ^ - 1 6*it uud l = 1, 2. . . . w. 

Zusatz (1). Setzt man in (c) anstatt V die Potenzsumme Sk. so geht die rechte Seite der 
Gleichung über in — ää*_i, setzt man aber für V eine symmetrische Funktion der Wurzel- 
Differenzen, so ist die rechte Seite Null. 

Ebenso erhält man aus (d) besondere Formeln für Z; = 0, 1, 2, u. s. w. Insbesondere erhält 
man für V= «, eine Formel von Raahc (Grelles J.. Bd. 48, S. 1(57). 

Zusatz (2). Stellt man eine gegebene symmetrische Funktion der Wurzeln nach 6. durch 
die Coefficienten dar, und nach 1. durch die Potenzsummen 

I t \ Q 

SO kann man die Constanten c durch obige Differentialgleichungen bestimmen, indem man z. B. 
die Gleichung (b) für / = 1, 2, 3. . . . berechnet. Jede solche Gleichung liefert eine Bedingung zur 
Berechnung der c. 

8. Tafeln für die symmetrischen Funktionen der Wurzeln der allgemeinen Gleichung, 
ausgedrückt durch die Coefficienten, finden sich zuerst bei Vandermonde (Paris. Mem., 1771) und bis 
zum loten Grade einschliesslich bei Meier Hirsch (Sammlung v. Aufg. a. d. Theorie d. allg. Gleich.. 
I, 1809). Die symmetrische Form ihrer Coefficienten wurde aber erst von Caijley (Phil. Trans.. 
1857) wahrgenommen und zu einer übersichtlichen Darstellung dieser Tafeln benutzt. Cayley gibt 
auch umgekehrt die Potenzen und Produkte der Coefficienten der gegebenen Gleichung ausgedrückt 
durch die symmetrischen Funktionen der Wurzeln und bezeichnet diese neuen Tafeln mit (a), 
denen er die i/irÄc/^'schen (b) zur Seite stellt. In der neuen Ausgabe dieser Abhandlung (Math. 
Papers, U, p. 602—603) findet man werthvolle literarische Bemerkungen. Diese Ilirsch^schen 
Formeln finden sich auch im Anhange von Salmons Lessons und in Fiedlers Elementen (S. 73—75), 
und bis auf den Uten Grad ausgedehnt bei Bruno -Walter im Anhange, mit einer ausfüln-lichen 
Erklärung der Berechnungsweise. 

Zusatz (1). Die synoptische Form der Caykyschen und Bninoschen Tafeln bemht auf 

dem Satze (oben 6.), nach w^elchem sämmtliche symmetrische Funktionen 2'«f'a.f-. .. mit derselben 

Exponentensumme j)^^ + P2 + • - - dasselbe Gewicht X^ -h 21, + ... in den Coefficienten haben und 
sich folglich in eine einzige Tafel bringen lassen mit den Isobaren Coefficienten -Verbindungen 

a\'a^^ . . . als Argument. Die Tafel enthält dann nur die berechneten Coefficienten c. in einer und 

derselben Zeile für jede symmetrische Funktion. 
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Zusatz (2). Eine etwas veränderte Methode wurde von Durfee und Mac 3Iahon befolgt bei 
der Berechnung der symmetrischen Funktionen der Wurzeln von Gleichungen 12ten, 13ten und 
Uten Grades (Amer. J. of Math., vols. 5, 6, 9, 1882—87; vergl. 3[ac Mahans neue Theorie im 
vols. 11 und 12). 

9. Einen besonderen Fall symmetrischer Funktionen bilden die geraden Potenzen der 
Wurzeldifferenzen, die sich nach 1. und 2. durch die Potenzsummen Si der Wurzeln und die 
Coefficienten r/, der Gleichung ganz und rational darstellen lassen (vergl. Bruno -Walter, S. 41—46): 

(a) Für die Summe gerader Potenzen der Wurzeldififerenzen hat man nach dem bino- 
mischen Lehrsätze (Lagrange, Berlin. Mem.. 1769): 



n 



2 ^ i («* — a,r = ^( - ir \l\ SrS2i-r ={s- sY\ 



h — \k~\ 



wenn im letzten symbolischen Ausdiiicke die Exponenten nach der Entwickelung in Zeiger ver- 
wandelt werden; 

(b) und für die Summe der Produkte quadrirter Wurzeldififerenzen, die aus je m Wurzeln 
gebildet ist, also 1 ^M Glieder enthält (vergl. Cayhy und Borchardt in Lwurilles J., t. 11, p. 298 und 
t. 12, p. 58): 



>0 



• • • " M — 1 



^//(«l . . . am)'* = S,n = i 



^ m — 1 • • • ^'2m — 2 



1 




«. 




U^ • • • 1 







1 




«1 ... 












1 ... 


• 




• 


■ • • 

n 


• 

(« 
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— 2)r/j, . . . 
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Zusatz (1). Die Anzahl Nullen in der letzten. Determinante nimmt in den ersten (m 2) 
Zeilen zu. in den letzten nt wieder ab, und zwar beginnt die (;>/ - l)te Zeile mit (m — 2) Nullen, 
die (m 2)te mit (nt 3) u. s. w. Die Determinante enthält also- 2 w? - 2 Zeilen und ist von unten 
aufzubauen, so dass z. B. 

n (n l)a, \ 



h., — 



ö, 



2 a. 



Zusatz (2). Die Sm sind die leitenden Coefficienten der S/?/nw'schen Reste (vergl. unten VI, 8.). 



V. Hauptstück. 

Umformung der Gleichungen. 

Vorbemerkung (1). Die Umformung hat zum Gegenstande die Aufgabe, aus einer 
gegebenen Gleichung eine neue abzuleiten, deren Wurzehi zu denjenigen der gegebenen 
Gleichung in einer bestimmten Beziehung stehen. Es wird sich im Vn. Hauptstücke zeigen, dass 
die algebraische Auflösung der Gleichungen auf dieser Umformung beruht. 

Vorbemerkung (2). Besondere Aufgaben derart findet man in Descarfes' Geometria, 
liber IE, und in Warihg» Uedit Alg. (p. 24—35 und p. 145—152) und Mise. Anal. (p. 11—15). 
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A. Jede Wurzel der umgefonnten Gleichung stehe mit einer einzigen 

der gegebenen in Verbindung. 

1. Die einfachsten Umformungen erhält man durch die Substitutionen a: = — y oder 
x=iy-\ wodurch im ersteren Falle nur die ungeraden Potenzen ihr Zeichen ändern, und im letzteren 
die Reihenfolge der Coefficienten sich umkehrt. 

Zusatz. Eine Verallgemeinerung der letzteren Substitution ist die folgende a; = ?/"•, die 

bei der Gräff'schen Auflösungsmethode (s. unten IX, 14.) Anwendung findet. 

• 

2. Der Taylor sehe Lehrsatz bildet ein Mittel, die Gleichung f(x) = «o^'* + «i^"~^ + • • = 
mittelst der Substitution x = y + d umzufonnen in (vergl. Enlers Calc. Diff., 11, § 244): 

fLv + ä)= m + r w • // + ^/"'(rf) • ^^ + . . . + A/*^"Hrf) • tr = 0. 

Zusatz (1). Satz von Budan (1807): Setzt man y^=ix — rf in diese Reihe, so kommt: 

f\x)^f(d)+n6).{x -rf) + ... 

Wenn man also f{x) durch {x — S) dividirt, den Quotienten wieder durch {x — d), u. s. w., (n + l)mal, 
so sind die (n + 1) Reste der Reihe nach die Coefficienten obiger Reihenentwickelung. 
Zusatz (2). Meist bestimmt man d aus der Gleichung: 

-i-^/Xn-0(d)^naorf + «i=0, 

so dass das zweithöchste Glied fortfällt und die Gleichung die sogenannte reducirte Form 
annimmt [Descartcs, Geometria, lib. HI, G). 

3. Eine sehr gebräuchliche .Umformung besteht darin, die gegebene Gleichung homogen 
zu machen, was durch die Substitution x^y.j) und nachträgliche Multiplikation mit j)** geschieht. 

Zusatz. Die wiederholte Anwendung der drei linearen Substitutionen: 

1 ■ f. V 

a: = — , :r = iy + o, x = —, 

y P 

ist gleichbedeutend mit der allgemeinen linearen Substitution: 

ay -^ ß 

X — 

4. Methode von TscJiirnhauscn'^), Zwischenglieder einer Gleichung zum Verschwin- 
den zu bringen (Acta Erud., 1683). Die gegebene Gleichung sei: 

f\x) = x^ +2h^''~' + ... +pn = 0, 
und man bilde durch auf einander folgende Potenziiiing das Gleichungssystem: 

y = a^^ + a^x + . : . + a„,x'\ 
y^~ (f[, + a\x + . . ., 
y^ = rt.'| + a[x + . . . etc., 

worin m < n willkürlich und die Ur unbestimmt sind. Die Potenzirungen sind bis ?/" einschliesslich 
fortzusetzen und die Potenzen von x sind mit Hilfe der gegebenen Gleichung unter x'' herab- 
zudrücken. Eliminirt man nun diese n 1 Potenzen x, x^, . . . ^"-' aus den n Gleichungen für y, 
so erhält man eine Gleichung >?ten Grades in y: 

r + (/i.v"-V+ ... + qn = 0. 



*) In den Acta Erud. für 1(>S8, 95, 90, 97, 98 zeichnet sich dieser Mathematiker einfach mit I>. T. In den 
Inhaltsverzeichnissen erscheint sein Name mit den Endsilben: ^utus, hausen, Musius. Im allgemeinen Index für 
1091 — 17(J<J heisst sein Titel: De TschinihavseH, Ehrenfried Waltherus. 
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in welcher mau so über die unbestimmten Grössen a verfügen kann, dass m C'oefficienten q ver- 
schwinden. Die q sind nämlich ganze Funktionen der a, nämlich g^ vom ersten, q^ vom zweiten, 
. . . , qn vom nten Grade. 

Zusatz (1). Bei der erwähnten Elimination ergibt sich eine Gleichung, welche x durch // 
ausdrückt, so dass zu jeder Wurzel y nur eine Wurzel x gehört und umgekehrt. 

Zusatz (2). Nach der Ueberschrift der Tschimliausen sehen Abhandlung sollte man auf 
diese Weise im Stande sein, alle Zwischenglieder („omnes terminos intermedios") zu beseitigen, 
wodurch die Gleichung zu einer binomischen, also algebraisch auflösbar würde. Allein die gleich- 
zeitigen Bedingungsgleichungen zur Bestimmung der Grössen a, vom ersten bis zum (n l)ten 
Grade sind schon für n = 5 nicht mehr algebraisch lösbar. Eine hierauf bezügliche Erörterung 
gegen Jerrard findet man im Phil. Mag. (vols. 19, 23, 24, 1860—62). 

Zusatz (3). Ucrmite (Compt. Rend., 1865, t. 61, p. 877) und Faä di Bruno haben die 
Eliminationsgleichung wten Grades in y so umgestaltet, dass die Coefficienten q simultane 
Invarianten der Form /* nter Ordnung und einer anderen willkürlichen Funktion (n - 2)ter 
Ordnung sind (s. Bmno-WaUer, S. 271 und 191). 

5. Nach Jerrard (Math. Research., 1834, besprochen und berichtigt von Hamilton im Brit. 
Ass. Rep., vol. 6, 1836, p. 295) hat man nur eine Gleichung dritten Grades aufzulösen, um das 
zweite, dritte und vierte Glied jeder Gleichung zum Verschwinden zu bringen. In der 
Bezeichnung von *• hat man in diesem Falle zu setzen: 

y =^ (Iq + a^x + a^x^ + a^x^ -\- aj^x^, 

und die drei Bedingungen zu erfüllen: q^ = q^ = q^ = o. 

Zusatz (1). Mittelst der linearen Gleichung q^ =^0 eliminirt man «o^ wodurch die beiden 
anderen Bedingungen übergehen in q.^ — q[^ =: 0. Die erstere ist eine homogene quadratische 

Punktion der a und kann (durch eine lineare Substitution) immer in eine Summe von Quadraten 
aus linearen Punktionen verwandelt werden: 

/•- + y' + h' + k' = 0. 

Diese Gleichung wird befriedigt durch die Annahmen f=^ig, h=^lk. Bestimmt man aus diesen 
linearen Gleichungen a^ und a., und setzt dieselben in q^=^0 ein, so geht diese Bedingung in eine 

homogene Funktion dritten Grades q^ i= der beiden Unbekannten a.^ und a^ über, von denen 

eine beliebig gewählt werden kann (vergl. Serret, I, no. 193). 

Zusatz (2). Wollte man q^^ statt q.^ zum Verschwinden bringen, so hätte man eine Gleichung 
4ten Grades zu lösen. Will man aber die drei dem letzten vorhergehenden Glieder beseitigen, 
so hat man wieder den ersten Fall, indem man den reciproken Werth der Unbekannten zu 
Grunde legt. 

Zusatz (3). Der Jerrard^ sehe Satz wurde für den besonderen Fall w == 5 schon von Bring 
(Lund 1786) ausgesprochen, in einer Abhandlung, die sich in Grunerfs Archiv (Bd. 41, 1864, S. 105) 
abgedruckt findet. Weitere Literaturangaben findet man in Klein» Vorlesungen (S. 143). 

B. Jede Wurzel der umgeformten Gleichung stehe mit mehreren der gegebenen 

in Verbindung. 

6. Gegeben sei eine Gleichung wten Grades f(x) = mit den Wurzeln «j . . . ««, und eine 
beliebige ganze rationale Funktion y'(ax. •«/) aller oder einiger dieser Wurzeln. Ist p deren 
Anzahl, so kann y durch Vertauschung der Buchstaben «!...«„ höchstens n{n — 1) . . . (n - r + 1) 
verschiedene Werthe annehmen, und diese Werthe sollen die Wurzeln der transformirten Gleichung 
sein. Die Coefficienten dieser Gleichung lassen sich aber (nach IV, 2.) aus denen der gegebenen 
Gleichung berechnen, denn sie sind symmetrische Funktionen der <f (s. oben EI, 1.) und folglich 
auch der a (vergl. Serret, I, no. 180). 
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Zusatz (1). Die Funktion (p kann mitteist der gegebenen Gleichung f{a) = immer auf 
den Grad n — 1 herabgedrückt werden. Serret (no. 182) zeigt auch, dass eine gebrochene 
rationale Funktion (p stets mit einer ganzen Funktion gleichbedeutend ist. 

Zusatz (2). Einfache Fälle, in welchen (p selbst eine symmeti-ische Funktion ist, sind 
die folgenden: 

cc et 

^ = «1 + «2 ' y = «1 . «2 , y = -^ + -^, ^ = («1 — ce^Y, etc. 

Den ersten Fall: ip=^ a^ + «s erhält man auch dadurch, dass man die Bedingung ausdillckt, 
x^ — (P'X + ip sei ein Theiler von f\x). Man erhält dadurch zwei Bedingungsgleichungen zwischen 
(p und \p und durch Elimination von ip die gesuchte Gleichung. Vanderinonde (Paris. M6m.. 1771, 
p. 370) bezeichnet einfache Wurzel-Combinationen der genannten Art als „Typen". 

1. Der zuletzt erwähnte Fall (p == {a^ ~- cc^Y liefert die Gleichung der quadrirten Wurzel- 
differenzen, die von Waring in seinen Mise. Anal. (1762, p. 17) mit Hilfe der symmetrischen 
Funktionen berechnet wurde, und sich nach Lar/rangc (Berlin. Mem., 1769, Oeuvres, t. II und VIII, 
p. 141; vergl. oben IV, 9,) auf folgende Weise bilden lässt: Man setze 

s. = a\ + a\ + . . .. s. = <p[ ^ % + ' ^ 

dann findet man s' aus s durch die Formel 



2s] = 2( - 1)^ (^^;') s^s^^,_^. {r = 0,L... 2i). 



Hat man also (nach HI, 2,) die 5 aus den Coefficienten der gegebenen Gleichung berechnet, 
so findet man umgekehrt aus den s' die Coefficienten der gesuchten Gleichung. 

Zusatz (1). Die Gleichung der quadrirten WurzeldifPerenzen gibt ein Kriterium für die 
Realität aller Wurzeln (s. unten VI. 4,) und ein Mittel zur Berechnung der complexen Wurzeln 
(s. unten IX, 13,) der gegebenen Gleichung. Das Absolutglied der Gleichung der quadrirten 
WurzeldifPerenzen ist die Diskriminante der gegebenen Gleichung*), und dient nach Cauchy zur 
Trennung der Wurzeln (s. unten VI, ♦•). Die Berechnung dieses Gliedes siehe im Abschnitte 
Theorie d. Funktionen VI, 9, Eine allgemeine Behandlung der Gleichung der quadrirten Wurzel- 
differenzen von Cayley findet sich in TortoUms Annalen (t. 2, 1859, p. 365). 

Zusatz (2). Die Potenzsumme s. ist auch quadratische Invariante der binären Form: 



(so, Si, . . . S2i) {x, y) = - I ^'j SrX'^^-'-y. 



Ihre Berechnung durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung wurde von M. Boberts 
in den Nouv. Ann. (t. 19) für ? = 1, 2, 3, 4 ausgeführt und durch quadratische- und cubische 
Invarianten binärer Formen dargestellt. Füi* die Gleichung 4ten Grades gab er die vollständige 
Berechnung der Coefficienten der transformirten Gleichung. 

Zusatz (3). Wie das Absolutglied der Gleichung der quadrirten WurzeldifPerenzen eine 
symmetrische Funktion der Wurzeln ist, welche verschwindet, wenn einige der Wurzeln einander 
gleich werden, so lassen *sich nach Sylvester andere symmetrische Funktionen bilden, deren Ver- 
schwinden gewisse Systeme von Gleichheiten zwischen den Wurzeln mit sich führt, und die 
folglich, ausgedrückt durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung, die Bedingungen solcher 
Gleichheitssysteme ausdi-ücken. Cayley (Phil. Trans., 1857, Math. Papers, n, p. 465) hat diesen 
Gedanken ausgeführt und solche Bedingungsgleichungen für eine Reihe besonderer Fälle aufgestellt. 



*) Aehnlich heisst das Absolut'i^lied der Gleichung, welche die Summen «i -ha^ zu Wurzeln hat, die Ge min ante 
(Matthiej^sen, Grundzüj^e, § 20). 
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VI. Hauptstück. 

Trennung der reellen und complexen Wurzeln, 

Vorbemerkung (1). Die ersten in diesem Hauptstück gegebenen Sätze finden sich zerstreut 
in Waring^ Med. Alg., cap. E (^De impossibilibus radicibus"), und auf neuem algebraischen Wege 
bewiesen in Lagrange % Abhandlung in den Berlin. M^m. (1769). 

Vorbemerkung (2). Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass die Coefficienten des Gleichungs- 
polynoms : 

f\x) = a^x"" + a^x''-^ -h . . . + «n 

reell seien und das Absolutglied a« nicht verschwinde, d. h. dass die Gleichung keine Null- 
wurzeln habe. 

!• Die folgenden Sätze folgen unmittelbar aus EI, 1.: 

(a) Haben die besonderen Werthe t\a) und /*(&) entgegengesetzte Zeichen, so liegt 
zwischen den reellen Grössen a und h eine ungerade Anzahl reeller Wurzeln, also wenigstens eine. 

(b) Jede Gleichung von ungeradem Grade hat eine ungerade Anzahl reeller Wurzeln, 
also immer wenigstens eine. Ihr Zeichen ist dann demjenigen von a„ entgegengesetzt. 

(c) Jede Gleichung von geradem Grade hat eine gerade Anzahl reeller Wurzeln (oder 
.auch keine). Ist a„<CO, so hat sie deren wenigstens zwei, mit entgegengesetzten Vorzeichen. 

2. Satz von Uarriot (1631) und DescaHes (1637). Jede (voll- oder unvollständige) Gleichung 
f[x)=:0 hat höchstens so viele positive oder negative reelle Wurzeln, als Zeichen- 
wechsel bezüglich in /'(+ x) oder in f\—x) sind, und die etwaige Differenz beider Zahlen ist stets 
gerade (Geometria, lib. 3, D). 

Zusatz (1). Einen neuen Beweis dieses Satzes gibt Lagrange (Oeuvres, t. 8, p. 196) mit 
Erwähnung mehrerer älterer Beweise. Ein allgemeiner Beweis von Gauss findet sich in Grelles J. 
(Bd. 3, 1828). 

Zusatz (2). Eine vollständige Gleichung f{x)=^0 hat also höchstens so viele positive 
oder negative reelle Wurzeln als bezüglich Zeichenwechsel oder Zeichenfolgen, und, wenn alle 
Wurzeln reell sind, genau so viele. 

Zusatz (3). Ist n der Grad der Gleichung /'(x) = und 2k die Anzahl ihrer complexen 
Wurzeln, sind femer tv und iv^ bezüglich die Anzahl der Zeichenwechsel in f{x) und /'( — x). und 
p und Pi bezüglich die Anzahl der positiven und negativen reellen Wurzeln, so ist: 

2k^n — (w + w^) und 2k^{w — p) + {tv^ -p^). 

Fehlt also ein Glied zwischen einer Zeichenfolge, oder fehlt mehr als ein Glied zwischen 
einem Zeichenw^echsel, so hat die Gleichung wenigstens zwei complexe Wurzeln. 

Zusatz (4). Jede (voll- oder unvollständige) Gleichung f{x) = hat höchstens so viele 

reelle Wurzeln, als Zeichenwechsel in f(Vx) sind. 

Zusatz (5). Die Dcscartes^ sehe Zeichenregel lässt sich nach Jacobi (Grelles J., Bd. 13; 
Werke, HI, S. 279) zur Grenzbestimmung verwenden. Ist nämlich x eine Wurzel der gegebenen 
Gleichung und setzt man y=:(h x):{x a), so ist y die Wurzel einer Gleichung desselben 
Grades, w^elche so viele positive Wurzeln hat, als die gegebene Gleichung Wurzeln zwischen 
a und b zulässt. Sucht man also nach der Regel von Descartes die Anzahl positiver Wurzeln y 
der transformirten Gleichung, so hat man zugleich die Anzahl der Wurzeln x, welche zwischen 
den Grenzen a und h eingeschlossen sind. 
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3. Rdles „Cascaden-Metliode'* (1690; vergl. Lagrange, Berlin. Mem., 1767, p. 312). Zwischen 
zwei ihrer Grösse nach unmittelbar aufeinander folgenden reellen Wurzeln der Gleichung f(x)=^0 
liegt eine ungerade Anzahl reeller Wurzeln der derivirten Gleichung /''(x)r=0, also immer 
wenigstens eine. 

Zusatz (1). Sind also alle Wurzeln von /' reell, so gilt das Gleiche von denen der 
derivirten Gleichung /" = (aber nicht umgekehrt) und zwischen je zwei aufeinander folgenden 
Wurzeln der zweiten Gleichung liegt immer eine der ersten. 

Zusatz (2). Zwischen zwei ilirer Grösse nach unmittelbar aufeinander folgenden reellen 
Wurzeln ß^ und ^^ der derivirten Gleichung /*' = liegt entweder eine einzige, oder keine reelle 
Wurzel von /'=0, je nachdem fißi) und fiß^) verschiedene oder gleiche Zeichen haben. Kennt 
man also die reellen Wurzeln von /' — 0, so kann man mif^uhilfenahme von /'(+ oc) und /*(— oc) 
die Inteivalle für die reellen Wurzeln von /'=0 angeben. 

4. War'mg (Mise. Anal.. 1762) hat eine Regel aufgestellt, die allerdings zunächst nur anzeigU 
ob überhaupt complexe Wurzeln vorhanden sind. Die Wurzeln der gegebenen Gleichung sind 
nämlich dann und nur dann sämmtlich reell, wenn die Gleichung der quadrirten Wurzel- 
differenzen vollständig ist und nur Zeichenwechsel aufweist (Reg. 1.. pag. 17). 

Um dann die reellen und complexen Wurzeln zu trennen, schlägt er vor, in die gegebene 
Gleichung eine arithmetische Reihe von Werthen: 

n — A. 71 - 'lA, 7t - 3^ 

einzusetzen, worin rr eine obere Grenze der Wurzeln und die Differenz A kleiner ist als die 
kleinste Wurzeldifferenz. So oft dann bei diesen Substitutionen das Gleichungspolynom sein 
Zeichen ändert, hat man ein reelles Wurzelinter\'all (Reg. 3, pag. 20—21). 

Zusatz (1). Die Differenz A lässt sich bestimmen entweder durch die gross te Wurzel 
der Gleichung der reciproken Wurzeldifferenzen, wie Warlng angibt, oder, nach Lagrange ^ Vor- 
gange, durch die kleinste Wurzel der Gleichung der quadrirten Wurzeldifferenzen. 

Zusatz (2). Lagrange (Berlin. Mem.. 1777, p. 373) hat den ersten Warhig^ohen Satz dahin 
erweitert, dass er nach einander die 2te, 3te, .... ^te Transformirte bildet, deren Wurzeln bezüglich 
die Quadrate der Differenzen zwischen einer Summe von s Wurzeln und einer Summe von s anderen 
Wurzeln der gegebenen Gleichung sind. Ist die gegebene Gleichung vom wten Grade, so ist die 

sie Transformirte vom Grade -| r , und die gegebene Gleichung hat i Paare complexer 

Wurzeln, wenn die ^te Transformirte 2*~' ( M reelle negative Wurzeln hat. 

Zusatz (3). Cauchy (Anal. Alg., Note m, p. 487. und Ex., 1829, t. 4. p. 121) hat die 
Berechnung der kleinsten Wurzeldifferenz A erleichtert durch Aufstellung des folgenden Grenz- 
werthes: 

worin // das Absolutglied der Gleichung der quadrirten Wurzeldifferenzen (s. Theorie d. Punktionen, 
VI, 9,) und TT, wie vorher, eine obere Grenze aller Wurzeln (oder deren Moduln) ist. Wählt man 
also fUr A diesen Grenzwerth selbst oder einen kleineren, so wird er sicher die Wurzeln trennen. 
Die Rechnung vereinfacht sich noch weiter, wenn man die gegebene Gleichung erst so 
umformt, dass der erste Coefficient Eins und die anderen ganze Zahlen sind, weil man dann statt 
//Ol) einfach die Einheit setzen kann; nur wird dadurch das Inter\'all verkleinert und die 
Anzahl der Substitutionen vermehrt. 

5. Budan-Fourier ^ohev Satz. Budan (1807) untersucht die Vorzeichen der Punktionenreihe: 

/U), fix), rix) ..../^«)(^), 

wo f vom wten Grade ist und die Accente Differentialquötienten anzeigen, für zwei reelle Werthe 
x^^a und x==h, und bildet aus denselben zwei der Punktionenreihe entsprechende Zeichen- 
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reihen, und stellt dann den Satz auf: Wenn für keine der Zahlen a und b irgend ein Glied der 
Funktionenreihe verschwindet, so ist die Anzahl der zwischen a und b liegenden reellen Wurzeln 
der Gleichung /"(x) = höchstens gleich dem Unterschiede der Anzahl Zeichenwechsel in beiden 
Zeichenreihen, jedenfalls aber nur um eine gerade Zahl kleiner. 

Zusatz (1). Ist dieser Unterschied eine ungerade Zahl, so liegt zwischen a und h 
mindestens eine reelle Wurzel (vergl. oben 1. (a)), Ist der genannte Unterschied für zwei Zeichen- 
reihen = y. und weiss man. dass in dem Intervalle nur /* « r) reelle Wurzeln liegen, so hat die 
Gleichung wenigstens v ^ complexe Wurzeln. Sijid hingegen alle Wurzeln reell, so ist die 
Anzahl der zwischen a und b liegenden Wurzeln genau gleich dem erwähnten Unterschiede. 

Gelangt man für x =r a und x =:b zu zwei Zeichenreihen, deren eine nur Zeichenwechsel, 
die andere nur Zeichenfolgen hat, so sind a und b die äusseren Grenzen der reellen Wurzeln. 

Am bequemsten bildet man daher zugleich mehrere Zeichenreihen für a: = 0, =t 1, ± 10, it 100 

Verschwinden dann in einer Reihe ein oder mehrere Glieder, z. B. für x =^ c, so hat man dieselbe 
zu ersetzen durch zwei neue für x = c ±d, wo d eine kleine positive Zahl ist. 

Zusatz (2). FoHilcr (Analyse des Equat. detenn., Paris 1831, angezeigt von Gauss, Göttingen 
1833, Werke, Bd. m, S. 119) setzt in die Budcin sehe Reihe: 

f, t\ r f'^K 

für -i' eine Reihe wachsender Zahlen a, ß, y welche zwischen den Grenzen der Wui-zeln 

enthalten sind. Bezeichnet dann //« die Anzahl der beim Uebergange von x = a zu x =^ ß in 
der Reihe: 

verlorenen Zeichenwechsel, wo offenbar //„ = ist und Jq der liudan sehen Funktionenreihe ent- 
spricht, so hat man nach Fourkr folgende Unterscheidungsmerkmale (vergl. Serret, I, no. 145): 

Ist ^/o = 0, so liegt keine, ist ^/^ = 1, so' liegt eine reelle. Wurzel der Gleichung f^^O 
zwischen a und ß. Den Fall ^o ^ 2 kann man auf die beiden vorigen Fälle zuiückführen. Ist 
nämlich /^/^ die erste Differenz (von links nach rechts gezählt), welche den Werth Eins hat. so 
ist ^/„, -1 = 2 und .^,„ .+-1^0. Man hat also zwei Fälle zu unterscheiden 

Erster Fall: ^/«_t ==2, ^w=: 1, .^«^i >0. Durch wiederholte Trennung des Intei-valls (a. ß) 
kann man die Differenz 1 immer mehr nach links schieben, bis endlich ./o = 1 oder = wird. 

Zweiter Fall: ./,«_i = 2, ^,« = 1, ./m^i = 0. Ist in diesem Falle 

SO kann man wieder durch Theilung des Intervalls (a, ß) die Differenz 1 nach links schieben. Ist 
aber diese Ungleichung nicht erfüllt, so hat jede der Gleichungen f'=0, f =zO, ... f("'--)=zO 
zwei complexe Wurzeln, und man darf von. allen Differenzen ^O' -A» ••• ^^m-\ die Zahl 2 sub- 
trahiren. wodurch wiedeiaim die Differenz 1 nach links geschoben wird. So erhält man schliesslich 
//o = 1 oder = 0. 

6/ Satz von Sturm (1829 in Feru^sacs Bulletin, t. 11; und 1835 in den Paris. Mem. pres. p. Div. 
Sav., t. 6, p. 271). In der Gleichung f(x) = seien keine wiederholten Wurzeln. Man dividire 
mit der ersten Derivirten f in f, und mit dem jedesmaligen negativ genommenen Reste in den 
vorhergehenden Divisor; heissen diese negativ genommenen Reste: /i, /J, . . . fr, wo also fr eine reine 
nicht verschwindende Constante ist, und untersucht man die Vorzeichen der Funktionen-Reihe: 

für zwei reelle Werthe x^a und x^b, und bildet aus denselben zwei der Funktionen -Reihe 
entsprechende Zeichenreihen, so gilt der Satz: 

Wenn a und b nicht selbst Wurzehi der gegebenen Gleichung sind, so ist die Anzahl der 
zwischen a und b liegenden reellen Wurzeln der Gleichung genau gleich dem Unterschiede der 
Anzahl Zeichenwechsel in beiden Zeichenreihen. 
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Zusatz (1). Die Zeichenreihen für x=±x geben zunächst die Anzahl aller reellen 

Wurzeln, die dann durch die Reihe für x = in positive und negative getheilt werden. Nachher 

setzt man nach Bedürfniss: 

x=±l, = db 10, =t 100, etc. 

Verschwindet in einer Reihe f{x) z. B. für x = c, so ist dieser Werth selbst eine Wurzel, 
und die Reihe ist zu ersetzen durch zwei neue für x = c±d. Verschwinden aber innere Glieder 
der Funktionen -Reihe, so lässt man das entsprechende Zeichen einfach aus. 

Zusatz (2). Bei Bildung der Punktionen - Reihe darf man nicht nur alle Dividenden und 
Divisoren, sondern auch alle Partiaireste mit positiven Constanten multipliciren oder dividiren. 

Zusatz (3). fy braucht nicht absolut constant zu sein, es genügt, wenn es in dem 
Intervalle (a — h) sein Zeichen nicht ändert. Kommt man also z. B. bei einem quadratischen 
Reste an, der nur für complexe Werthe von x verschwindet, so kann er als letztes Glied der 
Punktionen -Reihe dienen. 

Zusatz (4). Die nothwendige und- hinreichende Bedingung, dass eine Gleichung wten Grades 
n reelle^ und ungleiche Wurzeln besitze, ist, dass die Ä^Mr^^sche Punktionen -Reihe aus n -f 1 
Punktionen bestehe, und für x= - ^ nur Zeichenwechsel, für jt:= -h oc nur Zeichenfolgen habe. 

7. Charakteristische Eigenschaften der Stunnschen Reste. Aus der allgemeinen 
Definition der Stunn sehen Reste /*„ und der entsprechenden Quotienten q 

tm—\ =^ Qmfm fm~hl OdeV fm-^\ = <lmfm fm—\ 

erhält man durch Einsetzen der vorhergehenden Werthe die allgemeine Formel: 

worin die A^ und Ii„ ganze rationale Funktionen der (j bezüglich von den Graden tn — 1 und m — 2 
sind und den Gleichungen genügen: 



JJm Jjm-hl 



= 1. 



t 

Zusatz (1). Diese Eigenschaften sind für die A und B charakteristisch, und alle 
Funktionen Af Bf, welche mittelst dieser Coefficienten aus f und/'' gebildet werden können, 
müssen mit den S^wrm'schen Resten bis auf constante Faktoren identisch sein (Salmori, Lessons, no. 48). 

Zusatz (2). Aus den Bedingungen für A und B und den Specialwerthen 

.4o = 0, B, = l\ A, = U B, = 

folgt,' dass die folgenden Quotienten die Näherungswerthe eines Kettenbruches sind (vergl. 
Theorie d. Kettenbrüche, ü, 2. und 5.): 

bf 2 .... 

Zusatz (3). BorcJuirdt (Werke, S. 155) hat seine Interi)olationsformel (s. Theorie d. DifT. 
u. Summen, m, 8, (6)) auf diesen Kettenbruch angewendet und damit die Stjlvestcr'schen Rest- 
funktionefi verallgemeinert (s. 8,). 

8. Sylvesters Funktionen, dargestellt durch die Wurzeln der gegebenen Gleichung (Phil. 
Mag., 1839, vol. 15, p. 428, und Phil. Trans., 1853, p. 456). Setzt rtiart: 

f=(x — a^) (x — a^, f —^(x — a^) . . .(x^Uf), 

t, = 2(x - a,^,) . . . (^ -- «n)/7(a, . . . arY=f":S , n{a, a^Y 

{x -a^) . . ,(x — «r) 

wo tr aus der Summe von je {n - r) binomischen Paktoren des Gleichungspolynoms besteht, 
jedesmal multiplicirt mit allen möglichen Differenzenquadraten der übrigen r Wurzejn (vergl. 
Theorie d. Punktionen, IX, 1.), so sind die t mit den Sturm' sohen Resten bis auf positive 
constante Faktoren identisch und folglich mit denselben äquivalent. 

Zusatz (1). Den Beweis hat Sturm selbst geliefert in Liouvilles J. (t. 7, 1842). 
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Zusatz (2). Die leitenden Coefficienten der Sylvester sehen Funktionen, aus welchen 
die Anzahl der reellen Wurzeln bestimmt wird, sind bezüglich für /*, f'\ t^, . . , t^ die folgenden: 



1. w, 2{a ~ a^)' ^ 






Sm — i 



n (n — l)flfi 



a, 



2n{a^ . . . UtnY "= Sm = 



1 





2 a, 



ö, 



1 



^2 

a. 



n (n - 1)«! (n — 2)«^, . . . 
a^ 2a^ 3a^ 



Sm— t ... ^2m — 2 

WO die s die Potenzsumraen der Wurzeln der Gleichung x"" + a^x"*-^ + . . . =:0 bedeuten, und die 
Determinanten wie oben in IV. 9, zu bilden sind. 

Zusatz (3). Hieraus ergibt sich der BorcJmrdt' sehe Satz (Werke, S. 24, und Limivilles J., 
1846, t. 12, p. 58—59), dass die gegebene Gleichung so viele Paare complexer Wurzeln hat, 
als Zeichenwechsel in der Reihe sind: 

1, Oj, o^, .... >S„. 

Die Anzahl Zeichenwechsel ist nämlich höchstens = :j n. Geschichtliche Bemerkungen zu diesem 
Satze finden sich in Borclmrdfs Werken, S. 469. • 

9, Cayley (Lwuvilles J., t. 11, 1846, p. 297; Math. Papers, I, p. 306) hat die Sylvester sehen 
Funktionen durch die Potenzsummen der Wurzeln dargestellt. Er setzt nämlich: 

f(x) =a;«— iiia:»-» + ...(- l)'*i>„; Q„,,r = s„,^r-i ~-PiS^^r-2 4- . . . + (--iyprS„,-i, 
wo s^ = a\ -f ... + a^. und findet (r =r 0, 1, ... n - m): 



tm = ^X''-'^- 



'0 



. . . Stn — 2« V»w, r 



w — l ••• S'2m — 9i V2»i — 1, r 



und später (Limvilles J., 1848, t. 13; Phil. Trans., 1857, vol. 147; Math. Papers, I, p. 392 und 11, 
p. 471) durch die Coefficienten der Gleichung in Determinantenform. Er setzt: 

U=ax- + i^l^hx--' + {^.^cx^-' + ..., 
und findet für die Sttmu sehen Funktionen: 



U. P, + 



P 

a 



Q 
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x^P 


xP 
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x^Q 


xQ 


Q 




xP 
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xQ 
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h 
;?i c 
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. + 
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n^d 


h 
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n^c 


n^h 


n^d 


n^c 




n^d 


n^c 


n^h 


n^e 


n^d 


n^c 














n^e 


n^d 


n^c 


nj 


n^e 


n^d 



u. s. w., wo zur Abkürzung gesetzt ist Ur — 1 



_ in — 1 



Zusatz. In den oben citirten Arbeiten gibt Cayley die ersten zwei S^tim^'schen Reste 
vollständig entwickelt für die allgemeine Gleichung, und alle Reste für die Gleichungen der Grade 
2, 3, 4 -und 5. 

10, Uermites Funktionen (Compt. Rend., 1853, t. 36). Ersetzt man die Wurzeln «i, . . . a« 
durch rationale ähnliche Funktionen dew^elben: 



VI. Trennung der reellen und complexen Wurzeln. 325 

80 haben die folgenden Punktionen die Eigenschaften der Stunn sehen Reste: 

Ji • f V /# (^1 . . . Ar) 

"" * (a: — «i) . . . (a: — ar)' 

Zusatz (1). Nach Hermite sind diese Quotienten (für r=:l, 2, . . .) Invarianten gewisser 
quadratischer Formen. Auch Schramm {Tortdims Ann., 1867) hat die S^wrm'schen Reste als 
Co Varianten dargestellt. 

Zusatz (2). Uennite hat seine Funktionen auch auf simultane Gleichungen von 2 und 
3 Unbekannten ausgedehnt, indem er ein dem S^tirm'schen ähnliches Unterscheidungszeichen auf- 
stellte für die reellen simultanen Wurzeln innerhalb eines Rechtecks oder Würfels mit den Unbe- 
kannten als Coordinaten. 

Zusatz (3). Weitere Arbeiten über Stunnsohe Reste haben Brioschi (Nouv. Ann. de Math., 
t. 13, 1856), Hattetidorf (Göttingen 1862), Joachimsthal {Crclles J., Bd. 48) und Kronecker (Berlin. 
Monatsber., 1873, S. 117-154) geliefert. Letzterer gibt eine allgemeine Uebersicht über die oben 
erwähnten Stunn sehen Reihen und ihre gegenseitigen Beziehungen. 

!!• Mittelst der Stürmischen Methode lässt sich der Cauchj sehe „Excess" J und folglich 
die Anzahl Wurzeln innerhalb einer beliebigen geschlossenen Kurve berechnen (vergl. obeiv n, 2. 
Zusatz (2)). Nach Cauchy ist nämlich die doppelte Anzahl reeller oder complexer Wurzeln 
der Gleichung /'(-r) = P -f- «^ = innerhalb eines begrenzten Gebietes gleich dem „Excess" J der 
Funktion f\z) := f{x -\- iy) auf der Begrenzung dieses Gebietes, oder, wenn dieselbe aus mehreren 
zusammenhängenden Stücken besteht, gleich der Summe der einzelnen „Excesse". Gelingt es nun, 
X und y wenigstens für einen Theil der Kurve auf rationale Weise durch eine neue Veränder- 
liche t auszudiücken, so dass ^) [ = -^^^^ wird, wo also V und V. keinen gemeinschaftlichen 

Divisor haben, so kann man den zu diesem Kurventheile gehörigen „Excess" nach der Methode 
von Sturm auf folgende Weise finden: 

(a) Der Grad von V sei nicht kleiner als der von V^. Man bilde aus V und F^ die 
Stimnsehe Funktionenreihe und Zeichenreihe für beide Endpunkte ty^ und t^ der Kurve gerade so, 
als wenn V^ die erste Derivirte von V wäre. Der Ueberschuss der Zeichenwechsel in der zweiten 
Zeichenreihe (für ^2) ^^er den in der ersten (für ^1) ist gleich dem diesem Kui-venstücke zugehörigen 
Excess J in der Richtung von t^ nach t^. 

(b) Ist der Grad von F kleiner als jener von Fi, so wird in der obigen Reihe nur T' mit 
Fl vertauscht. Bezeichnet man den Ueberschuss der Zeichenwechsel der zweiten Zeichenreihe 
(für ^2) über den ersten (für t^) mit i, so ist der „Excess" ^/ des betreffenden Kurvenstückes: 

j ^=z — h, wenn F und Fj in beiden Reihen entweder einen Zeichenwechsel oder eine 
Zeichenfolge haben; oder: 

J= —k + 1, wenn Fund Fj in der ersten (^1) eine Zeichenfolge, in der zweiten {t^) einen 
Zeichenwechsel liefern; oder: 

^= —k — 1, w^enn Fund F, in der ersten [ty) einen Zeichenwechsel, in der zweiten eine 
Zeichenfolge liefern (s. Serret, I, no. 136). 

Zusatz (1). Ist die zu untersuchende Kurve ein Kreis mit dem Halbmesser r und dem 
Mittelpunkte (x^, y^), so setzt man: ^ 

\—t^ , 2t 

x=.x^ -\'r—-—^, y = yQ+r 



worin t von — c>c bis + cc zu gehen hat. 

Zusatz (2). Ist die Kurvte ein Rechteck, parallel den Coordinatenaxen , so ist für jede 
Seite eine Coordinate x oder y constant, so dass man für ^ einfach die andere veränderliche 
Coordinate wählen kann. Ist das Rechteck unendlich lang, so ist der Excess J für jeden der 
beiden im Unendlichen liegenden Theile gleich NulL Auf diese Weise kann man die complexen 
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Wurzeln leicht trennen, nämlich ihre reellen Theile x durch Gerade parallel der y-Axe, und dann 
die imaginären Theile durch Linien parallel der ^-Axe, so dass die Wurzeln x + iy in rechtwinklige 
Felder eingeschlossen sind (Serret, L no. i47). 

12. Hermites Methode der homogenen Punktionen (vergl. Serret. I. no. 259—262 oind 
licdtzers Determinanten, S. 166). llat die Gleichung 

fix) = (x — a^) . . . (x — an) = 

nur reelle Coefficienten und ist wie oben s. = a\ + ... + a^, so bilde man die homogene quadra- 
tische Funktion 

m 

worin x und X alle Zahlen von Null bis « — 1 durchlaufen und y^ und y;. vollständig willkürlich 
sind, und transformire dieselbe in eine Summe von Quadraten (s. Theorie d. Funktionen, X, ?•). Dann 
bestimme man die Anzahl der positiven (oder negativen) Quadrate für .die beiden reellen Werthe c^ 
und Cg. Der Ueberschuss der grösseren Zahl über die kleinere gibt die Anzahl reeller Wurzeln 
zwischen q und c^. 

Zusatz (1). Dieselbe homogene quadratische Funktion kann man auch dadurch erhalten, 
dass man (Hermite, in Grellen J., Bd. 52, S. 44; vergl. Serret und Baltzer, a. a. 0.): 

{c-y)t"{y)m -{c--z)r(z)f{y) 

y — 2 

auf die Form eines nach Potenzen von y und z geordneten Polynoms bringt und darauf jede 
Potenz y* oder z"" durch y^ ersetzt. Dabei bezeichnet /' die erste Derivirte von /*. 

Zusatz (2). Diese Hermite^che Methode ist ähnlich derjenigen, welche von Jacobi (Werke, 
Bd. in, S. 590) zum Beweise des oben (8,) erwähnten Borchardt' sehen Satzes benutzt wurde, ist 
aber allgemeiner als diese (vergl. Borchurdt's Werke. S. 471; und Grelles J.. Bd. 53, S. 281). 



Vn. Hauptstück. 

Algebraische Auflösbarkeit der Gleichungen. 

Vorbemerkung (1). Eine Gleichung algebraisch auflösen, heisst, eine algebraische 
Punktion der Coefficienten bilden, welche, für die Unbekannte substituirt, der Gleichung identisch 
genügt (Abel, Oeuvres, t. n, p. 187, vergl. Serret, U, no. 522). Eine Auflösung mittelst transcendenter 
Punktionen heisst transcendent. 

Vorbemerkung (2). Etiler hatte in zwei Abhandlungen: „De,formis radicum conjectatio" 

(C. Petrop., t. 6, 1732—33, p. 221) und „De resolutione aequationum cujusvis gradus" (N. C. Peti'op., 
t. 9, p. 7^) die Vermuthung ausgesprochen, jede Gleichung nten Grades habe eine „Resolvente" 
(n - l)ten Grades, und wenn die Wurzdn der letzteren mit a, ß, ^, . . . bezeichnet werden, so seien 
diejenigen der gegebenen Gleichung darstellbar durch (vergl. unten 9, Zusatz (1)): 

n n n 

Die erste allgemeine Untersuchung über die algebraische Auflösung der Gleichungen stammt 
von Lagrange (Berlin. M6m., 1770 — 71; Oeuvres, t. 3, p. 205; und im Auszuge in den Noten 
zu seinem „Traitö", Oeuvres, t. 8, p. 295). Zu ähnlichen Ergebnissen wie Lagrange gelangte 
Vapidermande (Paris. M6m., 1771), aber auf anderem Wege (vergl. Lagrange, Oeuvres, t. 8, p. 324). 
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Lagrange hatte im Anfange der dritten Sektion seiner ^Röflexions" noch die Ansicht ausgesprochen, 
„dass nichts die Unmöglichkeit beweise", Gleichungen höheren Grades algebraisch auf- 
zulösen. In seinen Additionen zu Eulers Elementen der Alg. (1798; Oeuvres, t. 7, p. 7) sagt er 
schon deutlich, diese allgemeine Auflösung scheine unmöglich zu sein. 

Ruffirn scheint indessen der erste gewesen zu sein, der den Beweis dieser Unmöglichkeit 
versuchte (Theoria gen. d'Equazioni, 2. vol., Bologna 1799), allein seine Abhandlung ist (nach 
Abel, Oeuvres, I, p. 186) „so verwickelt, dass es sehr schwer fällt, sich über die Richtigkeit seiner 
Schlüsse ein Urtheil zu bilden". 

Gauss spricht sich in seinen Disq. Arith. (1801, art. 359) dahin aus, es unterliege keinem 
Zweifel, dass das Problem der algebraischen Auflösung der allgemeinen Gleichung ^?ten Grades 
nicht so sehr die Kräfte der heutigen Analyse übersteige, als vielmehr etwas Un- 
mögliches verlange. 

Der erste strenge Beweis dieser Unmöglichkeit wurde von Abel (Grelles J., Bd. 1, 1826; 
Oeuvres, t. I. p. 5) geliefert. • 

Die Bedingungen der algebraischen Auflösbarkeit wurden von Galois dui'ch die Theorie 
der Substitutionsgruppen in helleres Licht gestellt, in einer Reihe von Abhandlungen aus 
den Jahren 1828—32, die von Liouvüle gesammelt und im 11. Bande seines Journals ab- 
gedruckt wurden. 

Eine Kritik der AbcVsohew und GoZo^Vschen Methoden gibt Kronecker (Berlin. Akad., 1853, 
abgedi'uckt in Serrefs Alg., 11, no. 599). Ihre Kriterien, sagt er, geben über die Natur der auf- 
lösbaren Gleichungen nicht das geringste Licht. Man konnte weder wissen, ob noch andere 
Gleichungen mit den genannten Eigenschaften existiren, noch weniger solche bilden. Das Dunkel 
der auflösbaren Gleichungen konnte nur durch Lösung des Problems vollständig aufgeklärt werden: 
„Alle auflösbaren Gleichungen zu finden", eine Aufgabe, die schon von Abel in seiner 
unvollendeten Arbeit (Oeuvres, t. 2, p. 186) in AngrifT genommen wurde, aber noch nicht voll- 
ständig gelöst ist. 

Die Galoissche Theorie der Substitutionsgruppen algebraischer Gleichungen wurde von 
Jordan (Traitö, Paris 1870) weiter entwickelt. Seine Darstellung lässt indessen nach Netto (Fort- 
schritte d. Math., Bd. 3, 1871) eine gedrängtere Formulirung zu wünschen, bei welcher blosse 
Versuche ausgeschlossen sind. 

Vorbemerkung (3). Den Unterschied der Methoden von Eider, Yandainondc und Lagrange 
bespricht Matthiessen in seinen „Grundzügen" (Leipzig 1878, § 37). 

A. Lagrauge's Untersuchungen. 

L Bezeichnen ;ro . .Xn-\ die Wurzeln einer algebraischen Gleichung V=^0 vom Grade i?, 
und ist a eine t?te Wurzel der Einheit, d. h. eine Wurzel der binomischen Gleichung «** - 1 = 0, 
so lautet die Lagrange^ sehe Hilfsfunktion: 

91 

t z=z x^) + ax^ + a^x^ + . . . + a*'~^Xn-\ = VO-, 

aus welcher man, entsprechend den n Wurzeln a, n lineare Gleichungen bilden kann. Gelingt 
es dann, die t^. t^. . . . tn-i durch die Coefficienten von F auszudiücken, so lassen sich die x 
bestimmen, und zwar auf sehr einfache Weise, da die Potenzsummen der « verschwinden (vergl. 
unten Vm. 2i.). 

Zusatz (1). Dasjenige /,> oder ^q, welches cc = 1 entspricht, ist als die einfachste 
symmetrische Funktion der x unmittelbar bekannt. Die übrigen bestiimnen sich aus gewissen 
Hilfsgleichungen, welche von Euler als „Resolventen" (Lagrange's Röduites oder Resolvantes) 
bezeichnet wurden. 

Zusatz (2). Eine lehrreiche Besprechung dieser Lagrangeschen Methode, angestellt vom 
invariantentheoretischen Standpunkte aus. findet sich in einer Abhandlung Gordans im 20. Bde. 
der Math. Ann. 1882. 
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2. Ist H=p eine Primzahl, so erhält man die symmetrischen Funktionen der ^> - 1 

unbekannten ^ durch Auflösung einer Gleichung /*(P) = vom Grade 1-2-3 ... 0^-2) = 0> -2) !, 

und mittelst dieser symmetrischen Funktionen von vA bildet man (nach IV) eine Gleichung vom 

Grade p—-\ in 0-: 

F(^) = &p-' -h P^^p-^ + ... + P„_, = 0. 

nach deren Auflösung nur noch die ^>te Wurzel zu ziehen ist, um die t zu erhalten. 

Zusatz (1). Um die Coefficienten Pi, P^, . . . zu berechnen, hat man (nach lü) aus den 
Coefficienten von V eine Gleichung vom Grade j> ! zu bilden, welche alle jene t zu Wurzeln hat. 
welche durch die 2* '• Substitutionen (Permutationen) der x aus t entstehen. Da alle Exponenten 
von t Vielfache von 2^ sein werden, so sinkt die Gleichung durch die Substitution fp ^^ auf den 
Grad {j) 1)! herab. Dividiit man dieselbe durch F{x^), setzt die p — 1 Glieder des Restes =0 
und elirainiit aus den i^ — 1 so entstehenden Bedingungen die Coefficienten Pg, P3. ...Pn_i. so 
erhält man schliesslich die gesuchte Resolvente f'{P) = vom Grade (j) — 2) ! rational ausgedrückt 
durch die Coefficienten von V {Serret, Alg., 11, no. 520). 

Zusatz (2). Diese weitläufige Rechnung wurde von Laffrange etwas abgekürzt durch Aus- 

fUhnmg der Potenziioing: 

^ = (j;o + a^i + cc^x^ + . . .)p 

und Erniedrigung der Potenzen von a mittelst der Gleichung «^=1, so dass: 

&^i^ +ai, +a2?2 + ... 

Wiederholt man diese Operation mit den Exponenten 2, 3, . . . Imd addirt jedesmal die ^j Gleichungen, 
welche den p Wurzeln a entsprechen, so erhält man die Potenzsummen der ,>, aus denen sich die 
Coefficienten P direkt bilden lassen. 

3, Ist n = mp eine zusammengesetzte Zahl xxndp prim, und nimmt man für« die Wurzeln 
von x'^p — 1=0, die auch xp — 1 = genügen, so ist a^^^ = «»■ und t nimmt die Form an: 

t=i{x^ + Xp + Xop +...)+ Cc(Xi + Xj,^i i- X2p^\ + ...) + ., . 

p 

= X^ + aXi + . . . + a^-»X^_, = l^, 

worin die X Wurzeln einer Gleichung Tr=0 von dem Primzahlgrade i> sind, die also wie F=0 
in 2. behandelt werden kann. 

Aus den X findet man die Wurzeln x der gegebenen Gleichung V=0. indem man 
2J Gleichungen mten Grades bildet: 

x"' — XrX"^-' + Q^x^-' + ... + Ö« = 0, (r=:0, 1, ...i> -1), 

jede in V dividirt und die m Glieder jedes Restes = setzt. Mittelst dieser m Bedingungen drücken 
sich die jedesmaligen Q rational durch Xraus, und die gegebene Gleichung F=0 vom Grade mp 
ist in ihre m Faktoren zerlegt. 

Zusatz (1). Bei der Bildung der Resolvente /"(P) = vom Grade (p — 2)! fehlen die 
(unbekannten) Coefficienten von W, Führt man aber in /*(P) alle n\ Substitutionen (Permutationen) 
der Wurzeln Xq, . . . jCn-i aus, so ist das Produkt aller i auftretenden Werthe von /* eine symmetrische 
Funktion der Wurzeln x und folglich die Gleichung für P rational darstellbar: 

/o '/l • • fi- i == 0. 

Sie ist vom Grade {p — 2)!/, wo i der Index der oben angewandten Substitutionsgruppe (s. den 
betreffenden Abschnitt, V) bedeutet und gleich ist: 

i = n\ \p\{m^y^ 

Zusatz (2). Für n>4 übersteigt wenigstens eine der Resolventen den Grad n der 
gegebenen Gleichung, so dass die Lagranye^ohe Auflösungsmethode versagt. Doch haben die 
Untersuchungen Layranyc^ über die „Aehnlichen Funktionen'*, welche damit in Verbindung standen, 
die Wege gebahnt für die späteren Arbeiten AbeV^ und Galois. 
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B. Abel's und Galois' Untersuchungen. 

4. Abel kleidet seinen Satz über die Unmöglich^feit der algebraischen Auflösung der 
allgemeinen Gleichung in folgende Worte: „Es ist unmöglich, die allgemeine Gleichung 
5ten Grades algebraisch aufzulösen", und schliesst seinen Beweis mit der Bemerkung, dass 
Gleichungen höheren als 5ten Grades ebenso wenig algebraisch lösbar seien. 

Zusatz (1). Ein unvollendeter Beweis findet sich in AbeVs „Oeuvres" (t. n, p. 185 ss). 
AbeFs Beweis in Grelles J., Bd. 1, wurde vereinfacht voti Wantzel (s. Serret, 11, no. 528) und später 
von Kronecker (Berlin. Monatsber. 1879, S. 205 ff.). Netto (§ 201) hebt hervor, dass der Beweis 
dieses Satzes „durch rein substitutionentheoretische Argumente nie geliefert werden" kann, zeigt 
aber (§ 210) den Zusammenhang dieser Theorie mit dem AbeVsohen Satze (vergl. Theorie d. 
Substitutionsgruppen, Vin, 8.). 

Zusatz (2). Die Besprechung der besonderen, nach Abel benannten, algebraisch auf- 
lösbaren Gleichungen findet sich unten (VIII, 25,). 

Zusatz (3). Der Unterschied zwischen den Untersuchungen AbeV^ und Galois wurde von 
KronecJcer in seinen Ginindzügen (Berlin 1882, S. 38) hen^orgehoben und findet sich angedeutet in 
dem Abschnitte: Theorie d. Substitutionsgruppen (VIIT). 

Zusatz (4). Die Aufgabe, die Wurzeln einer Gleichung als algebraische Funktion ihrer 
Coefficienten auszudrücken, ist nach Kromcker (s. Serret, 11, S. 566) zu speciell. Seine Ver- 
allgemeinerung des Problems siehe unten in C. 

5. Um eine Gleichung aufzulösen, hat man nach Galois „ihre Gruppe" (vergl. Theorie 
d. Substitutionsgruppen, VIII, 5.) durch aufeinanderfolgende Adjunktion der ausgezogenen Quadrat-, 
Cubik- ... Wurzeln zu erniedrigen, bis sie nur mehr aus der einzigen identischen Substitution 
besteht. Ist dies nicht möglich, so ist die Gleichung nicht algebraisch lösbar (Liouvilles J., 
t. 11, p. 426). 

Zusatz (1). Die erforderlichen und hinreichenden Bedingungen zur Erniedrigung der 
Gruppe einer Gleichung sind enthalten in den fünf ersten Propositionen Galois (vergl. Theorie d. Sub- 
stitutionsgruppen, Vni). „Die Anwendung dieser Theorie bietet aber noch viele Schwierigkeiten 
dar" {Serret, 11, no. 587). 

Zusatz (2). Nach Kronecker (Giaindzüge, S. 32) besteht das Galois sehe Princip, welches 
seiner Auflösung der algebraischenr Gleichungen zu Grunde liegt, im Wesentlichen darin, dass 
man die n Wurzeln einer Gleichung als auf zweierlei Weise bestimmt ansieht, erstlich durch die 
Gleichung selbst, und dann durch die elementaren symmetrischen Funktionen dieser Wurzeln, 
welche in den Coefficienten der Gleichung gegeben sind. 

6. Irreduktible Gleichungen von Primzahlgraden {Liouvilles J.. t. 11, p. 429—433). 
Eine solche Gleichung ^jten Grades ist dann und nur dann algebraisch auflösbar: 

(a) Wenn ihre Gruppe aus lauter linearen und ganzen Substitutionen besteht \z. aj^ + b], 
worin a, b Constante und ^ der Zeiger der Wurzeln ist, genommen nach dem Modul 2> (P- 431). 

(b) Wenn die Lagrangesche Resolvente n(p — 2) ten Grades eine rationale Wurzel 
hat (p. 432). 

(c) Wenn sich alle ihre Wurzeln rational durch irgend zwei derselben ausdrücken 
lassen (Proposition, VIII, p. 432). 

Zusatz (1). Diese Sätze stützen sich auf das Lemma, dass eine Gleichung der genannten 
Art nicht reduktibel gemacht werden kann durch Adjunktion eines Radicals, dessen Index von p 
verschieden ist (Proposition VI, p. 429). 

Zusatz (2). Die Bedingung (c) ist für. i> = 5 nicht mehr allgemein erfüllt, so dass die 
allgemeine Gleichung 5ten Grades (und folglich auch der höheren Grade) nicht algebraisch auf- 
lösbar ist. 

42 
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?• Jordan (p. 297) bezeichnet die in (c) definirten auflösbaren Gleichungen als Galois'^Q\\e. 
Die Ordnung ihrer Gruppe ist =zpij)- i) und ihre Substitutionen sind säraratlich von der Form 
\z, ajs: + b\. Ihre Auflösung reducirt .sich auf diejenige zweier ÄbeVschen Gleichungen von den 
Graden p und p - 1 {Jordan, p. 298—300). 

Zusatz (1). Die „Zusammensetzungsfaktoren" der Gruppe bestehen aus allen Primfaktoren 
der Ordnungszahl p(p - 1). (Vergl. Substitutionsgruppen IV, 6.). 

Zusatz (2). Zu den 6ra/o?Vschen Gleichungen gehört die binomische xp — a = 0, wenn 
sie irreduktibel ist, d. h. wenn die ^)te Wurzel aus a irrational ist. 

Zusatz (3). Eine allgemeinere Art GaloiVscher Gleichungen vom. Grade ^^^ wurde von 
Jordan {Liouville's J., t. 13, 1868) untersucht. Dieselben zerfallen in drei Typen bezüglich mit den 
Ordnungszahlen ihrer Gruppen: 

2p'ijy - 1)^ 2p' {j}^ - 1), 24pHp - 1). 

Zusatz (4). Eine weitere Verallgemeinerung über auflösbare Gleichungen vom Grade i>' 
gibt Netto (§ 243). 

C, Kronecker's UnterBuchungeu. 

8, Kron€ck/*rs Verbesserung .der Galois sehen Theorie besteht im Wesentlichen darin, dass 
er an Stelle der Substitutionsgruppen die wirklichen in Bezug auf diese Ginippen unveränder- 
lichen Funktionen setzt. Zu diesem Zwecke führt er die folgenden Definitionen und Eintheilungen 
ein (Grundztige, 1882): 

(a) Jede Wurzel x einer irreduktibeln Gleichung nten Grades, deren Coefficienten dem 
Rationalitätsbereiche {R\ R'\ . . .) angehören (vergl. oben Theorie d. Funktionen, I, ♦•), heisst eine 
algebraische Funktion wter Ordnung der Grössen E', R'\ ... Ist der Coefficient der höchsten 
Potenz *gleich Eins und sind die übrigen Coefficienten ganze ganzzahlige Funktionen des Bereiches 
{B\ Ii'\ . . .). so heisst die Wurzel x eine ganze algebraische Funktion dieser Grössen. Die 
n Wurzeln einer und derselben Gleichung sind conjugirte algebraische Funktionen. 

(b) Wenn man eine bestimmte algebraische Funktion nter Ordnung von E\ R'\ . . . diesen 
Grössen adjungirt, so bilden die algebraischen Funktionen wter Ordnung, welche diesem ei^weiterten 
Rationalitätsbereich angehören, eine Gattung (genus). Die ganzen und ganzzahligen Funktionen 
einer Gattung bilden ihre Arten (species). 

9, Kronecker (s. Serret. 11, S. 565 fP.) bestimmt die allgemeine über die Auflösbarkeit der 
Gleichungen zu lösende Aufgabe dahin, die allgemeinste algebraische Funktion irgend- 
welcher Grössen R'. R", ... zu finden, welche einer Gleichung von einem gegebenen 
Grade genügt, deren Coefficienten dem Rationalitätsbereiche dieser Grössen an- 
gehören. Aus der Gestalt dieser Funktion erledigt sieh dann die letzte Aufgabe: Alle auflös- 
baren Gleichungen zu finden. 

Zusatz (1). Für den Fall eines Primzahlgrades hat Ahel (Oeuvres, 11, p. 190 und 204) 
zwei Formen einer solchen Funktion aufgestellt, von denen die erstere mit der von Euler (s. oben 
Vorbem. (2)) gegebenen nahezu übereinstimmt. Beide sind von Mahnsten (Crelles J., Bd. 34) 
bewiesen, aber von Kronecker als zu allgemein bezeichnet worden, indem sie auch noch Funktionen 
darstellen, welche der Aufgabe nicht genügen. Kromcker bestimmt diese Ausdrücke genauer und 
kommt zu dem Schlüsse, dass jede auflösbare Gleichung von einem Primzahlgrade eine 
^7>e/'sche Gleichung ist. 

Zusatz (2). Um die Aufgabe für beliebige Grade n zu lösen, hat man sie zunächst zu 
lösen für die Fälle, wo der Grad eine Potenz einer Primzahl ist. Hierin bieten aber besonders 
die Potenzen von 2 noch Schwierigkeiten. 
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D. Jordan's Untersuchungeu. 

10, Um die verschiedenen allgemeinen Typen der algebraisch auflösbaren Gleichungen 
zu finden, stellt sich Jordan die Aufgabe (^Problem A"), für jeden gegebenen Grad die ver- 
schiedenen auflösbaren, transitiven, allgemeinen Gruppen zu bilden, und führt diese Aufgabe 
auf eine andere zurück („Problem B** und „C"), die allgemeinsten, in der linearen und besonders 
der ÄheV^ohexi Gruppe enthaltenen, auflösbaren primären Gruppen zu bilden. 

Zusatz. Die Lösung dieser Aufgabe, welche das ganze vierte Buch des e/ordan'schen 
Werkes (Trait^, Paris 1870) in Anspruch nimmt, liefert zugleich eine Klassification der Sub- 
stitutionsgruppen für jeden Grad der gegebenen Gleichung (vergleiche oben Vorbem. (2)). 



VIII. Hauptstück.. 

Auflösung der algebraischen. Gleichungen. 

A. Gleichungen, welche eleu vierten Grad nicht übersteigen. 

Vorbemerkung (1). Aus dem vorhergehenden Hauptstücke geht hervor, dass die algebraische 
Auflösung der Gleichungen durch Umformungen der letzteren zu bewerkstelligen ist, und dem- 
nach in die im V. Hauptsttick erwähnten zwei Gattungen zerfällt, je nachdem jede Wurzel der 
umgefonnten Gleichung mit nur einer oder mit mehreren Wurzeln der gegebenen Gleichung in 
einer bestimmten Beziehung steht. Als Beispiele dieser zwei Gattungen können beziehungsweise 
die Substitution von TschiniJuiusen und die Hilfsfunktion von Lagranyc angesehen werden. In der 
Aufzählung der folgenden Methoden sind jedoch diese zwei Gattungen nicht auseinander gehalten. 

Vorbemerkung (2). Eine Zusammenstellung sämmtlicher Auflösungsmethoden der 
Gleichungen der ersten vier Grade g\bt Matthiesscn in seinen „Grundztigen** (Leipzig 1878) zugleich 
mit vielen geschichtlichen Bemerkungen und einer „Gesammtliteratur** am Schlüsse des Werkes. 
Hier sollen, nach dem Vorgange Serrefs, nur einige der merkwürdigsten Methoden erwähnt werden, 
mehr mit Rücksicht auf ihre unmittelbare Verwendbarkeit als auf ihre geschichtliche Entstehung. 

Vorbemerkung (3). Die Coefficienten sollen durchweg als reell vorausgesetzt werden, 
lieber die Auflösung von Gleichungen mit complexen Coefficienten hat Caucky einige Unter- 
suchungen angestellt (Ex., 1829, t. IV, p. 79—101). 

Vorbemerkung (4). Jacobi (CreUes J.. Bd. 13. Werke. IH, S. 271) hat über die Natur 
der symmetrischen Punktionen, welche bei Auf lösung der Gleichungen der ersten vier Grade 
zu berechnen sind, eine kurze Abhandlung verfasst. 

1, Gleichungen zweiten Grades werden nach der Lagr ungesehen Methode aufgelöst, 
indem man die Hilfsfunktion ^ = ^^^ + ax^ der beiden Wurzeln berechnet, in der man für a nach- 
einander die Wurzeln der binomischen Gleichung x^ — 1 =^ zu setzen hat. Die Berechnung der 
beiden Werthe: 

durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung geschieht mit Hilfe der symmetrischen 

Funktionen, indem man die alternirende Funktion t^ zuerst quadrirt und t\^=i O setzt. 

Zusatz. Eine Tafel zur Auflösung quadratischer Gleichungen findet sich in Vega-IIülsses 
Sammlung (Leipzig 1840 und 1849). nämlich die erweiterte Gauss sehe Tafel, XH (s. „Einrichtung", 
p. XXUI). 
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2. Gleichungen dritten Grades. Methode von Ferro (1515). Nicolo TmiagUa (1546) und 
Cardano (De Arte Magna 1545). Man transformire die gegebene Gleichung 



x^ -\- a^x^ + a^x + «3 = 



durch die Substitution x =:y — -a in 

^ 3 



y^ + i>y + (Z = 0. 



q\^ IpY Iqy Ip^^ 



(a) Ist I + I >0, so setzt man l^\ + f = H und «3_._i Versteht man dann 

unter allen Wurzeln die absoluten Werthe und setzt für s der Reihe nach seine drei Werthe ein, 
so hat man die Lösung: 



Zusatz. Der reelle Weith e= -1 liefert die ^Cardano sehe Formel**, die man auch als 
die allgemeine Auflösung betrachten kann, wenn man den Cubikwurzeln ihre Allgemeinheit lässt, 

aber nur solche Wurzehverthe verbindet, deren Produkt = - -j) ist (vergl. Serrcf, 11, no. 506). 

(b) Ist (yj + i^\ =0, so hat man die drei reellen Wurzeln: 

(c) Ist (^ + (^ <0, so sind alle drei Wurzeln reell und ungleich, aber obige Formel 

stellt dieselben in complexer Form dar, weshalb man diesen Fall frUher als „casus irreducibilis" 
(BomheUi, 1572) bezeichnet hat. 

Zusatz (1). Durch eine transcendente Substitution wird aber die Cardanosohe Formel 
zur Berechnung (mittelst trigonometrischer Tafelnf geeignet. Bestimmt man nämlich den zwischen 
und n liegenden Winkel (f aus der Gleichung 



cos 



.= \f{ 



80 liefert die Cardano sehe Formel die drei Wurzeln: 



i/i = 2coS^y]/ -^i>, 2/2,3 = — 2cos-(7r±y) .]/ -ju, 

wobei die Wurzelzeichen absolut zu nehmen sind. 

Zusatz (2). Ist p nicht negativ, so kann man diese letztere Lösung nach Grunert 
(Archiv, Bd. 38, S. 48 ff.) durch hyperbolische Funktionen darstellen, indem man setzt: 



y —- ]/=^ \\' cos hu + sin hu - V cos hu — sin hu) = 2 sin h - u j"^. 

Zusatz (3). Eisenstein hat (in CreUes J., Bd. 27) die Formel von Tartaglia verallgemeinert, 
indem er die gegebene Gleichung in der Form schreibt: 

ax^ + 3&a:2 ^^cx + d = Q 
und zur Abkürzung setzt: 

B = 'iahc — a^d — 2h\ C = {ad hcy- + Hbd — e^)(h^~ae). 
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Bezeichnen dann a und /J bezüglich die Werthe ^B^ - aVC, so hat man die Auflösung: 

m 

Für a=l, 6 = 0, 3 c =^p, d = q geht diese Lösung in die frühere über. Gundelfinger (Math. 
Ann., Bd. 3) hat diese Auflösung durch Anwendung der AronMd'^Qhen Symbole in eine einfachere 
Form gebracht. 

Zusatz (4). Eine weniger übersichtliche Lösung der allgemeinen Gleichung dritten Grades 

hatte Uulbe (Berlin und Stralsund 1794, S. 95) gegeben mittelst der Substitution a; = - + /* (vergl. 

z 

Heis, Sammlung, S. 348). Eisenlohr gibt die allgemeine Auflösung durch die Methode der Wurzel- 
differenzen in Grelles J. (Bd. 42); eine Kettenbruch-Entwickelung der reducirten Gleichung 
x^ — px — (? = geben Clausen in den Astron. Nachr. (No. 446) und Crnnwrt im Archiv (Bd. 2, S. 446), 
und eine ähnliche ReicU in SchVhnücKs Zeitschr. (Bd. 17). Die invariantentheoretische Auf- 
lösung von Cayley siehe in dem Abschnitte Theorie d. Invarianten (Xni, 3. Zusatz (1); vergl. 
Gordans Vorles., 11, S. 175). Klein (Vokes., S. 126) bringt die Gleichung dritten Grades mit der 
sogenannten Dieder- Gleichung 6ten Grades in Verbindung. 

Zusatz (5). Eine Tafel zur Berechnung des „casus irreducibilis" findet sich in Lamherfs 
Supplementa (1798). Eine andere Tafel gibt Weichdd im American J. of Math. (vol. 1, 1878). Seine 
Lösung der Gleichung dritten Grades lässt sich in die Form bringen: 

x^ + ax^ + &^ + c := 0, 
3c 

worin für ö = Vi alle drei Werthe zu setzen sind, und die Hilfsgrössen q und q^ die gemein- 
schaftlichen Faktoren gewisser algebraischen Funktionen der Coef fielen ten bedeuten, zu deren 
Zerlegung er eine Tafel berechnet hat, welche a^ + 3ß^ für alle ganzen a und ß von bis 9 gibt. 

3. Die allgemeine Gleichung dritten Grades kann auch nach der Methode von Tschini- 
Immen (1683) und Euler (1732) gelöst werden wie folgt. Ist 

f(x) = a;^ -h a^x"^ + a^x + ag = 0, 

so suche man erst die beiden Wurzeln ty^ und t^ der Resolvente 

{a\ — 3a^) t' + (a^a^ — 903) t + {a\ ~ 3a^a^) = 0, 

woraus man die Wurzeln der gegebenen Gleichung erhält: 

3 3 



-{'-'•m-H'^l 



indem man für die Cubikwürzel der Reihe nach einen jeden ihrer Werthe setzt (aber im Dividend 
stets denselben wie im Divisor). 

Zusatz. Eine ähnliche Auflösung gibt BezmU (Paris. M6m., 1762, p. 23). Neuere Methoden 
von Bretschneider (1843) und Heilermann (1855), die mit der Bezouf sehen zusammenhängen, bespricht 
Matthiessen in seinen „Grundzügen" (Leipzig 1878, § 181). 

4. Die Methode von Lagrange besteht in der Bildung der Hilfsfunktion: 

8_ 

t ^=z Xq + aXi + a^x^ = VO', 

worin a eine Wurzel der binomischen Gleichung ist: x^ — 1 =0. Ist nämlich: 

x^ -\- a^x^ + a^x + 03 = 
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die gegebene Gleichung, so hat man die Lösung: 

1 / V a' — 3a; 

worin für ^ eine beliebige der beiden Wurzeln der quadratischen Resolvente zu setzen ist: 

&^ + (2a] — da^a^ + 21 a^) i^ + (a' — Sa^ = 0. 

Zusatz. Diese Resolvente ist also in t vom 6ten, in x^ vom 2ten Grade. Lac^range 
bemerkt, dass alle früheren Lösungen im Wesentlichen mit dieser übereinstimmen. 

5, Die Gleichung dritten Grades ist eine ÄheV^ohe Gleichung (s. unten 25.), indem alle 
ihre Wurzeln sich rational durch eine derselben darstellen lassen. Bezeichnet man nämlich 
das Produkt der quadrirten Wurzeldifferenzen (s. oben V, 7. und Theorie d. Funktionen, VI, 9.) der 

Gleichung 

x^ + a^x'^ + a^x + Og = 

mit 72, so hat man für x^ und x.^ den Ausdruck: 

2VR'X = {Qa.^ — 2a\)ji?^—{^a^ — la^a.^ + 2a' + VR)x^ + (4a2 — a'a, — 3a,a3 - a^l/^ß). 

wenn man der Wurzel VR das doppelte Zeichen gibt. 

Zusatz. Die Gleichung dritten Grades bildet zugleich die einfachste Gattung der 
Tripelgleichungen, d. h. jener Gleichungen, deren Wurzeln sich zu je drei derart ordnen lassen, 
dass jede durch ^die beiden anderen rational bestimmt ist (s. unten 15.). Man erkennt 
dies sofort aus der Identität: x^ -^ x^ -\- x^=^ — a^. 

6, Gleichungen vierten Grades. Die Methode von Ferrari findet sich in Cardano^ Ars 
Magna (1545) und Bombellis Algebra (Bologna 1579), und besteht in der Zerlegung des Gleichungs- 
polynoms in die Differenz zweier Quadrate. Ist die gegebene Gleichung: 

x^ + a^x^ + a^x^ + a^x 4- a^ = 0, 

so findet man ihre vier Wurzeln durch Auflösung der beiden quadratischen Gleichungen: 

- ]/^a, -a,, + y 

wo das eine Mal nur die oberen, das andere Mal nur die unteren Zeichen zu nehmen sind, und 
y irgend eine Wurzel der cubischen Resolvente ist: 

7, Die Methode von Dcscartes (1637, Geometria, lib. 3, N) und Ampere (in Quetelefs Corr., 
t. 9, p. 147 und Grrurwrts Archiv. Bd. 1, S. 16) besteht in der Zerlegung des Gleichungspolynoms 
in zwei quadratische Faktoren. Man transformire die gegebene Gleichung durch die Substitution 

x=^ y — -a^ in die reducirte Form : 

4 

y^ + py^ + qy + r=^0. 

dann sind ihre vier Wurzeln dargestellt durch: 



y = h^^^k^~^-- 






wo Vi doppelwerthig zu nehmen ist, und t eine positive reelle Wurzel der cubischen Resol- 
vente ist: 

t^ + 2pt^ + (p^ — 4r)^ — 2» = 0. 
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Zusatz. Eine solche Wurzel'^ ist immer vorhanden, und, wenn deren mehrere sind, 
beliebig. 

8. Nach der Methode von Tschimhausen (1683; vergl. oben V, 4.) kann man das zweite 
und vierte Glied einer biquadratischen Gleichung zum Verchwinden bringen, wodurch sie zu einer 
quadratischen wird. Bringt man nämlich die gegebene Gleichung durch die Substitution 

auf die Form 

y^ + A,y^ + A^y^ + A^y + ^^ = 0, 

so ist Von den beiden Bedingungen ^^ =: 0, -^3 = die eine vom ereten, die andere vom dritten 
Grade, also jede nach den früheren Methoden auflösbar. 

9. Etiler (C. Petrop., t. 6, 1732—33, p. 218—219) bezeichnet seine Methode als neu. Er 
geht aus von der Voraussetzung, die Wurzeln y der reducirten Gleichung 

y^ + py'^ + qy + r = o 

müssten die Form haben (vergl. oben Vn, Vorbem. (2)): 

wo die t die Wurzeln einer cubischen Resolvente sind, deren Coefficienten er mit Hilfe der symme- 
trischen Funktionen bestimmt, wie folgt: 

Zusatz. Sind zwei Wurzeln t^ und t^ gefunden, so erhält man die dritte aus der Formel: 

Diese Methode hat hinter der Ampere'^chen inmierhin den Nachtheil, dass man zwei 
Wurzeln der Resolvente kennen muss. Vergl. die Anmerkung Lagrange ^ im 7. Bande seiner 
Werke (p. 248). 

10. Lagrange (1767 und 1770) hat zwei Methoden zur Auflösung der Gleichung vierten Grades 
gegeben : 

(a) Mittelst der Hilfsfunktion der vier Wurzeln: 

worin a eine Wurzel der binomischen Gleichung ist: oc^ — 1=0. Setzt man t^=:d; so sind die 
vier Wurzeln der Gleichung 

x^ + a^x^ + a^x^ + a^x + a^ = 

gegeben durch den Ausdruck: 

, — / — «!~-4a, a. + 8a^ 
4^ ^ __ a + V^ + V/^ _ J ^^1^ ?. 

Darin ist Vd^ doppelwerthig zu nehmen und i>i und d^^ sind zwei beliebige Wurzeln der 
Resolvente : 

y - (3ö' - Sa^) 1^2 4. (ia\— 16a' «2 + 16«2 + ^^^iS — ^^^^) ^~i^\ — "^^1^2 + ^%f = 0- 

(b) Mittelst der Hilfsfunktion t = XqX^ + x^x^, welche drei Werthe anzunehmen vermag. 
Die vjer Wurzeln der Gleichung 

x^ + a^x^ + a^x'^ + a^x + a^^ =r 

sind gegeben durch die Wurzeln der beiden quadratischen Gleichungen: 

x'^ — (S^x + 171 r= 0, x^ — a^x + 1^2 =1 0. 
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Dabei sind Ci und c^ zu berechnen aus den beiden linearen Gleichungen: 

^lÖ"! + %^2 = ^» Ö"! + 0*2 = «1» 

während jy^ und jyg die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung sind: 

n^ — tri + a^ = 0, 
worin t eine beliebige Wurzel der cubischen Resolvente bedeutet: 

f — a^t' + (ajttg — 4aji — (Ö3 + öj a^ — 4a2aJ = 0. 

Zusatz (1). Die erste Auflösung (a) hat den Nachtheil, dass man zw^ei Wurzeln der 
Resolvente kennen muss, ist aber im Ganzen einfacher als die zweite (b). 

Zusatz (2). In seiner zweiten Section gibt Lagrange eine Uebersicht über die früheren 
Lösungen mit einem Vergleiche ihres Zusammenhanges. 

11. MaUet (1780) hat die gegebene Gleichung 

x^ + a^x^ + a^x^ + a^x + «^ ^ 
in eine reciproke ver\vandelt. Man nehme für v eine beliebige reelle Wurzel der Resolvente: 

(rtj — 4a^a.^ + 8^3) v^ + {a\a^-- A(^, + 2a^a.^ + 16a^) v^ + [a\a^ + 8a, a^ — ^a,,a.^ v + {a\a^ ~-cq) = 0, 

und bestimme 11 beliebig aus der Gleichung: 

^2 ^ (4^,3 _,_ 3^^y2 + oa^v + 03) : (4^ + a,). 

Dann bestimme man die beiden Wurzeln z^ und 2^ aus der Gleichung: 

und die vier Wurzeln f/^, y^. tj^, y^ aus den beiden Gleichungen: 

Setzt man dann dieselben in die Gleichung: x=^ fiy + v, so erhält man die Lösung der 
gegebenen Gleichung. 

12. Methode von Äronhdd {Crellcs J., Bd. 52, S. 95). Eisenstein hatte die Auflösung der 
Gleichungen der ersten vier Grade in allgemeiner Form gegeben (CVe^/Ze s J., Bd. 27). Nach ihm ist: 

ax*^ + Ahx^ +*&cx^ + 4idx + e == 0. 
x = l(--&±V7±l/d=bl/7), 



a 
worin ;', d, « die Form haben: 



1 '.^ 



und durch sehr weitläufige ganze Funktionen dargestellt sind. Sie sind in der That Invarianten 
der biquadratischen Form. Äronhdd drückt dieselben durch die Determinante aus: 

a b 



y, d, € = 



h e 



= 0. 



in der man für / der Reihe nach die drei Wurzeln der Gleichung zu setzen hat: 

a h c + 2A 

h c — X d 

c + 2A d e 

Zusatz. Nach Matthicssen („Grundzüge", § 264) gehören die Zeichen der drei Wurzel- 
grössen so zusammen, dass ihr Produkt das entgegengesetzte Zeichen des Ausdiyckes 
2b^ — 3abc + a^d erhält. 

13. Die Methode von Hermite (Theorie des ^quat. mod., Paris 1859) ist nicht rein algebraisch 
und gehört deshalb nur uneigentlich in die algebraische Analyse. Sie besteht nämlich in der 
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Zurtickftihrung auf die Modulargleichung der Transformation dritter Ordnung der elliptischen 
Funktionen. Man hat zuferst die gegebene Gleichung 

ax^ + 4:bx^ + 6cx^ + Adx + e = ' 

durch EinfQhrung willkürlicher Parameter so umzuformen in: 

Äy* + 4By3 + 6(7y* + 4Dy + E=0, 

dass man (durch geeignete Wahl der Parameter) setzen kann: 

AE -4BD + 3C2 = 0. 

Unter dieser Bedingung geht die Gleichung durch die Substitution Äy + B =^ z über in die 
folgende : 

Auf diese Form lässt sich aber die erwähnte Modulargleichung bringen {Jacobis Fundaraenta, 
p. 23 u. 68), wenn man in derselben v durch w mittelst der Substitution v=:w ju^ ersetzt: 

Zusatz (1). Die oben erwähnte Transformation führt Hermite aus indem er setzt: 

y = atQ + (ax + 4b)ti + (ax^ + Ahx + &c)t^ + (ax^ + ^hx^' + 6cx + 4d)^3 

und diese Gleichung zu den Potenzen 1. 2, 3, 4 erhebt, dabei aber die Potenzen von x mit Hilfe 
der gegebenen Gleichung unter die vierte herabdrückt. Durch Elimination von x, x^, x^ aus diesen 
vier Gleichungen erhält man eine Gleichung vierten Grades in y mit den vier willkürlichen Para- 
metern t. über die man (auf unendlich viele Arten) so verfügen kann, dass obige Bedingung 
erfüllt ist. 

Zusatz (2). Weitere algebraische Auflösungsmethoden der Gleichungen vierten Grades, 
z. B. von Matihiessen (ScJdämilcJi^ Zeitschr.. Bd. 8, S. 140 und Grninert's Archiv, Bd. 41, S. 231) und 
Job (Beiträge, Dresden 1864) finden sich in der Sammlung von Heiss (§ 98b). Klein (Vorlesungen, 
S. 126) bringt die Gleichung vierten Grades mit den Octaeder- und Tetraeder-Gleichungen in Ver- 
bindung. Die invariantentheoretische Auflösung findet sich . angedeutet im Abschnitte Theorie d. 
Invarianten (XH, 3., XVL 3., XVII. 2.; vergl. Gordans Vorles., S. 191-198, S. 200 und S. 217; und 
eine Arbeit Faä de Brunos im Amer. J. of Math., vol. 3, 1880). 

• 
B. Gleichungen, welche sich auf die ersten vier Grade zurückführen lassen. 

14. Reciproke Gleichungen sind algebraisch auflösbar, wenn ihr Grad den neunten 
nicht übersteigt {Moivres Mise. Anal., 1730, p. 67 und Warlnys Med. Alg. 1782, p. 123). Sie haben 
die Eigenschaft, dass, wenn a eine Wurzel ist, auch 1:« eine solche ist, dass also auch die 
gleichweit von beiden Enden des Gleichungspolynoms abstehenden Coefficienten einander gleich 
oder entgegengesetzt gleich sind, nur muss in letzterem Falle bei Gleichungen gerader Ordnung 
das Mittelglied fehlen. Ihre Auflösung geschieht auf folgende Weise: 

(a) Jede reciproke Gleichung von ungerader Ordnung hat die Wurzel =p 1, je nachdem 
die entsprechenden Coefficienten gleich oder entgegengesetzt gleich sind, kann also durch Division 
mit X ± 1 in eing reciproke Gleichung von gerader Ordnung verwandelt werden. 

(b) Jede reciproke Gleichung von gerader Ordnung 2fi. deren entsprechende Glieder 
gleiche Zeichen haben, wird aufgelöst, indem man sie durch x^ dividirt, die Glieder mit gleichen 

Coefficienten zusammenfasst, x + - = y setzt und ^c« H = X„ aus der Rekursionsformel berechnet: 

X x^^ 

An = yXn~ 1 — Xn— 2- 

Man findet daraus X^ = 2. X^ = y, X = y^ — 2, X^=y^ — 3//, etc., allgemein: 

,. o ^{f^ - *^) . , . / ^^ «(^^ — *' 1) . . . (h — 2r + 1) „ ., I 
X,,^y- — ny—^ f 172"" '^"~ f ... + (— W ^ [.^ ^ ^ ^^—^y—''^±... 

• 43 
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Die gegebene Gleichung ist also vom Grade fi und algebraisch lösbar wenn 2ju ^ 8. Zu 
jeder Wurzel ij findet man 2 Wurzeln x aus der Gleichung: 

yi -yjc + 1 =0. 

Zusatz (1). Sind alle Coefficienten der gegebenen Gleichung einander gleich, so geht 
dieselbe über in: 



X, + x._, + ,,, + x, + i = r + r-' - ('^ 7 ^) r-'-[^ ^ ^) r-' + [^ ./'^jr 



— 4 



Zusatz (2). Hätte die gegebene Gleichung die allgemeinere Form, z.B.: 
so entspräche jeder Wurzel a eine Wurzel /i : a. In diesem Falle würde also die Substitution 



X 

höheren Grades. 



y =1 X -\- - eine Erniedrigung auf den dritten Grad herbeiführen, und dasselbe gilt für Gleichungen 

X 



15. Hesse (Crelles J., Bd. 84, S. 198) behandelte zuerst die sogenannte Tripelgleichung 
neunten Grades, deren Wurzeln die Abscissen der neun Wendepunkte einer Kur\'e dritter 
Ordnung sind. 

Es sei eine Gleichung neunten Grades gegeben, in welcher je zwei Wurzeln a und h 
einß dritte c in der Weise bestimmen, dass man hat: 

wo 6 eine rationale und symmetrische Funktion zweier Veränderlichen ist. Eine solche 
Gleichung ist algebraisch auflösbar, indem sie durch Auflösung einer Gleichung 4ten und 
einer solchen 3ten Grades in drei rationale Faktoren dritten Grades zerfällt. 

Die etwas weitläufige Berechnungsmethode der Hilfsgleichungen dritten und vierten Grades 
mittelst symmetrischer Funktionen gibt Serret (Alg. n, no. 576). 

Zusatz (1). In Bezug auf jede Wurzel gruppiren sich die übrigen acht in vier Paare und 
jedes. Paar bildet mit der ersten Wurzel ein sogenanntes Tripel conjugirter Wurzeln. Die 
neun Wurzeln sind auf vier verschiedene Arten in drei Systeme conjugirter Lösungen zerlegbar, 
so dass es zwölf verschiedene Systeme conjugirter Wurzeln gibt, entsprechend dem geometrischen 
Satze, dass die neun Wendepunkte einer Kun'e dritter Ordnung zu drei und drei auf zwölf Geraden 
liegen, welche sich in denselben zu vier und vier schneiden. 

Zusatz (2). Die invariantentheoretische Behandlung dieser Gleichung findet sich bei 

Clehsrh (Binäre Formen. § 06). Die Hilfsgleichung 4ten Grades f^^O gehört nämlich zu jener 

Art von Formen, deren erste Invariante / verschwindet (s. Theorie d. Invarianten Xn und XIV, 2. 

Zusatz (2)): 

/ = (/: f)' = (aby = 0. 

Zusatz (3). Der Begriff der Tripelgleichungen läagt sich auf alle jene Gleichungen aus- 
dehnen, deren Wurzeln sich zu je drei derart ordnen lassen, dass jede durch die beiden 
anderen rational bestimmt ist. Solche drei zusammengehörige Wurzeln bilden ein Tripel 
conjugirter Wurzeln. Zu dieser Klasse gehören z. B. die Gleichungen 3ten Grades, da der 
negative Coefficient des 2ten Gliedes gleich der Summe ihrer Wurzeln ist. Solche Tripel lassen 
sich bilden aus 3, 7, 9, 13. . . . Elementen (vei^l. Xoetlier in den Math. Ann., Bd. 15). Eine 
Methode, aus zwei Tripelsystemen von w und r Elementen ein drittes von ny Elementen zu 
bilden, gibt Xefto (§ 193). Die Tripelgleichungen höheren Grades sind indessen noch nicht 
allgemein behandelt worden. Xetto (§ 194) hat einige allgemeine Eigenschaften ihrer Galois^ sehen 
Gruppen untersucht. 
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16, Die folgenden Gleichungen lassen sich mit Hilfe einer binomischen Gleichung 
(s. unten D.) auf die ersten vier Grade zurückführen: 

o;"* + a =1 0, 

a;2"» -f- ax"^ + 6 izz 0, 

x^"" 4- cix'^"^ + 6^"* + c = 0\ 

x*'^ + ax^"^ + 6x2*" + ex'* f d = 0. 

Setzt man nämlich x" = ?/ und löst die Gleichungen nach y auf, so findet man zu jedem 
Werthe von y in allen vier Fällen m Werthe von x. 

Zusatz (1). Ist in der zweiten der vier Gleichungen a'- — 46<;0, also y complex, so 

kann man statt der genannten Substitution die folgende anwenden x"^ = -s-"* Vh und a = 2 Vh cos d 
setzen, wodurch die Gleichung übergeht in die folgende 

-g'-'« dz 2 cos Ö^"» + 1 rzrO, 

deren Wurzeln (s. unten D.) die Gestalt haben 

r/r =b d . . . r/r =t d 

cos f * sin . 

m m 

Zusatz (2). Jordan (p. 305 ss.) erwähnt eine Untersuchung Mafhietis über Gleichungen 

8ten Grades, in welchen je drei Wurzeln a, 6, c, eine vierte d in der Weise bestimmen, dass 

gleichzeitig 

a = B (b, c, d), h =: 6 (c, d, a), c = d (d, a, 6), d=^ B (a, b, c), 

wo 6 eine rationale symmetrische Funktion dreier Veränderlichen ist und, ähnlich wie bei den 
Hesseschen Gleichungen, die algebraische Auflösung ermöglicht. 

Einzelne Untersuchungen über algebraisch auflösbare Gleichungen höherer Grade finden 
sich auch in Warinys Med. Alg. (1782, cap. 3) und am Schlüsse der Layranye sehen Arbeit über 
die Auflösbarkeit der Gleichungen (Oeuvres HI, p. 403). Ueber transcendente Lösungen von 
Gleichungen höherer Grade s. unten C, 

C. Gleichungen 5ten und höheren Grades. 

Vorbemerkung (1). Die Layranye sehe Resolvente der Gleichung 5ten Grades ist vom 
6ten Grade, also zur algebraischen Lösung unbrauchbar. Sie w^urde von Malfatti (1771) berechnet 
und von Kronecker (1858) w^esentlich vereinfacht. Cayley (Phil. Trans., 1861, p. 263) gibt eine neue 
Resolvente 6ten Grades von einfacher Gestalt, die er Cockle und Ilarley (Manchester Mem., 1858—59) 
zuschreibt. 

Vorbemerkung (2). Setzt man in der Gleichung 5ten Grades den Coefficienten von x^ 
gleich Null voraus, so dass 2x = 0. schreibt also : 

x^ + ax^ + bx^ + ex + d = 0. 

so kann man folgende Normalformen unterscheiden: 

für a = erhält man die Klein sehe „Hauptform^, 
„6 = „ „ „ Briosclu sehe „Diagonalgleichung", 

„ a=zb = ,, „ „ Briny sehe Normalform (s. oben V, 5. (3)). 

Ueber Sylvesters kanonische Form (s. Theorie d. Invarianten, XX, 2.). 

Vorbemerkung (3). Die Auflösung der allgemeinen Gleichung 5ten Grades gelingt mit 
Hilfe der sogenannten Modulargleichungen für die Transformation der elliptischen Integrale, 
indem die Modulargleichungen (n + l)ten Grades für die Transformationen der Ordnungen 5. 7, 11 
(aber nicht allgemein auch der höheren Ordnungen) durch Resolventen wten Grades ersetzt werden 
können. Diese Behauptung wurde zuerst von Galois {Lioiwilles J., t. 11, p. 412) ausgesprochen und 
später von Betti (Toridims Ann., 1853) bewiesen. Die Art und Weise aber, wie diese Erniedrigung 
geschieht, wurde erst von Hermlte gezeigt (Compt. Rend., 1858, t. 46). 
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^fan kann abK) entueder nach Uermiie die Resolvente 5ten Grades der Modolai]|ieiehuiig 
bilden und durch eine Tifd^himhaHseri^hf^ Umformung mit der allgemeinen Gleichung 5ten Grades 
in Verbindung bringen, oder nach Krf/netker die Resolvente 6ten Grades der gegebenen Gleichung 
mit der Modulargleichung 6ten Grades durch eine ähnliche Umformung. Beide Losungen sind 
transcendent und sollen daher an dieser Stelle nur der Uebersicht halber in allgemeinen Umrissen 
erwähnt werden, zugleich mit einer geometrischen Lösung von Klein. Einen besonderen Fall 
behandelt Faa de Bruno mit Hilfe der Invarianten (s. Amer. J. of ^latfa.. voL 3. 18S0). 

17. Ikrmite iCompt. Rend.. \H^>^. t. -W und 1><65— 66. t 61—62» leitet seine transcendente 
Auflösung mit der Bemerkung ein. die Darstellung aller Wurzeln durch einen einzigen mehr- 
deutigen Au.sdruck sei nicht der einzige Weg. eine Gleichung aufzulösen, man könne auch durch 
Vermittelung neuer Veränderlichen jede Wurzel getrennt durch eine eigene Funktion darstellen. 
Er erinnert dann zunächst daran, dass die allgemeine Gleichung oten Grades nach Jerrard <s. oben 
V. 5.1 auf die Form gebracht werden könne: 

z'^ z a =^ 0. 

und zeigt, dass sich die Modulargleichung 6ten Grades einer Transformation öter Ordnung, die 
von Jacohi in den Fundamenta (p. 29) erwähnt wird, auf dieselbe Form bringen lasse. Zu diesem 
Zwecke setzt er: 

q = exp I ^ "t^l = ^XP ''''«^ \ k = (fita) = u. 

wo k der Modul des elliptischen Integrales erster Gattung und K das vollständige Integral 
ist. und bildet die Funktion: 

/w - 161 /«-4.16iir /«^2.16\ /«-h3.16\l 

welche von einer Gleichung oten Grades abhängt: 

Diese Gleichung lässt sich durch die Substitution 



0(ft») = 






z=z '2\ b^u\ 1 u'^ ' z 

auf die oben erwähnte i-Br/w^ sehe) Xonnalform zurückführen, wenn man M=y(w) so bestimmt, 
dass das Absolutglied den gegebenen Werth a annimmt. Diese Bedingung liefert eine Gleichung 
4ten Grades in tf*=:k. von welcher Ilermite eine trigonometrische Lösung gibt. 
Nun hat aber obige Gleichung oten Grades in die fünf Wurzeln: 

0(w -^ 16 w). w=:0. 1, 2. 3. 4. 

woraus man unmittelbar die entsprechenden fünf Werthe von z erhält. 

Zusatz (1). Zur leichteren Berechnung gibt Hermite für die Funktion eine Reihen- 

.'» 

entwickelung, wenn zur Abkürzung r — VVy gesetzt wird: 



0{o}) — V2^ . 5 1 r(l ^ r ~ r"^ ± r'' Sr'^ - 9r« -f Sr' - 9r^ -h . . .). 

In einer späteren Arbeit (Compt. Rend., t. 61, 1865) untersucht er auch die Realität der 
fünf Wurzeln und macht dieselben von den Invarianten der binären Formen oter Ordnung abhängig. 

Zusatz (2). Ganz ähnlich der Hermite »chen Auflösung ist diejenige von Joubert S. J. (Compt. 
Rend.. t. 4H. 18o9). Er setzt: 



- TT -^ j = exp //TW, \ kk' == |(w) = U, 



wo k und k' die complementären Moduln sind, und bringt die Modulargleichung 6ten Grades auf 
die Form: 

x(x^ r 20 U^f 15 1?(\ 4 U')x - 2 U^X - - 4 P)(l 4- 2^ . 17 U^ + 2^ fA«) = 0, 
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mit den fünf Wurzeln: 



X = -^ =•(« + 16m), m = 0, 1, 2, 3, 4. 
21/5 



Die Funktion S ist aus ? ähnlich zusammengesetzt wie die Hennite sehe Funktion O aus q, und 
hat auch die ähnliche Reihenentwickelung, wenn wieder r=zVq gesetzt wird: 



=-(«) = V'2'» . 5 I V»(l + 3r - 9r2 — ör» - 24r^ — r« + 120r7 +...). 

18. Die Methode von Kronecker (Compt. Rend., t 46, 1858; Berlin. Monatsber., 1861; 
Grelle' s J., Bd. 59) besteht im Wesentlichen darin, dass (nach Adjunktion der Quadratwurzel aus 
der Diskriminante) eine rationale Resolvente 6ten Grades der gegebenen Gleichung 5ten Grades 
aufgestellt wird, welche sich als sogenannte Jacobt sehe Gleichung (Grelles J., Bd. 3, Werke, I, S. 261) 
mittelst elliptischer Funktionen lösen lässt. Kronecker bildet aus den fünf Wurzeln x^, x^, x^, x^, x^^ 
der gegebenen Gleichung X=rO fünften Grades sechs rationale Punktionen, für welche er, unter 
unzähligen möglichen, die folgende Form wählt: 

f=:Vz ^= 2^{x x^ x^ ^ + vx^x X ^., ) sin ^^:— , 

' ^«in-+-nm-+-2n' row-hn »»4-211'' ^' 

worin m die Werthe von bis 4 und n diejenigen von 1 bis 4 annimmt, und bestimmt den 

Parameter v, so dass 2z = 0. Er sucht dann die cyclischen Punktionen Vz darzustellen durch 
die symmetrischen Punktionen der x, also durch die Coefftcienten der gegebenen Gleichung X = 0. 
indem sich aus den sämmtlichen Werthen der f die Wurzeln x auf rationalem Wege ergeben. Er 
findet die folgende Jacdbise^e Gleichung 6ten Grades zur Bestimmung von z\ 

z^ — 10y^3 + bip^ = tfJ'Z, 

worin y und xff rationale Punktionen von v, x^ . . . .x^^ sind , welche sich durch die symmetrischen 
Punktionen der x darstellen lassen. 

Wird der Modul k aus der Formel berechnet 

3 

64*2/^2^,2 ^ ^ VW'k'^if = 4y 2. 
so sind die sechs Wurzeln z dargestellt durch die Formel: 

w- 1 .rrrnn — /cosam 2w cosam 4w\ 

VZ =1 r;rV4ik^k^ -W " rr— , 

2 ^ \cosam 4« cosam 2w/ 

wenn man o) der Reihe nach aus den sechs Formeln entnimmt: 

bai = K, =iK, =K±iK\ =2K^iK. 

Zusatz (1). In Grelles J. (Bd. 59) beweist Kronecker ferner den Satz, dass es unmöglich 
ist (auch nach Adjunktion der Quadratwurzel aus der Diskriminante) eine rationale Resolvente zu 
bilden, welche nur einen Parameter enthält. 

Zusatz (2). Diese Auflösungsmethode ist später von Brioschi (s. 19.) bewiesen und von 
Klein und KiepeH (Math. Ann., Bd. 14, und Grelles J., Bd. 87, 1879) durch Einführung der rationalen 
Invarianten des elliptischen Integrals vereinfacht worden. 

19. Die Methode von Brioschi {Tortdims Ann., 1858, Atti d. Inst. Lomb., 1858, t. 1) besteht 
in der Verallgemeinerung der Kronecker sehen Methode. Ist n eine Primzahl, so bezeichnet Brioschi 

als Jachoi sehe Gleichung (w + l)ten Grades mit ^(w + 1) Parametern alle diejenigen, deren 

w + 1 Wurzeln denselben Bedingungen genügen, welche Jacdbi [Grelles J., Bd. 3, Werke, Bd. 1, S. 261) 
zwischen den Wurzeln der Multiplicatorgleichung aufgestellt hat. Bezeichnet man nämlich die 
Parameter mit 

^0- Ä^, . . . Ay, wo V z= — (n - 1) 
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und unterscheidet die Wurzeln z durch die öa/cwVschen Zeiger (oc, 0, 1, . . .) und setzt endlich zur 
Abkürzung die Irrationalität 

so lauten diese Bedingungen, wenn r = 0, 1, . . . w ^ 1 und «" — l, 

yj^^B^A^, yjr — A^ + a'A^ + a*'-^2 + . . . + «*'''" .4,, 
woraus folgt: _ 

wo JV ein beliebiger der v Nichtreste der Primzahl n ist (Theorie d. Zahlen, X, 1. und 2.). 

Für H=i5 erhält man, wenn die drei Parameter A^, A^, A^ zur Abkürzung durch gewisse 
andere a, 6, c ersetzt werden, die allgemeine Jacoftfsche Gleichung 6ten Grades (Tortdims Ann., 1867): 

(s — ay - - 4a(z — af + 10b(z — af — c{z — d) + (5i'- — ac) — 0, 

deren Coefficienten rationale Funktionen der Coefficienten der gegebenen Gleichung 
5ten Grades und der Quadratwiirzel aus ihrer Diskriminante sind, und die sich mittelst 
elliptischer Funktionen lösen lässt ähnlich wie in dem vorhergehenden Falle Kroneckers. 

Zusatz (1). Brioschi hat auch nach Uennites Vorgange zu der Jo^ö&fschen Resolvente 
6ten Grades eine Resolvente r)ten Grades gebildet. Setzt man nämlich: 

(z^ • z^) (z^ z^) {z^ — z,^) = x\ 

80 erhält man, in den von JouheH S. J. (Compt. Rend., t. 64, 1867) verbesserten Zahlencoefficienten 



4 



x^ + \Ohx^ + 5 (9t- — ac) x Vn . 5^ =: 
mit der in den Parametern rationalen Lösung 

x^ = aA^i^Al --A^A^) + a''(:2A^Ä\ - A]) 

+ c^'i-2A^Al + A\) + «'"^,(44 -A^A.;). 

worin «^ = 1 ist und II die Diskriminante der Jacoft^schen Gleichung bezeichnet. 

Zusatz (2). Der Fall a — (mit nur einem veränderlichen Parameter, auf welchen sich 
die allgemeine Jäco^rsche Gleichung nach Adjunktion einer weiteren Quadratwurzel zurückführen 
lässt (Berlin. Monatsber., 1861), ist der von Kronecker (s. oben 18.) behandelte. Für den Fall 6 = 
geht die Briosc/usche Resolvente in die Brinf/^sche Normalform über und die Jacobische Gleichung 
in die Multiplicatorgleichung. 

Zusatz (3). Die Ausführung aller dieser Umformungen, welche mit der Invariantentheorie 
zusammenhängen, findet man in den Arbeiten von Hermite und Brioschi in den Compt. Rend., t. 62, 
63, 73, 80. Es fehlt aber noch ein Lehrbuch, welches dieselben im Zusammenhange darstellte. 
WerthvoUe Andeutungen und Literaturnachweise gibt Jüciu in seinen „Vorlesungen'* (Leipzig 1884), 
denen mehrere der obigen Angaben entnommen sind.*) 

20. Die Methode von Klein (Vorles., S. 182 ff.) ist im Wesentlichen geometrisch, indem 
die sogenante Ikosaedergleichung als Resolvente dient. Die Gleichung sei in der „Hauptform" 
(oben Vorbem. (2)) geschrieben, in welcher die 4te und 3te Potenz fehlen: 

x^ + bax' + bßx -^ Y = 0, 
Als Resolventen stellt Klein die beiden Ikosaedergleichungen 60sten Grades auf: 



1728 p(/) 



' lT2Spip)~ '' 



deren Parameter A = y. /i==— eine geometrische Bedeutung haben (Klein, S. 245 ff.) und sich 
mittelst elliptischer Modulfunktionen berechnen lassen (S. 81 und 132). Darin sind Z^ und Z^ von 

*) Die angeführten Abhandlungen Briojtchtä in Toitolinis Annalen und in den Atti sind dem Verfasser nicht 
zugänglich gewesen. 
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den Coefficienten der Hauptform abhängig (berechnet S. 191—194) und unterscheiden sich nur durch 
das Vorzeichen der Diskriminante ^. Ferner ist f die sogenannte Grundform 12ten Grades des 
Ikosaeders {Klein, S. 56; vergl. oben Theorie d. Invarianten, XI, 4.) 

m = x^i^{x\' + nx\x\-x]^ 

und // ihre Hesse ^ohe Determinante vom 20sten Grade. 

Als Auflösung der Hauptgleichung hat man dann, wenn q einen Proportionalitätsfaktor 
bezeichnet und «^=1, r = 0, 1, 2, 3, 4 gesetzt wird {Klein, S. 189, 195): 

Zusatz (1). Jede der beiden Resolventen geht durch eine Ginippe von 60 Substitutionen 
in sich selbst über und diese Gruppe ist mit der Gruppe der vorgelegten Gleichung 5ten Grades 
einstufig isomorph {Klein, S. 125). 

Zusatz (2) Die Parameter /, (Jt werden von Klein als contragredient bezeichnet, im 
Gegensatze zu zwei anderen cogredienten A, /', welche zu einer ganz ähnlichen Auflösung der 
Hauptgleichung führen {Klein, S. 211 ff). 

Zusatz (3). Zu denselben Formeln gelangte gleichzeitig (1877) auch Gordan auf algebraischem 
Wege (Math. Ann., Bde. 13, 28) und wesentlich dieselbe Auflösung gibt Klein (S. 206) auch in Form 
einer Tschirnhausen sehen Transformation. 

Zusatz (4). Die geometrischen Betrachtungen, welche obiger Lösung zu Grunde liegen, 
bestehen darin, dass die 5 Wurzeln der gegebenen Gleichung projektivisch auf den Raum bezogen 
werden. Eine der 5 Wurzeln x wird von den vier anderen abhängig gemacht mittelst der Bedingung 
2x = (so dass der Coefficient von x^ gleich Null vorausgesetzt wird) und die übrigen vier werden 
als homogene Coordinaten betrachtet so dass man als Coordinatensystem statt des gewöhnlichen 
Tetraeders ein Pentaeder hat. Durch Permutation der fünf Coordinaten erhält man statt eines 
gegebenen Raumpunktes der Gleichung 5ten Grades deren 5 I = 120, welche wieder durch ebenso 
viele CoUineationen x. = x^ mit einander verbunden sind und aus einem derselben hervorgehen. 

Hat die Gleichung 5ten Grades nur einen oder zwei veränderliche Parameter und lässt man die- 
selben auf der Zahlenebene sich ändern, so durchläuft jeder der 120 Raumpunkte bezüglich eine 
Curve oder Fläche, das sogenannte Bild der Gleichung. Diese 120 Bilder gehen bei den 
genannten Vertauschungen ebenso ineinander über wie die 120 Raumpunkte selbst. Besteht aber 
die Gcdois'sche Gruppe der Gleichung 5ten Grades aus einem Bruchtheile der 120 Substitutionen, 
so ist auch das Bild reduktibel, und zwar wird der irreduktible Bestandtheil des Bildes durch genau 
so viele der 120 CoUineationen in sich verwandelt, als die Galois' sehe Gruppe der Monodromie 
Substitutionen enthält {Klein. S. 165). 

21. Gleichungen vom 6ten Grade an können nach Jerrard (vergl. Jordan, p. 380) nicht 
mehr mittelst Kreis- oder elliptischer Funktionen gelöst werden. Ist nämlich die gegebene 
Gleichung 

X = x*' + aa;«-^ + . . . =0, (w>5), 

so treten bei der Auflösung, nach Adjunktion gewisser numerischen Irrationalitäten, welche 

nur von n abhängen, die hyperelliptischen Funktionen auf, welche aus der Quadratwurzel VX 
gebildet sind. 

Zusatz (1). Mit der Gleichung 6ten Grades hat sich Jouhert, S. J., in den Comptes 
Rendus (t. 64, 1867, p. 1025) beschäftigt. Er setzt an Stelle der Lagrange sehen Resolvente eine 
solche 6ten Grades von der Form: 

-s-« 4- P^^ + e^^ + qVJz -^ R = 0, 

wo J die Diskriminante, q ein Zahlencoefficient, und P, Q. R Invarianten bezüglich 2ten, 4ten, 
6ten Grades sind. 

Ebenso Brill in den Math. Annalen (Bd. 20) und Cde im Amer. J. of Math., vol. 8, 1886. 
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Zusatz (2). Gleichungen 7ten und 8ten Grades wurden von Klein, Noether und Gordati 
in den Math. Ann. (Bde. 15 und 20) behandelt. Die Theorie beruht auf der Aufstellung der 
(ro/ö/Vschen Gruppe von 168 Vertauschungen. Dyck nennt die zugehörige Rief nann sehe Fläche 
168-blätterig. Gordan gelang die Lösung der schwierigen Aufgabe mit Hilfe der Invariantentheorie 
und Berechnung von Potenzsummen. Auch Jordan (p. 380—381) hat sich im Anschluss an die 
Methode von Kromcker mit der Gleichung 8ten Grades beschäftigt. . 



D. Binomische Gleichungen« 

Vorbemerkung (1). Binomische Gleichungen ^«ita^O können durch die Substitution 



tn 



x^= y- V^ a auf die Form gebracht werden: y/"* - 1=0. 

Vorbemerkung (2). Ist m=:^;."(/*'. . .H in Primzahlpotenzen zerlegbar, und sind /J, /',... cf 
bezüglich (beliebige) Wurzeln der Gleichungen: 

• yp''=h tß'=h ... ir'=h 

so sind die m Wurzeln der Gleichung y*" = 1 dargestellt durch die m Werthe von a=z ß.y . . . d. 
Die Anzahl der primitiven Wurzeln, das heisst derjenigen, welche keiner Gleichung von der- 
selben Form und von niedrigerem Grade zukommen, ist also (s. Theorie d. Zahlen, n, 3., und 
Cauchy, Ex., 1829, p. 233): 

Vorbemerkung (3). Ueber die Aehnlichkeit zwischen binomischen Gleichungen und 
binomischen Congruenzen vergleiche Theorie der Zahlen, EX. 

22. Binomische Gleichungen sind als Gdais sehe Gleichungen (s. oben VIT, 7.) immer 
algebraisch auflösbar. 

Zusatz. Die algebraische Auflösungsmethode ergibt sich aus den Andeutungen a. a. O. 
Die transcendente Auflösung lässt sich in trigonometrischer Form darstellen (s. Theorie d. com- 

plexen Grössen, U, 2.): 

^ 2r7t , . . '2r7t I 'Itz , . . 27r^ '* 

ym _ 1 _- 0, w = cos h t sm = cos h i sm — 

m m \ m m 

worin man m beliebige aufeinanderfolgende Zahlen an die Stelle von r zu setzen hat, oder in 
(gleichbedeutender) logarithmischer Form: 



y = exp M, (I r= lg 1 = 2rTri). 



23. Eigenschaften der Wurzeln binomischer Gleichungen y"" — 1 =0: 

(a) Ist y eine Wurzel derselben, so ist auch jede Potenz von y eine solche. 

(b) Die zweien binomischen Gleichungen y^ = 1, ^" =: 1 gemeinschaftlichen Wurzeln sind 
auch Wurzeln der Gleichung y^=l, wo 6 den grössten gemeinschaftlichen Theiler von //* und n 
bezeichnet. 

Zusatz (l). Bezeichnet man mit F^ = die Gleichung, welche nur die primitiven 
Wurzeln von x*^ - 1=0 enthält, und mit d, d\ d'\ ... die verschiedenen Theiler der Zahl n, so 
lässt sich die binomische Gleichung :«:'»— 1 in ihre irreduktibeln Faktoren F zerlegen, wie folgt 
{Kromcker, Liouvilles J., t. 19. 1854): 

x^—l = Fa{x) . Fd' (x) . Fd^> (x)... 

Zusatz (2). Jede primitive Wurzel y liefert alle m Wurzeln durch ihre verschiedenen 
Potenzen 



y, yK y\ ... ^*», 



und nur diese im, weil y"'^'=zy''. 
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24. Beziehungen zwischen den Wurzeln y. 

(a) Die Potenzsummen von der ersten bis (m - l)ten sind gleich Null: 



m — 1 , m — 1 , , m — 1 f\ 

y, -\- yo + '" + v.n =0. 



(b) Die Potenzsummen, deren Exponenten Vielfache von m sind, sind gleich m: 

m , m , , Ol 

y, +^72 + "' + !^m= ''^' 

'2m , 2m . , 2w ^^.^ 

^1 + ^2 + • + ^m = ^'*' ^^^• 

(c) Je zwei Wurzeln von der Form y und y""-' sind conjugirt complex. und umgekekit. 
Zusatz (1). Conjugirt complexe Wurzeln sind also zu einander reciprok. 

Zusatz (2). Je zwei conjugirt complexe Wurzeln liefern einen reellen trinomischen 
Paktor des Gleichungsbinoms: 

iy — cos 6 -i sin 6) (y - cos ö + * sin ö) = (y^ 2y cos ö -f 1). 

Die Zerlegung des Binoms in seine trinomischen Faktoren für gerade und ungerade m 
haben JoÄ, JBerwöM//r (Opera, t. 4, p. 55) und Etder (Introductio. I, cap. 9) gegeben: 

y"' \ = (y^ — 1) ly^ - 2y COS — -|- 1 .... U'- - 2y cos TT -4- ij für gerade m, 

oder =z {y i) U2 _ Oy cos — -f 1 .... y- 2// cos — tt + 1 für ungerade m, 

Cotes hatte diese Faktoren als excentrische Radien eines Kreises dargestellt, dessen Umfang 
er in 2n gleiche Theile getheilt hatte, wie später in seinen hinterlassenen Schriften gefunden wurde 
(Harmonia Mensurarum, 1722, p. 113 — 114). Auch Lagrange hat die binomischen Gleichungen 
behandelt in der zweiten Ausgabe seines „Traitö" (1808, Oeuvres, t. 8, p. 328), wo er die Gauss ^oh^n 
Disquisitiones Arithm. en;\'ähnt; ebenso Legendre sehr ausführlich in seiner Theorie des Nombres 
(3. ^d.. Paris 1830, 5. und 6. Partie, § 5). 

Zusatz (3). Die Gauss'^oXi^ Kreistheilungsgleichung, welche in der binomischen 
enthalten ist, siehe unten 28. 

£• AbePscbe Gleichungen. 

Vorbemerkung (1). Abel (Oeuvres und Grellen J., Bd. 4) hat mehrere Klassen von 
Gleichungen behandelt, die man mit seinem Namen benennen könnte. Kronecker schlägt in der 
oben (Vn, Vorbem. (2)) erwähnten Abhandlung vor, als Ahersche Gleichungen jene zu bezeichnen, 
deren Wurzeln sich rational durch eine derselben derart ausdiücken lassen, dass: 

WO 6 eine ganze rationale Funktion bedeutet. Kroneclcer macht zu denselben die Bemerkung, dass 
die .4&€?r sehen Gleichungen im Wesentlichen nichts anderes sind als die Kreistheilungsgleichungen 
(s. unten 25. u. 28.). In der That wurde Abel von den Gauss ^ohew Kreistheilungsgleichungen auf 
seine allgemeineren Untersuchungen geführt. 

Jordan (p. 287) fasst die Bezeichnung ^ft^rscher Gleichungen etwas allgemeiner und wendet 
sie auf alle jene Gleichungen an, deren Galoissche Gruppe aus lauter vertauschbaren Sub- 
stitutionen besteht (vergl. unten 29.). 

Vorbemerkung (2). Ist eine ^Wsche Gleichung nicht selbst irreduktibel , so sind die 
Gleichungen, welche sich aus ihren irreduktiblen Faktoren bilden lassen, wieder AbeVsche Gleichungen 
(Jordan, p. 287), so dass man die Untersuchung auf irreduktible Faktoren beschränken kann. 

25. Hat eine beliebige (reduktible oder irreduktible) Gleichung: 

f=x^ + A^x^'-^ + ... =0 
die Eigenschaft, dass alle ihre Wurzeln sich rational durch einander ausdrücken lassen wie folgt: 

X, 6(x), e^x),... ö"-i(^), e^^(x)=x, 

44 
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WO 6 eine rationale Funktion bedeutet und ß- = 6(6), so ist die Gleichung, als ylfeersche im Sinne 
Kroticckers, immer algebraisch lösbar. 

Bezeichnet man nämlich mit a, irgend eine der Wurzeln 1, a^, . . . ««-i der binomischen 
Gleichung «"1=0 und s^tzt nach der Laf/rangc sehen Methode (s. oben VE, 1.): 

SO ist u,. eine rationale und symmetrische Funktion der Wurzeln von /*=0, kann also rational 



u 



durch die Coefficienten von f ausgedrückt werden. Insbesondere ist V?/« — -^i, d. h. gleich dem 
negativen Coefficienten von .i"-^ Die Wurzeln der Gleichung /'=0 sind dann gegeben durch 
die Gleichung: 



u u u 



Olli / V 1 , — m 1 / , — »i 1 / , , — w i/ 

worin man jeder Wurzelgrösse immer dasselbe Zeichen zu ertheilen hat (vergl. Serret, n, no. 532, 
Jordan, p. 288). 

Zusatz (l). Für m = erhält man einen einfacheren Ausdruck, der ebenfalls alle Wurzeln 
liefert, wenn man den Wurzelzeichen ihre volle Allgemeinheit lässt, nur ist die Zusammengehörigkeit 
dieser Wurzelwerthe näher zu bestimmen. Da nämlich die Grösse 

als rationale und symmetrische Punktion der Wurzeln der gegebenen Gleichung rational dar- 
stellbar ist, so kann man setzen (s. Serret, 11, no. 533): 

U U U U H 

VtTy = — Vn\ ; fix=z A^ + Vü'i + — Vü[ +—Vü'^+ ... 

Zusatz (2). Sind alle Coefficienten von /' und 6 reelle so kann man setzen (Serret, 
n, no. 534): 



t< 



0) + 2k7T ... Co + 2Ä7r^ 



Uy = ^(cos cö -h / sin w); Vu^ =. Vrta_ i cos h i sin 

\ l^ ^ 

Setzt man diesen Werth in die vorhergehende Formel für x, so liefern die ^ Werthe von 
4 = 0, l, 2, . . . jii 1 alle /u Wurzeln durch Theilung des Kreisumfanges urid des bekannten 
Winkels w in /li gleiche Theile und Ausziehen einer Quadratwurzel (vergl. unten 28.). 

Zusatz (3). Die Galois sehe Gruppe dieser .4Wschen Gleichungen ist von der Ordnung ju, 
und umgekehrt ist die Gleichung eine ^ft^Z'sche, so oft Ordnung und Grad ihrer transitiven Gruppe 
einander gleich sind. 

26. Ist der Grad fji=zmn der Gleichung /'=0 zusammengesetzt, und setzt man zur 

Abkürzung: 

x = Xi, 6(x)=X2, 6^x)=x^, .. . 6"'-^(x) = x„,, 6'^(x) = 6i(x), 

so lassen sich die /* Wurzeln in w? Gruppen theilen, 

^V Ö,K)» • • • ^^r^K)'^ "^it der Gleichung ^(x, y^ -— 0, 



und folglich auch fz=0 m m Gleichungen (f = vom Grade n. welche die Glieder obiger Reihen 
zu Wurzeln haben und deren Coefficienten sich rational aus je einer Wurzel yr einer Gleichung 
mten Grades ifj(y) = berechnen lassen. Diese Coefficienten und die betreffende Wurzel yr sind 
nämlich ähnliche Funktionen von Xr (Serret, Alg., 11. no. 535; Jordan, p. 287; Abel,.^ Oeuvres, 
t. n, p. 191). 

Zusatz (1). Die Gleichung if;(y) = construirt man auf folgende Weise. Man wähle eine 
beliebige rationale und symmetrische Funktion ?/i der Wurzeln 

./•, , öiU'i). . . . e^'-^iXi), 
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Zusatz (2). Zwischen den Wurzeln bestehen die Beziehungen in 24. 
Zusatz (3). Zerlegt man p — 1 ^^jh^h^ worin p^ priin ist, so kann man als rationale und 
symmeti'ische Hilfsfunktion der Wurzeln die folgende wählen 

und wenn man weiter zerlegt j^ — 1 =-lh2^^'^h^ worin 2^2 wieder prim ist. so kann man die neue 
Hilfsfunktion wählen 

Ein bemerkenswerther Specialfall ist der, wenn 2h =P2== • • = '^ ist, w^eil sich dann und 
nur dann (Gauss, art. 305) nach* 26, Zusatz (2) die algebraische Auflösung auf lauter Quadrat- 
wurzeln, sogenannte Euclidische Irrationalitäten {Cantor, Vorles.. I, S. 231) zurückführen lässt, 
welche also geometrisch (mit Lineal und Zirkel) construirbar sind, so dass man aus den bekannten 

2t * 2^7 

Grössen cos— ^ oder sin ^^ das reguläre i>- Eck zeichnen kann (vergl. Bachmann, S. 69 — 75). Man 

2) p ^ o 

hat für 2h = '^ die Hilfsfunktion 

//j z=:z X + X""' -{-... . //ä r= a*« -h X«' + . . . , 



also für 2^ = 5 und = 17 bezüglich - 1 =b Vb und 1 d= 1^17. 
> Zusatz (4). Weitere bemerkenswerthe Eigenschaften dieser Kreistheilungsgleichung und 

ihrer resolvirenden Funktion geben AM (Oeuvres, t. I, p. 136) und Setret (Alg., 11, no. 548 — 554); 
eine Zusammenstellung der mit derselben zusammenhängenden Theorien gibt Bachmann mit 
Literaturnachweisen und Beispielen. 

Zusatz (5). Die geometrische Theilung des Kreisumfanges in iV gleiche Theile ist also 
dann und nur dann möglich, wenn N= 2*'(2'' + 1) (2^ + 1) . . ., wo die Klammerfaktoren verschiedene 
Primzahlen bedeuten. Gauss (art. 365) spricht seine Verwunderung darüber aus, dass in den 
zweitausend Jahren seit Euch'd, der schon die Theilung in 2, 3, 4, 5 Theile und die unmittelbar 
daraus folgenden (wie 2*" und seine Produkte mit 3 und 5) kannte, keine neue Entdeckung gemacht 
wurde. Er schliesst dann namentlich die Fälle 3r= 7, 11, 13, 19 von der geometrischen Theilung 
aus, und zählt am Schlüsse die 3«S Zahlen ^Y<C300 auf, für welche die geometrische Theilung 
•möglich ist. 

29. Eine allgemeinere Art Abel scher Gleichungen sind solche, deinen Wurzeln sich zwar 
rational durch eine derselben Xq darstellen lassen, aber nicht durch wiederholte Anwendung 
einer und derselben Funktion, wie in 25. und 26., sondern so. dass z. B. 

besteht nun zwischen je zweien die commutative Beziehung • 

so sind solche Gleichungen algebraisch lösbar. 

Zusatz (1). Die Auflösung geschieht wie in 26. Man zerlege die Wurzeln in die Reihen: 

0-0, ö(a'o) ö"-^(a'o) mit der Gleichung (f(x, ?/o) = 0, 



x„,_i, ö(u',«^i), ö"-M>«_i) „ „ „ y(.r. ?/,«_,) = 0, 

so dass der Grad der gegebenen Gleichung fi = mn ist. 

Die Gleichung mtew Grades (//(;//) — hat in diesem Falle dieselbe Eigenschaft wie die 
gegebene, also lässt sich letztere dem Grad nach fortwährend erniedrigen und folglich auflösen 
{Serret, Alg., U, no. 541). 
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Zusatz (2). Es sind dies die von Jordcni (p. 287) als ^Wsche definirten Gleichungen mit 
lauter vertauschbaren -Substitutionen (vergl. oben E.). 

Zusatz (3). Diese Eigenschaft kommt der Gleichung zu, welche oben in 14. Zusatz (1) 
envähnt wurde: X„ + X„_i + . . . = Ü, oder y" + ?/"-^ . . . = 0, und welche die Reduciite der 

^.2« -+- 1 1 

reciproken Gleichung -r— — — darstellt. Die rationale Funktion 6 ist hier: 

WO 2^ ^111^ primitive Wurzel der Primzahl 2(j -f 1 bezeichnet. Die /u Wurzeln lassen sich nach 
der Methode von 26. berechnen, und zwar, wenn fi =zq"r:^ , . ., durch Auflösung von a Gleichungen 
qten Grades, u. s. w., also wenn /i = 2"*, durch Ausziehen von m Quadratwurzeln. 



. 30. . Eine noch allgemeinere Gattung von Gleichungen wurde von Abel betrachtet 

(Oeuvres, t. I, p. 115), in welchen nicht alle Wurzeln rational durch eine darstellbar sind, 

sondern nur zwei eine solche Beziehung haben, dass x' = 6(xi). Solche Gleichungen sind nicht 

allgemein algebraisch lösbar, wenn nicht ihr Grad eine Primzahl ist. Ist ö"(ir)~a:, so dass 

der Grad der Gleichung fi=^m7i ist, so lassen sich sämmtliche Wurzeln auf folgende Weise in 

Gruppen theilen: 

x\, e(xi), ö"-M-ti), 



und (wie in 26.) m algebraisch auflösbare Gleichungen nten Grades (p = bilden, welche die 
Glieder dieser Reihen zu Wurzeln haben und deren Coefficienten rationale Funktionen ein und 
derselben Wurzel y einer Gleichung mten Grades tfj{y)=zO sind (vergl. Serret, n, no. 531, und 
Jordan, p. 286—287). 

Zusatz. Die Gleichung ip{y)z^{) ist irreduktibel und lässt sich wie in 26. bilden, ist 
aber, wie oben angedeutet wurde, nicht allgemein algebraisch lösbar. Die Galois^ohe Gruppe 
der gegebenen Gleichung ist von der Ordnung m ! n^ , enthält also m Systeme der Imprimitivität. 



IX. Hauptstück. 

Auflösung der Zahlengleichungen. 

A. Bestinimuiig der rationalen Wurzeln. 

Vorbemerkung (1). Um den Grad der Gleichung zu erniedrigen, befreie man sie. wenn 
sie nicht irreduktibel ist. von etwaigen Faktoren. Ebenso untersuche man die Gleichung (nach 
ni) in Bezug auf wiederholte Wurzeln und ersetze sie durch eine Gleichung mit einfachen 
Wurzeln. 

Vorbemerkung (2). Die Bestimmung der rationalen Wurzeln lässt sich auf eine solche 

von ganzzahligen Wurzeln zurückführen, wenn die Coefficienten sellbst reell und rational sind. 

Macht man nämlich die Coefficienten (durch Multiplikation) zu ganzen Zahlen und denjenigen des 

^höchsten Gliedes %x'' (durch die Substitution a^x = y) zu Eins, so können die rationalen Wurzeln 

nur ganze Zahlen sein. Eine reciproke Gleichung dieser Art hat also keine rationalen Wuraeln. 

1. Zuerst wird man meistens eine obere und untere Grenze der positiven und negativen 
Wurzeln bestimmen, was auf folgende Arten geschehen kann: 
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(a) Setzt man x — x^ 4- A und wählt für Xo eine solche positive Grösse, dass die Coefficienten 
in der Ja^/forschen Reihe für /(u.'o + h) sämmtlich positiv sind, so ist auch f(Xf^ + h) positiv für jeden 
positiven Werth von A und folglich a« eine obere Grenze der Wurzeln der Gleichung f(x) =^ 0. 
Sind aber die genannten Coefficienten abwechselnd positiv und negativ, so ist Xq eine untere Grenze. 

(b) Man transformire die Gleichung t\x) = mehrmals nacheinander, so dass die Wurzeln 
immer um Eins kleiner werden. Ist dann die rte transformirte Gleichung die erste, welche nur 
positive Coefficienten hat. so ist r eine obere Grenze der Wurzeln. 

Zusatz (1). Ist das Absolutglied der 7>ten transformirten Gleichung Null, so ist j^ selbst 
eine rationale Wurzel der Gleichung f\x) = 0. Haben aber die Absolutglieder der j)ten und 
(p + l)ten transformirten Gleichung entgegengesetzte Zeichen und weiss man (nach Vorbem. 2), 
dass die rationalen Wurzeln nur ganze Zahlen sind, so liegen zwischen p und p- 1 irrationale 
Wurzeln in ungerader Anzahl. 

Zusatz (2). Wird in einer transformirten Gleichung ein Glied zwischen einer Zeichenfolge 
gleich Null, so hat f\x)=zO wenigstens zwei complexe Wurzeln (oben VI, 2., Zus. (3)). 

Zusatz (3). Die erwähnte Umformung liefert auch die untere Grenze der Wurzeln und 
die Grenzen der negativen Wurzeln, wenn man in der gegebenen Gleichung erst bezüglich die 
Substitutionen x =^ 1 : 1/ oder x =^ - t/ ausführt. 

(c) Nach in, 5. hat man folgende Formeln für die Grenzen der positiven und negativen, 
Wurzeln: Hat die Gleichung /V) = «o*^*" + • • • + «m lauter reelle Coefficienten, und ist a dem 

absoluten Werthe nach der grösste der Coefficienten ai...a„,, so ist — '- eine obere Grenze; 

ist ferner a' dem absoluten Werthe nach der grösste der Coefficienten aQ...a„-i, so ist "* 



a' -f- «m 



eine untere Grenze. 

Zusatz. Die auf diese Weise berechneten Grenzen können aber noch sehr weit aus- 
einanderliegen. 

2. Hat man die Gleichung so umgeformt, dass der erste Coefficient Eins und die übrigen 
ganze Zahlen sind, und die Wurzelgrenzo bestimmt, so findet man die rationalen Wurzehi der 
Gleichung f(x) — x"' -^ a^x'"-^ + ... + a,„=:0, indem man alle ganzzahligen Theiler des Absolut- 
gliedes a„ aufsucht und diejenigen auswählt, welche erstens innerhalb der Wurzelgrenzen liegen, 
ufid zweitens um 1 vermehrt hi /*( - 1), und zugleich um 1 vermindert in /'(+ 1) ohne Rest aufgehen. 

Entspricht « diesen Bedingungen, so bilde man die Quotienten 



(Im , hx + a,n-\ j ho + a„,-2 7 bm-\i-(ii , 

a ^ a • ^ a ^ a 



'^m- 



Sind alle h ganze Zahlen und ist i« =^ 1, so ist « eine rationale Wurzel der Gleichung /"== 
(vergl. Serret, I, no. 150). 

Zusatz. Die erwähnten Bedingungen erklären sich daraus, dass das Absolutglied (ohne 
Rücksicht auf das Zeichen) gleich dem Produkte aller Wurzeln ist (oben lU, 1.) und dass /*(± 1) 
bezüglich das Absolutglied von /(^ ± 1) ist. 

B. Bestimmung der irrationalen Wurzeln. 

Vorbemerkung (1). Die Gleichung habe reelle Coefficienten und sei von wiederholten 
Wurzeln befreit. Mit Vortheil wird man auch die rationalen Wurzeln ausscheiden. 

Vorbemerkung (2). Der erste Schritt bei der Auflösung von Zahlengleichungen ist die 
Bestimmung der Intervalle, in welchen die einzelnen irrationalen Wurzeln liegen, nach der 
Regel von Bmlan oder Sturm (oben VI. 5. und 6.). Die Näherungsmethoden bestehen dann im 
Grunde in einer Verengerung der Intervalle, und gelten, sofern sie nur auf Differenzen und 
Substitutionen beruhen, auch für transcendente Gleichungen. 
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Um einen Ueberblick über die Vertheilung der Wurzeln zu gewinnen, kann man erst eine 
Differenzen-Tafel berechnen mit dem Argumente x=zO, =±1, =z ± 2. ... und den Werthen 
des Gleichungspolynoms f und seiner Differenzen Jf. J^f, ... bis zur wten, welche constant ist. 
Sobald diese constante Differenz gefunden ist, kann man die Tafel beiderseits von x=:0 beliebig 
weit ausdehnen. Weist dann die Reihe der f Zeichenwechsel auf, oder auch nur ein Minimum 
der positiven oder ein Maximum der negativen Werthe , so hat man (nach VI) Andeutungen über 
die Gegend der reellen Wurzeln. Serret (I, no. 158) erweitert diese Differenzenmethode zu einer 
wirklichen Näherungsmethode, indem er aus den gegebenen Differenzen Jf eine neue Differenzen- 
tafel bildet, deren Intervalle zehnmal kleiner sind und deren Differenzen df bis zur fünften 
einschliesslich reichen. 

3. Die älteste Methode ist wohl die sogenannte Regel von den zwei falschen An- 
sätzen („regula elchatayn" oder „falsorum", oft auch „regula aurea" genannt), welche sich nach 
Günther (Monumenta Germ. Paed., EI, Berlin 1887, S. 302) in der Summa Arithmetica des Luca 
Pacioli (Venedig 1494) findet und nach Caritor (V^orles. über Geschichte d. Math., Leipzig 1880, 
S. 627—628) in dem Liber augmenti et diminutionis von einem gewissen AhraMm den Indern 
zugeschrieben wird. 

Sind a und b zwei die Wurzel x der Gleichung f\x) = einschliessende Grenzwerthe, so 
hat man näherungsweise: 



Zusatz (1). Mit dem neuen Näherungswerthe c kann man dieselbe Rechnung wiederholen. 
Modnus (Werke, IV, S. 383) erreicht aber eine grössere Genauigkeit, indem er alle drei Näherungs- 
werthe zugleich benutzt: 

' f(b)—f(c) f(a)—f(c) 

Zusatz (2). Die regula falsorum ist nichts anderes als die Neicton'sche Interpolations- 
formel (s. Theorie d. Diff. u. Summen, HI, 3.): 

wenn man bei der ersten Differenz abbricht und f(x) = voraussetzt, wie man sofort erkennt, 
wenn man h = x -a und d = h — a, also auch ^t\a) = f{h) — f{a) setzt. 

Ausführliche geschichtliche Bemerkungen gibt MaMhiessen in SehlömiMis Zeitschrift (Bd. 15, 
1870) und in seinen „Grundzügen" (Leipzig 1878, §.84). 

4. Neivton sehe Methode (Analysis, p. 8, geschrieben 1666). Die beiden Grenzen der 
gesuchten Wurzel der Gleichung f(x) = seien durch Versuche einander so nahe gebracht, 
dass ihr Unterschied <;0,1 ist. Wird dann die Wurzel a-, durch den Decimalbruch dargestellt: 
:f^ =a,aia2a<i . . . so ist 0,0^ <;^'i <Iö.öi +0,1. Nun transformire man f'{x) durch die Substitution 
X = a.ai + y in: 

F(i/) = :^l/(^)(a,a,)r = 0; 

dann gibt es immer eijie und nur eine Wurzel y^ = 0,0 a^a^ .. .<COA und der erste Näherungs- 
werth ist 2/1 =0. also x^ =a,öi, der zweite aber (nach dem Taylor sehen Satze): 

f'{a,a^) __ , 

^1 = — 277 T = 0,0^2, also Xi = a^a^a^. 

I \^»^i) 

Auf dieselbe Weise transformirt man F{y) durch die Substitution y^O.Oö^ + ^ in: 

0{z) = 2^ F('HO,Oa^)z' = 0, 
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m 

mit dem Nahem ngswerthe: 

z\ = i;h^(Vc)\ ~ 0,00 «3. also ?/i = 0,0 a^a^ und x^ ^= a.a^a^a^. 

So liefert jede Transformation eine neue Deeimalstelle, ganz ähnlich dem Ausziehen von Quadrat- 
wurzeln. 

Zusatz (1). Die beiden zu dividirenden Funktionen /':/*', F\F\ u. s. w. sind immer die 
beiden letzten Coefficienteri der (transformirten) Gleichung und haben stets entgegengesetzte Zeichen. 
Die Decimalstellen erhält man aber zuweilen um Eins zu gross oder zu klein. Ersteres zeigt sich, 
wenn das Absolutglied in der folgenden transformirten Gleichung sein Zeichen ändeit, letzteres, 
w^enn man als folgende Decimalstelle im -Quotient eine Zahl >9 erhält. In beiden Fällen ist die 
bereits vorgenommene Transformation zu verbessern. 

Zusatz (2). Sobald der vorletzte Coefficient der transformirten Gleichung constant wird, 
erhält man alle übrigen Decimalstellen auf einmal durch blosse Division der beiden letzten 
Coefficienten. 

Zusatz (3) Eine Untersuchung über den Grad der Annäherung dieser Methode findet 
sich bei Lagrange (Oeuvres, t. 8, p. 159). 

• 

5« Die Newtonsche Methode lässt sich, wenigstens der Form nach, einfacher darstellen, 

indem man statt die auf einander folgenden Gleichungen /*=0, F=:0 aufzulösen, den jedes 

Mal gefundenen Näherungswerth in die gegebene Gleichung einsetzt. Sind nämlich % und t« zwei 
nahe Grenzwerthe der gesuchten Wurzel, so erhält man neue Grenzen a^ und b^ aus einer beliebigen 
der beiden Formeln: 

« _a -/l^ oder- h -6 - /M 

'~ ' riaoY '" ' rihY 

Aus Ui und h^ erhält man nach denselben Formeln wieder neue Grenzen «2 und ftg» u- s. w. 

Zusatz (1). Die oben angegebene Regel findet sich in vielen älteren englischen Büchern, 
z. B. in Raijh^ons Analysis aequationum universalis (London 1690, vergl. Lagrange. Oeuvres, t. 8, 
p. 161), in Simjjsons Essays (London 1740. p. 81) und in Hallegs Schriften (s. Lagrange, Oeuvres, 
t. 2, p. 540). Sie ist im Wesentlichen gleichbedeutend mit einer Näherungsmethode Vietas (1600), 
die aber an grosser Weitläufigkeit leidet (s. Lagrange in den Berlin. M^m., 1767, p. 31 f). 

; Zusatz (2). Cauehy (Anal. Alg., Note HI, p. 495) untersucht die Fälle, in welchen sich 
diese Methode mit Erfolg anwenden lässt. und erweitert dieselbe (in den Compt. Rend., t. 29, 1849, 
p. 250) auf complexe Coefficienten und Wurzeln durch Einführung der Moduln an Stelle der 
reellen Grössen. Vergleiche hiermit ein „Desideratum" Caglegs im Am er. J. of Math. (vol. 2, 1879). 

Zusatz (3). Die Grenzen a^ und b^, ebenso a^ und 62 w- s. w. sind ent^veder beide zu klein 
oder beide zu gross, bilden also in der That nur eine obere oder untere Grenze. Nach Fourier 
erhält man aber eine obere und untere Grenze auf folgende Weise: In dem Intervalle (ao, b^) 
sollen keine reellen Wurzeln der Gleichungen f'(x) = 0, f"{x) = liegen, worüber man nach VI. 5., 
Zusatz (2) Aufschluss erhält. Dann erhält man für a^ und &o zwei engere Grenzen a^ und b^ aus 
den Formeln: 

wenn in dem gegebenen Intervalle /'(x) und /"(a;) gleiche Zeichen haben, oder aus den Formeln: 

wenn f'(x) und f"(x) entgegengesetzte Zeichen haben. 

Zusatz (4). Eine andere Modifikation der Newton sehen Methode gibt Serret (Alg., I, no. 162). 
In dem Inter\'alle (c/o» ^0) seien keine reellen Wurzeln der Gleichungen f'(x'} = und f"{x)=^0, 
wie oben. Ist dann uq diejenige der beiden Grenzen ao und b^, für welche f(x) und f"(x) gleiche. 
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hingegen ß^^ diejenige, für welche dieselben Funktionen ungleiche Zeichen haben, so erhält man 
neue Grenzen a^ und ß^ aus den Formeln: • 

«l = «0 - P^y Ä = «, - - 1 M. («0 - ßoY^ 

WO M eine Constante bezeichnet, welche das Zeichen des Verhältnisses f"(x)\t\x) hat und deren 
Modul gleich oder grösser als der grösste der Moduln ist, welche das genannte Verhältniss inner- 
halb des Intervalles x = % bis x=z\ annimmt. Die Grenzen % und \ sind erst so lange zu 
verengem bis M- («o — ß^) <i\ wird. Aus a^ und ß^ findet man nach denselben Fonneln «^ 
und ß^ u. s. w. 

Die Genauigkeit der Annäherung erkennt man daraus, dass 

a^ -6i<i 1 : 10'-"-^'' und (^ -&2<it 1 : 10^"-+-'^^ u. s. w. 
sobald j^^^ < J/< j^ und a,-h, = ±-^^ ist. 

6. Methode von Daniel lieniouUi mittelst recurrirender Reihen (C. Petrop., t. 3, 1728, p. 92, 
auch dargestellt in Euler ^ Introductio. I, cap. 17, in Lagrange ^ Oeuvres, t. 8, p. 168, und in Legetdres 
Theorie des Nombres, p. 168). Ist die gegebene Gleichung in folgender Form geschrieben und 
denkt man sich dieselbe in ihre unbekannten binomischen Faktoren zerlegt: 

0=1 - az - ßz' — yz^ - ... =1 (1 — pz) (1 — ^^) . . . , 

so entwickle man den echten Bruch in eine recurrirende Potenzreihe: 

a^hz^cz^ + ^j^^Bz^Cz'''^... + Tz- + Qz--^' + . . ., 

1 az — ßZ" - yz^ ... 

WO die Relations-Skala + «, ■\- ß, + 7^, ... ist (vergl. Theorie d. Reihen, V, B., 7.). also unabhängig 
von den unbestimmten Coefficienten a, 6. c. . . . des Zählers, welche beliebig gewählt werden können, 
um den Anfangsgliedern A. B. C , . . eine einfache Gestalt zu geben. 

Es ist dann der Quotient (;> : l^näherungsweise gleich der num-erisch grössten 
der Zahlen />, q, ... also P\Q gleich der numerisch kleinsten Wurzel der gegebenen 
Gleichung. 

Zusatz (1). Die numerisch grösste Wurzel erhält man, wenn man die gegebene Gleichung 
erst durch die Substitution z ^ \\x umformt. Durch andere Umformungen kann man erreichen, 
dass. andere Wurzeln zu grössten oder kleinsten werden, wodurch diese Methode auf alle Wurzeln 
anwendbar wird. Eine stärkere Annäherung erhält man, wenn man schon einen Näherungswerth m 
kennt und dann setzt : z =^m + 1^. 

Zusatz (2). Enthält der Zähler des erzeugenden Bruches* einen binomischen Faktor des 
Nenners, so wird dieser von den Coefficienten der recumrenden Reihe nicht geliefert. Man kann 
diesen Unistand immer vermeiden, wenn man die Einheit zum Zähler nimmt, so dass A== \ wird. 

'Zusatz (3). Die Methode bleibt noch giltig, wenn einige der Faktoren p, q, , . . complex 
sind, so lange ihre Moduln kleiner bleiben als einer der reellen Faktoren, ütder (§ 352) gibt aber 
auch für den entgegengesetzten Fall eine Formel zur Berechnung des grössten Moduls aus drei 
aufeinanderfolgenden Näherungsbrüchen. 

Zusatz (4). Die Methode findet auch auf Gleichungen Anwendung, deren Polynome aus 
unendlichen Reihen bestehen, wenn nur die kleinste Wurzel reell und vou den übrigen hin- . 
reichend verschieden ist (Euler, 1. c. § 355). 

Zusatz (5). Die Näherungswerthe werden ungenau, wenn bezüglich die zwei kleinsten 
oder grössten Wurzeln der Gleichung nahezu gleich sind. Solche Wurzeln lassen sich oft durch 
Substitution (z. B. z =zx - 1) weiter trennen. 

Zusatz (6). Jacobi (Grelles J., Bd. 13, Werke, m. S. 280) hat die BernouUi'Bche Methode 

erweitert, indem er eine Gleichung iten Grades aufstellte, deren k Wurzeln ebenso vielen der 

grössten Wurzeln der gegebenen Gleichung näherungsweise gleichkommen. Dadurch wird in der 

45 
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That die Beniounfsche recurrirende Potenzreihe durch eine andere mit nahezu gleichen Gliedern 
ersetzt, deren Skala aber aus weniger Gliedern besteht. JacM ersetzt aber die wirkliche Berechnung 
dieser Skala durch eine Elimination, die schneller zum Ziele führt. 

Zusatz (7). .Eine mit der BcnimiHfs>chen zusammenfallende Näherungsmethode fUr die 
kleinsten Wurzeln gibt Fürstemm (iArburg 1860 und 1867: vergl. SchlömilcJis Zeitschr., Bd. 6, S. 69), 
nur sind bei ihm die Coefficienten P und Q durch orthosymmetrische Determinanten der 
Relationsskala ausgedrückt (vergl. Nägelsbach in Gnmeti^s Archiv, Bd. 59, S. 148). 

7. Nach Euler (Calc. Diff. U, 1755, § 234) lässt sich, die Wurzel von f{x) =z nach Potenzen 
von f(a) entwickeln. Eider, setzt f'(x)=p und findet für einen Näherungswerth a, für welchen y 
nahezu verschwindet, die Reihe: 

dx 1 d^x , 1 d^x 3 1 d*x ^ 

" - "" ~ d^^ ^ T2 d^^y ~ \T2T^ diß'-' + 1.2.3-4 W'' " 

doc d'i) 

in welcher die Grössen y und -i-=2). -t-=^(i^ etc. für den Werth x = a zu berechnen sind. 

^ dy ^ dij ^ 

Daraus findet man einen neuen Näherungswerth für x. mit dem man die Rechnung wieder- 
holen kann. 

•Zusatz. Lagrange (Oeuvres, t. 8, p. 262) gibt dieser EuJersohen Reihe die folgende 
Gestalt. Ist a ein erster Näherungswerth, so findet man aus der Neidon sehen Methode die 
aufeinanderfolgenden Verbesserungen : 

/■'(«)' f'{a + h)- 2r(aW^'' ^-^^^■■ 

so dass die Wurzel dargestellt ist durch die Summe: 

(a + b + € + ...) = a~jf{a) + j^A«)* - fTT^-^A«)'' + • • •• 
in welcher die folgenden Werthe einzusetzen sind: 

r(ay - fW "" /"(«)' r(a)-' ' 

8. Lagrange hat zwei Methoden zur näherungsweisen Berechnung der Wurzeln gegeben, 
nämlich die Entwickelung der Wurzeln nach Potenz reihen \^rmittelst seiner Umkehrungsfonnel 
(s.oben Theorie d.Punktionen, IV, 4.) und diejenige nach Kettenbrüchen (Berlin.M^m., 1769, Oeuvres, 
t. 2 und 8; vergl. Legendres Theorie des Nombres. I, p. 141 — IßT). Die erstere ist anu angezeigten 

Orte dargelegt worden, die letztere besteht darin, die gesuchte Wurzel erst positiv zu machen 

1 

und in die Grenzen a und a +•! einzuschliessen, dann die Substitution x =^a ^ vorzunehmen 

x^ 

und die Wurzel x^^ der so transformirten Gleichung wieder in zwei positive Grenzen a^ und a^ + 1 
einzuschliessen, ebenso die neue Substitution x^^za^ -\ — anzuwenden, und so. fort, so dass man 



schliesslich erhält: 



x^ 



X = a -\ , 1 

«1 H 



Zusatz (1).- Die auf einander folgenden Transformationen der Gleichung f(x) = erhält 
man durch Ent^vickelung von fia H u. s. w. nach der Ta^for sehen Reihe. Hat man auf diese 

Weise einige der ^unvollständigen Quotienten'' a, a^, . . . nr-i des Kettenbruches bestimmt und die 

1 P 

Näherungsbrüche k^ j- • - tt gebildet, so kann man als nächste Wurzel Xr der transformirten 

Gleichung 

Äx"" + B x'-' + C x"~' 4- . . . . = 
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den folgenden angenäherten Werth nehmen: 

und aus ihm die gesuchte Wurzel der gegebenen Gleichung bestimmen: 

Der dabei begangene Fehler ist, wenn ür die grösste in Xr enthaltene ganze Zahl bedeutet, immer 
kleiner als (vergl. Serret, I. no. 165): 

. , 1 r(x) 

2a^(^ fix)' 

Zusatz (2). Lagrange gibt Beispiele für seine Methode (Oeuvres, t. 8, eh. 4) und erwähnt 
in einer Anmerkung (p. 176) einen verfehlten Versuch Fontaine s (Paris. M6m., 1747, p. 665), dessen 
Näherungsrechnung mit den Näherungswerthen der Kettenbrüche Aehnlichkeit hat, aber auf Vor- 
aussetzungen beruht, die sich nicht allgemein erfüllen lassen. 

Zusatz (3). In Bezug auf Kettenbruchw^urzeln hat Qalois (LimwiUes J:, t. 11, p. 385) folgen- 
den Satz aufgestellt: Hat eine J3eliebige Gleichung als Wurzel einen rein periodischen Ketten- 
bruch, so hat sie nothwendig noch eine zweite periodische- Wurzel, welche man erhält, indem 
man die negative Einheit durch den umgekehrt geschriebenen periodischen Kettenbruch *dividirt. 

9. Eine mit der Lagrange' sehen verwandte Näherungsmethode ist diejenige von Heis 
(Sammlung, § 102) mittelst Theilbruchreihen (s. oben Theorie d. Reihen, V, E., 18.). Die 

gesuchte Wurzel sei wieder in die positiven Grenzen a und a + 1 eingeschlossen. Dann nehme 

1 
man die Substitution vor: x=:ia -] — , und suche die Wurzel y der so transformirten Gleichung 

»/ 

wieder in zw ei positive Grenzen b — 1 und h einzuschliessen und setze 

- = - + ^^ oder g = b 



. g h 1)2 -^ ^ + 1 ' 

Die Wurzel z der neuen transformirten Gleichung sei in den Grenzen c — 1 und c und man 
setze wieder wie oben: 

111, V 

- = — I oder z =z c 



z e cü V + V 

u. s. f., so dass man schliesslich die, Theilbruchreihe erhält: 

.1.1 1 . 
oc hcd 

Zusatz (1). Hat die gegebene Gleichung in dem Intervalle a und a + 1 nur eine Wurzel x, 

so hat jede transformirte Gleichung in dem entsprechenden Interx-nlle nur eine Wurzel y, z 

die grösser als Eins ist. Würde man für einen Nenner nicht den oberen, sondern den unteren 
Grenzwerth' benutzen, so' würden alle folgenden Nenner negativ w^eiiden, sonst aber die Rechnung 
dieselbe bleiben. 

Zusatz (2). Diese Näherungsmethode gibt also die Wurzel in Form eines aufsteigenden 
Kettenbruches (Theorie d. Reihen, V, 18.): 

1 + 1 + --- 

x=^a + -:r e 



Zusatz (3). Die Ausrechnung wird etwas* einfacher, wenn man an Stelle der Theilbruch- 
reihe eine Kettenreihe setzt. Hat man die Wurzel x wieder in die positiven Grenzen a und a + 1 

eingeschlossen, so setze man o; = a + -^ und suche die Wurzel y in die Grenzen h und 6+1 ein- 

z * 

zuschliessen. setze abermals: y^b + -^, und so fort, so dass 

jD 

h c d 



•^ - a + ^ + ^, + ^3 



45 



r;* 
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Diese Reihe convergirt zwar um so schneller, je grösser die Basis B ist. die Rechnung wird 
aber am einfachsten fUr JS = 10 (vergl. Theorie d. Reihen, V. 19.). 

Ersetzt man in den aufeinander folgenden Substitutionen die Addition durch eine Multiplication. 
so erhält man an Stelle der Kettenreihe eine Produktreihe. Liegt nämlich x wieder in den 

Grenzen a und a -h 1, so setze man x=^ay und suche für y die Grenzen 1 -^ 77. und 1 H t-t— , 

i b\ c c -j- 1 

setze wiederum t/ = U + tfA^ und suche für z die Grenzen 1 + r^ und 1 H — 77^^ setze aber- 
mals r= (1 -f — -T V u. s. f.. so dass schliesslich 



10/ \ '• 100/ \ ' 1000, 

Diese beiden Näherungsmethoden durch Kettenreihen und Produktreihen stammen von 
Gicsen und finden sich ausführlich dargelegt in Schlömilch's Zeitschrift (Bd. 23, 1878) mit mehreren 
abkürzenden Kunstgriffen und Beispielen.*) 

Zusatz (4). Weitere Näherungsmethoden gibt Cauehy in einer Reihe von Aufsätzen in den 
Comptes Rendus (1837, Oeuvres, t. 4, p. 42—99), die sich auf Maximal- und Minimalbetrachtungen 
stützen,*und als lineare und quadratische Methoden unterschieden werden, je nachdem sie die 
Auflösung linearer oder quadratischer Hilfsgleichungen erheischen. 

Jacobi (Crelles J., Bd. 6, S. 257) gibt eine Näherungsmethode mittelst unendlicher Reihen, 
die sich auf eine „erzeugende Funktion"* stützt und eine Erweiterung des Cauchy sehen Residuen- 
Calcüls bildet. 

Die Näherungsmethode von Graeffe siehe unten 14. 

10. Die trinomischen Gleichungen verdienen nach Gauss eine besondere Darstellung, 
weil die Berechnungsmethoden bei drei Gliedern einer besonderen .Eleganz und Bequemlichkeit" 
fähig sind (Werke, III, S. 85). 

(a) Lambert (Acta Helvetica, vol. HI, Basil. 1758; vergl. lieiff. S. 140) hat die Wurzel einer 
trinomischen Gleichung in eine Potenzreihe entwickelt: 

X"" + pX z= gr. Q; > 0, (/ > 0). 

p \r 1/ rp' \p] 

worin aber unter dem ei*sten Gliede (r = 0) die Einheit zu verstehen ist. 

Zusatz. Diese Reihe hat eine geschichtliche Bedeutung, weil sie die Veranlassung zur 
Entdeckung der Layranye ^chen Umkehiningsfonnel war (vergl. oben Theorie d. Funktionen, IV, 4., 
Zusatz (4)). Gauss macht zu derselben die Bemerkung, dass sich jede (reelle oder imaginäre) 
Wurzel einer Gleichung mit drei Gliedern durch eine convergente Reihe von einfachem Bildungs- 
gesetze ausdrücken lasse. Er. selbst aber schlägt folgende „indirekte" Auflösung vor: 

(b) Gauss (Göttingen 1850, Werke. LQ. S. 85—96) setzt voraus, die Coefficienten e und f 
seien positiv urid die Exponenten m und n seien ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler. 
und die Gleichung sei so umgeformt, dass die gesuchte Wurzel positiv ist. Dann unterscheidet 
er drei Fälle und macht folgende Substitutionen: 

Gleichung: x"^-^'' i- ex"" , f=0, Substitution: ät"' ^ " = /' sin ö-, a;" ==: <» tg ö^. 

^w-H« ^^.m _^_Q ^ /':i- *"-»» = sin ö-, e-i-" = cos ö^ 

.1*" ^ " ex"" -h /'= 0, „ x'"-''=zf'tg ifi, o;» = e sin ö^. 

Zusatz. Durch Elimination von x aus diesen Substitutionen erhält man eine Gleichung 
in /:rr/^:e"'^" ausgedrückt in ö, woraus H bestimmt werden kann. Für die Berechnung bedient 
sich Gauss seiner Tafeln der Logarithmen von Summen und Differenzen. 



*) Vorgetragen von Dr.* Gieseu in Bonn in den Jahren 1870 — 72, und nach dessen Tode vom Verfasser dieses 
Werkes aus den hinterlassenen Schriften veröffentlicht. 



• ^ 
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C. Bestimmung der eomplexen Wurzeln. 

Vorbemerkung (1). Die Berechnung der eomplexen Wurzeln bildet nach Gauss (Werke, 
m, p. 96) deshalb mehr Schwierigkeiten, well dieselben „aus einem unendlichen Gebiete von zwei 
Dimensionen herausgesucht werden müssen". Daselbst gibt er auch eine besondere Näherungs- 
methode für tri nomi sehe Gleichungen. 

Vorbemerkung (2). Die Coefficienten können immer reell vorausgesetzt werden, widrigen- 
falls man aus der Zerlegung: 

f(x) = g){x) + iip(x)=0 

immer zwei Gleichungen erhält: y = 0, xp = 0. deren gemeinschaftlicher Theiler die Wurzeln der 
gegebenen Gleichung enthält. 

11. Die Eliminationsmethode besteht darin, die gegebene Gleichung f{z) = durch 
die Substitution z ^mx ■\- iy umzuformen in 

f(x -f «» = q>(x. y) -f *X^. y) = 

und die gemeinschaftlichen Wurzeln der simultanen Gleichungen y = 0, xfj=^0 zu berechnen 
(vergl. unten XI). 

12. Die Newton sehe Methode lässt sich zur Berechnung complexer Wurzeln verwenden, 

indem man die gegebene Gleichung, wie in 11., in der Gestalt schreibt: f(z) = f\x + iy) =z ^p -^ iip = 0, 

und aus einem ersten Näherungswerthe z=ix -\- iy einen zweiten z' =zx' + iy' berechnet mittelst 

der Formeln: 

x' = x — (if tfj^ — iptp^) : (^1 xp^ — q^xp^y 

y' = V — {^Vi - 9^i)' (^1 ^2 — ^t V^i)' 

worin die unteren Zeiger 1, 2, die ersten Derivirten bezüglich nach x und y bedeuten (Serret, 
l no. 168). 

13. Nach Lagrange (Zweite Abhandlung über Z^hlengleichungen in den Berlin. M6m., 1770, 
und Oeuvres, t. 2 u. t. 8, besonders p. 140 ss) lassen sich die eomplexen Wurzeln einer Gleichung 
berechnen mit Hilfe der Gleichung der quadrirten Wurzeldifferenzen. Sind nämlich alle 
eomplexen ,• nicht conjugiiten Wurzeln der gegebenen Gleichung sowohl in ihren reellen als 
imaginären Theilen verschieden und kommt keine reelle Wurzel dem reellen Theile einer eomplexen 
gleich, ist ferner — q eine negative reelle Wurzel der transformirten Gleichung, so hat die 
gegebene Gleichung (vergl. oben VI, 4. Zusatz (2)) ein Paar conjugirt complexer Wurzeln von 

der Form i> ± ^ V — q. Um den noch unbekannten reellen Theil p zu finden , transformire man 

1 , 

die gegebene Gleichung durch die Substitution z = p dz ~V — q in q{p) :ii iip(2)) =^ 0, welche 

in die zwei Gleichungen zerfällt (p{p) = 0, ip{pi)=0^ deren grösster gemeinschaftlicher Theiler, 
gleich Null gesetzt, den Werth von p liefert (vergl. oben V, 7. (Zusatz 1)). 

Zusatz. Auch Legcndre gibt eine Methode zur Berechnung complexer Wurzeln mittelst 
Integralen im Anhange zu seiner „Theorie des Nombres" (Paris 1830). 

14. Die von Gräffe (Zürich 1837, Preisschrift) zuerst vorgeschlagene und von Enke (Berlin. 
Astr. Jahrb., 1841, Grelles J., Bd. 22, und Abhandlungen, Bd. 1) vervollständigte Methode der 
fortgesetzten Wurzelquadrirung gibt die vollständige Auflösung einer Gleichung, ohne dass die 
Wurzeln erst in Intervalle getheilt werden müssten. 

Man transformire zuerst die gegebene Gleichung nten Grades f^=0 durch die aufeinander 

folgenden Substitutionen x = Vxi, Xy = Vx^, etc. in /i = 0, /^ = 0, etc., bis alle oder wenigstens 
einige Coefficienten anfangen (innei'halb der Grenzen der verlangten Genauigkeit) quadratisch zu 
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wachsen und deren Logarithmen sich also verdoppeln. Dieses sei der Fall ])ei der /iten trans- 
fonnirten Gleichung (wo fi in der Regel nicht grösser als 7 ist): 

fa = ^"^ -I- *i^*"-' -h ... + An = 0. 

deren Wurzeln also die 2" = crte Potenz der ursprilnglichen Wurzeln «j. a^. . . . «, (absteigend 

geordnet} sind. 

± -L -1 

Anstatt der Substitution x = xl kann man auch x = x^ oder überhaupt x = xf setzen. 

jedoch erweist sich die Quadratwurzel als die einfachste. 

(a) Bestimmung der reellen Wurzeln: Ist Up seinem absoluten Werthe nach von allen 
anderen Wurzeln verschieden, so beschränkt sich bei hinreichend grossem a der Coefficient kp 
auf sein erstes Glied: 



o 



A •= HZ a'^a" . . . u", sor dass a = =b V — A- : A- ~ 

p \ 1 p p p p— ^ 

Dieser Coefficient wächst also in den transformirten Gleichungen quadratisch. Das 
Zeichen der Wurzel muss durch Einsetzen in die gegebene Gleichung bestinmit werden. 

Zusatz (li. Aus diesem Näherungswerthe « erhält man einen genaueren x = a + ^a nach 
dem Taylor sehen Satze: . 

a 

wo — = ^/ lg a ist und af aus /' einfach her\'orgeht, indem man jedes Glied mit dem Exponenten 

a 

von X multiplicirt. 

Zusatz (2). Wenn die m Wurzeln a^, ap^i, ... Up^^^i dem absoluten Werthe nach 
einander gleich sind, so erhält der Coefficient kp die Gestalt: 



a 



A — =rz a"a!! . . . cc^ • ma\ SO dass u = lii 1/ A : A* ,. 

P 12 p— \ p p 1 ni p p^"^ 

Es wächst also nicht dieser Coefficient selbst, sondern sein mter Theil quadratisch, woran 

man eben diesen Fall erkennt. 

|b) Bestimmung der Moduln der complexen Wurzeln: Sind die pte und (p + l)te Wurzeln 

conjugiit complex 

ap = Q (cos (f + i sin y), Up^i =^ q (cos (f — i sin y). 

so nimmt der Coefficient kp die Gestalt an: 

* = ± «, «2 • • • «p- , • -^Q cos V' 

wächst also nicht quadratisch, sondern Wechselt vielmehr von einer transforüiirten Gleichung 
zur anderen mehrfach sein Zeichen, woran man wieder diesen Fall erkennt. Dagegen erhält der 
Coefficient A-^^i die Gestalt: 



*;,.., = T«r< •• ^I-x'q'"^ so dass q= + Vk^^^\k^_^, 

Zusatz. Aus dieser Formel für q erkennt man auch, dass die Coefficienten . die weder 
selbst noch in einem ihrer aliquoten Theile quadratisch wachsen, nicht weiter berechnet zu werden 
brauchen. Die Gleichheit mehrerer Moduln oder eines Moduls und einer reellen Wurzel werden 
sich wieder in den Coefficienten zeigen wie in (a). Die hier auftretenden einzelnen Fälle sowie 
die Verbesserung der gefundenen Werthe durch die Taylor sohe Reihe werden ausführlich besprochen 
von Enke (a. a. 0.). 

(c) Die Bestimmung der Argumente der complexen Wurzeln erfordert ausser der 
gegebenen Gleichung noch eine zweite, welche das Argument mit dem Modul in Verbindung bringt. 
Man kann diese Gleichung bilden ent^veder durch Einsetzen des Werthes x = Q{cos(p + /sin 9;) in 
die gegebene Gleichung und Trennung des Reellen vom Imaginären, oder durch die algebraische 
Substitution x—x' k, wodurch f'{x) = übergehe in F(x') — 0. piese letztere Gleichung 
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behandelt man in derselben Weise wie oben /*=0 durch wiederholte Wurz^lquadrirung. Hat 
man nun Je so gewählt, dass für je zwei beliebige Moduln ^,„ und Qs der Wurzeln der gegebenen 

Gleichung f'=0 immer dem absoluten Werthe nach k<i:j(Qm- Qs). so folgen in der abgeleiteten 

Gleichung F=0 die Moduln der entsprechenden Paare conjugirter Wurzeln in derselben. 
Reihenfolge aufeinander wie in der gegebenen f=0. Ist also x=z?.zizfii das mte complexe 
Wurzelpaar der gegebenen Gleichung f'^^0, so ist x' =: X + k±^ii das mte Paar der abgeleiteten 
Gleichung JF — 0. Sind nun q und q' ihre nach (b) berechneten Moduln, so ist: 

1 



/ 






Zusatz. F7ike gibt einfachere Berechnungen des Argumentes, im Falle die gegebene 
Gleichung nur ein oder zwei Paare complexer Wurzeln hat. Die Graff" schj^ Methode empfiehlt 
sich dann, wenn es sich bei einer Gleichung von hohem Grad§ um die vollständige Auflösung 
handelt. Die dazu nöthige Zeit wird von Enke bei einer Gleichung 7 ten Grades mit ß.complexen 
Wui'zeln auf zwei bis drei Stunden geschätzt. 
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Simultane . Gleichungen ersten Grades. 

m 

Vorbemerkung (1). Die hier folgende Determinantenmethode wurde schon von 
Leihnitz (an UHopital, 28. April 1693) angedeutet, und dann von Cramer (Introduction, Geneve 1750, 
p. 657, App. I) und Bezout (Paris. M6m., 1764, und Theorie gön., p. 172) ausgearbeitet, und später 
namentlich von Cauchy (Ex., 1841, t. 2, p. 171) und Jacöbi (Grelles J., Bd. 22) vervollständigt. 
Vergleiche den Abschnitt: Theorie d. Determinanten, Vorbem. 

Eine andere Auflösungsmethode mittelst bestimmter (n — l)facher Integrale hat Jacobi in 
Grelles Journal (Bd. 14, S. 51) gegeben. 

Vorbemerkung (2). Das System von n Gleichungen mit n Unbekannten 



kann immer als homogen behandelt werden, indem man entweder ir,:^o ^^ Stelle von Xi, setzt 
und dann mit Xq multiplicirt, oder einfacher dem Gliede u die fingirte Unbekannte Xo = 1 beifügt. 
Umgekehrt lässt sich jedes homogene System in ein nicht homogenes ven^^andeln. 

1. Die Lösung bestimmter Gleichungssysteme ist in der folgenden Formel enthalten: 
Wenn ^„ = JJ it «n . . . a„„ die Determinante der Coefficienten, femer aa den Coefficienten 
von aik in An bedeutet, so ist: 

. Ä X, = li,€l\i + t^o^oi + • • • + *< ^ I* 

n k 11«' 22a-' ' n nk 

Zusatz. Gai/Uy (C. and D. Math. J.. 1848; Math. Papers, I, p. 370) stellt die Aufgabe 

allgemeiner so: Es seien g Unbekannte 'durch h lineare Gleichungen mit einander verbunden, 

welche aber nicht alle unabhängig sind, sondern verbunden durch k lineare Gleichungen, welche 

wieder durch / lineare Gleichungen verbunden sind, u. s. f.. so dass z. B.* das erste System von 

h Gleichungen lautet: 

0j =z a^x^ + ofg^Tj, + . . . =^ 0. etc., 
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ebenso das zweite' System von k Gleichungen: 

0^ = a\ 0, -r «2 ©2 -f- . . . = 0. etc. 

Es sind dann eben so viele unabhängige Gleichungen vorhanden als Unbekannte, wenn die 

Bedingung erfüllt ist: 

[/ h ^ k / -r- . . . = 0. 

Die Cayleysche Auflösungsmethode besteht in aufeinander folgenden Determinantenbildungen und 
Divisionen, wodurch aber ein fremder Faktor eingeführt wird. 

2. Einfach unbestimmte Systeme. Wenn in der obigen Bezeichnung J, == und der 
Zähler einer Unbekannten x verschwindet, so verschwinden auch die Zähler aller übrigen Un- 
bekannten. In diesem Falle hat man nur n 1 unabhängige Gleichungen und die x sind einfach 

unbestimmt; ihre Verhältnisse aber sind bestimmt: 

• . . f . . . . . 

12 n 1 1 1 2 I « 

worin / beliebig von 1 bis « genommen werden kann. 

Zusatz. Sind z. B. die gegebenen Gleichungen homogen, indem alle m verschwinden, 
und ist die abhängige Gleichung die erste, so sind die beiden Matrices: 

nach Gordrins Auffassung (Vorlesungen. Bd. L S. 94) correspondirend und die obige Pro- 
portion ist nichts anderes als ein besonderer Fall des Gordan'schen Satzes (l. c. S. 95). dass 
die complementären Determinanten zweier correspondirenden Matrices einander pro- 
portional sind. 

3. Mehrfach unljestimmte Systeme. Wenn ausser J« auch noch alle Partialdeter- 
minanten von A^. welche den mten Grad übersteigen, verschwinden* und ebenso die Zähler der 
Unbekannten, so hat man nur m unabhängige Gleichungen und die x sind (/i — m)fach unbestimmt. 
Ihre Verhältnisse erhält man nach dem vorhergehenden Satze, indem man die Detenninante 
(m -r l)ten Grades bildet 



I 



= 0. 



^m-+-i, 1 ... ^in -t- i, m\Öm -i- 1\ m -»- 1 •^m 4- 1 i • • • i ^m -t- i,n^n} 

worin i eine beliebige Zahl der Reihe 1, 2, . . . (/* — m) ist. Bezeichnet man nämlich die Coefficienten 
der Glieder in der letzten Horizontalreihe mit p^, p^. ... Pm. p. so hat man 

JCj . X^ .... Xfn . 1 ^^^ Pi » P2 • • • -Pm 'P' 

Zusatz (1). Wählt man in dieser Proportion für die- unbestimmten Grössen x^^u . . -c« 
irgendwelche Werthe, so erhält man ein bestimmtes Werthesystem, welches die gegebenen Gleichungen 
befriedigt, und dann durch Aenderung des Zeigers i andere Systeme, im Ganzen « — m, welche 
durch folgende Matrix dargestellt werden, wenn n -m=y gesetzt wird: 

Xii .... ^1 n 



Xy 1 ... X^n- 

Aus diesen besonderen Werthesysteraen erhält man als allgemeine Lösung der gegebenen 
Gleichungen die linearen Funktionen mit willkürlichen Coefficienten (s. Gordans Vorles., I, S. 114): 

U/| — /»j^ Xj j ~\~ . . , ~f~ At ^X f i 
Xn — — rw^'^Xn I • • • I ^iXyji. 
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Zusatz (2). Sind die gegebenen Gleichungen homogen, also alle u = 0. so ist die envähnte 
Matrix der yz=n-m besonderen Werthesysteme correspondirend mit der Matrix der Coefficient^n 
von m Gleichungen des gegebenen Systems, z. B. mit der Matrix: 



a 



11 



...«In 



(lfn 1 . . . (Ijnn 

und folglich haben je zwei complementäre Determinanten dieser Matrices denselben Pro- 
portionalitätsfaktor, entsprechend dem Gordanschen Satze (s. oben 2.). 

Zusatz (3). Die ganzzahlige Lösung dieser unbestimmten Systeme bildet einen Theil der 
„Diophantischen Analyse** (s. unten XIII). 

4. Ueberbestimmte Gleichungssysteme. Sind n Gleichungen zwischen nur w(<Cw) 
Unbekannten gegeben, so müssen, wenn sie alle zugleich bestehen sollen, folgende w m Be- 
dingungen eifüUt sein: 



(In 



• • • 



rti 



m 



'U 



1 



j ^ 1» 1 ... (Iratn " wi 



=r 0, (/ = 1, 2, . . . n m). 



Zusatz. Sind alle w = 0, so sind alle diese Bedingungen identisch erfüllt und alle x sind 
gleich Null, w^enn nicht zwischen den Coefficienten noch besondere Bedingungen bestehen. Es 
müssen nämlich, wenn die m Unbekannten sich aus den n homogenen Gleichungen sollen bestimmen 

lassen, die |M Determinanten von je m beliebigen dieser n Gleichungen verschwinden, was sich 

symbolisch darstellen lässt durch die Bedingungsgleichung (s. Theorie d. Detenninanten, I, 1.): 



(Zw ... (l\ 
Ö « 1 ... Cl n 



m 



m 



= 0. 



5. Bei halbsymmetrischen Systemen, wo a,fc = — üki, also «,, = 0, lassen sich die 
Lösungen in folgender Gestalt geben (vergl. Theorie d. Determinanten, V, B.): 

(a) für gerade n: 

{ -1)ML2. ,..n)Xk = 
u^{2, , . , Je- 1, k + 1, . . . h) -\- u^(S. . . . k - 1, Z; + 1, . . . /i, 1) + ... +<<,,(!,... /j—l, i* 4- 1. ... w—1); 

(b) für ungerade n ist .4„ =: 0, also Xk = '^. Wenn aber zugleich noch 2i"?/a«öx = 0, 
welche Gleichung von x unabhängig ist, oder in anderer Bezeichnung: 

Wl(2, . . . n) + U.j.i'i, . . . >^ 1) + . . . + Un{l, . . . H \) = 0. 

so sind nur n — 1 Gleichungen von einander unabhängig, welche nach 1. oder 2. auflösbar sind. 



XL Hauptstück. 

Simultane Gleichungen höherer Grade. 

Vorbemerkung (1). Es seien f\ = 0. /i = 0. . , , fn = 0, n algebraische Gleichungen, welche 
n Unbekannte enthalten und bezüglich von den Graden m^, m^. . . . m„ sind. Da man mittelst jeder 
Gleichung eine Unbekannte eliminii-en, also schliesslich eine Endgleichung oder Resultante 
von endlichem Grade mit nur einer Unbekannten bilden kann, so liefern n Gleichungen mit 
n Unbekannten eine begrenzte Anzahl bestimmter Lösungen. 
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Vorbemerkung (2|. Sind weniger oder mehr Unbekannte als Gleichungen vorhanden, so 
sind dieselben bezüglich überbestimmt oder unterbestimmt, und das Gleichungssystera besitzt 
keine oder unendlich viele Lösungen, wenn nicht zwischen den Coefficienten oder Wurzeln 
besondere Bedingungen bestehen. Diese Bedingungen können die Stelle der Resultanten ver- 
treten, indem man die Anzahl der Unbekannten auf diejenige der Gleichungen zurückführt, ent- 
weder durch Hinzufügung neuer fingirter Unbekannten, oder durch Verlegung der überzähligen in 
die Coefficienten. 

Vorbemerkung (3). Sind mehrere Unbekannte x. tj, . . . so mit einander verbunden, dass 
irgend eines der Verhältnisse x.y.z: ... von einer Gleichung jwten Grades abhängt, so bilden 
die Veränderlichen x. y. z, . . . nach Cayley (Math. Papers. I, p. 457} ein ,, System /iter Ordnung". 
Salmon (Lessons, X\T[I) untersucht auch für einige geometrische Aufgaben die Anzahl der bedingten 
Lösungen, d.h. die Anzahl gemeinschaftlicher Wurzeln eines Gleichungssystems, welche gewissen 
Bedingungen unterworfen sind. Er nennt solche Gleichungen „beschränkte Systeme '^ (restricted 
Systems). 

Vorbemerkung (4). Ueber die Bildung und Eigenschaften der Resultanten sehe man 
den Abschnitt: Theorie d. Funktionen. \T 



A. Grad der Endgleiehuug. 

1. Der Grad der Endgleichung eines Systems von n allgemeinen Gleichungen mit 
n Unbekannten und von den Graden m^, . . . wi„ ist gleich dem Produkte der Grade dieser 
Gleichungen: m^m^ . . . mn ^=^ ni {Bczout in den Paris. Mem., 1764. und Theorie d. 6quat. alg.. 
Paris 1779, p. 32). Die w simultanen Gleichungen werden also durch m^m^ ... w„ = w Systeme 
gemeinschaftlicher Wurzeln befriedigt. 

Zusatz (1). Für zwei Gleichungen war der Satz schon Eider und Cramer bekannt. Einen 
allgemeinen Beweis gibt Poisson im J. de lEcole Polyt. (cah. 11, p. 199). 

Zusatz (2). Der Grad der Endgleichung kann in besonderen Fällen kleiner sein als das 
Produkt m, wenn nämlich einzelne Coefficienten im Gleichungssysteme Null sind. Man spricht 
deshalb den liezout'schen Satz auch so aus. der Grad der Endgleichung sei höchstens gleich 
dem Produkte ;w. Brzout gibt zur Bestimmung dieses Grades eine Formel (p. 45), die aber nur 
unter beschränkenden Voraussetzungen gilt, und berechnet mit ihrer Hilfe eine Tafel (p. 114—118) 
von neun Fällen, mit den entsprechenden Bedingungen. 

2. Nach Minding {Crellcs J., Bd. 22, 1841, übersetzt in Lioiwilles J.. 1841, p. 412) kann 
man den Grad der Endgleichung für zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten in jedem besonderen 
Falle genau angeben, ohne die Endgleichung selbst zu bilden (vergl. Serret, I. no. 279—280). 

(a) Hilfssatz: Die Gleichung A^/*"* + ^iP"^' + . . . -r- Ai^x = sei nach fallenden Potenzen 
von y geordnet und die Coefficienten A^, A^, ... Ai^i seien ganze Funktionen von x von den 
Graden jMo- i"i» ••• i"» + i bezüglich. 

Bezeichnet nun ^i die grösste der Zahlen 



j • 



niQ — w?i vIq — m^ ;wo 



und ist — — — die letzte vom Werthe q^, so hat die gegebene Gleichung iwo ^^'x Wurzeln vom 



wio ^'»X 



Grade ^^ und die übrigen m^ sind von niedrigeren Graden. Bezeichnet dann wiederum ^2 die 
grösste der Zahlen 

und ist — — die letzte vom Werthe ^2- so hat die gegebene Gleichung m^ — tWx' Wurzeln vom 

in,, W/y' 
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Grade q^ und die übrigen m^' Wurzeln sind von niedrigeren Graden. Der Satz lässt sich wörtlich 
wiederholen, wenn man Q.^ an Stelle von q.» und x' statt x. endlich x" statt x' schreibt, u. s. f.. 
wodurch man den Grad jeder Wurzel in Bezug auf x bestimmt hat. 

(b) Hauptsatz: Die zwei Gleichungen 

A(x, y) = A^if-^ + A^y^^ + A.jj^ + ...=: 

B(x, ij) = JBoZ/" -h Btr^ + B.y^> + . . . = 
seien nach fallenden Potenzen von y geordnet. Zuerst bestimme man nach (a) die Grade 
^1, ^2- ^3 • • • der Wurzeln y^, ?/._,. y^ , . . der zweiten Gleichung B(x, y) = 0. Daraus ergeben sich die 
Grade ^, >U, A3 ... der Funktionen: 

A(x, //i), A(x, y.j) ... A(x. /y„). 
Ist endlich y der Grad des Polynoms Z?«^ ^0 ist der Grad der Endgleichung in x gleich 

iny + /i -r >-2 + • • + ^-n ^ ^'*''- 

Zusatz. In einer späteren Arbeit {Grelles J., Bd. 31) hat Mindiny den Ausdruck für den 
Grad der Endgleichung durch zwei Summen dargestellt, welche aus den durch die beiden 
Gleichungen gelieferten Elementen symmetrisch zusammengesetzt sind. 

B. Bildung der Eiidgleichuiig. 

Vorbemerkung. Durch aufeinanderfolgende Elimination der einzelnen Unbekannten 
erhillt man eine Endgleichung von zu hohem Grade, ausgenommen bei linearen Gleichungen. Die 
gleichzeitige Elimination wurde zuerst von Brzout (1764) angegeben. 

3« Eulers Subtraktionsmethode für zwei Gleichungen (Inti'oductio ü. cap. 19 und 
Berlin. M^m., 1748 und 1764). Eukr gibt zwei Methoden, die gegebenen Gleichungspolynome durch 
Multiplikation so umzufonnen, dass die Elimination durch eine blosse Subtraktion bewerkstelligt, 
werden kann: 

(a) Die beiden Gleichungen seien nach der zu eliminirenden Unbekannten von den 
Graden m und w. aber auf die Form gebracht: 

A = a^x"^ + ... + «« = 0, B = h^x"^ + . . . -^ 6^ = 0, 

was man dadur(rfi erreicht, dass man die fehlenden Coefficienten der Gleichung ?iten Grades als 
Nullwerthe hinzufügt. Durch Elimination des ersten und letzten Gliedes beider Gleichungspolynome 
erhält man zwei neue Gleichungen (m — l)ten Grades 

A,=\A ~a,B = 0. B,=^{b„,A — a^B) = 0. 

X 

Fährt man so fort, so erhält man schliesslich zwei Gleichungen ersten Grades, aus denen 
man die Endgleichung als Funktion der Coefficienten a, t, erhält. 

(b) Sind die beiden Gleichungen in der zu eliminirenden Unbekannten wieder von den 
Graden n und m, so multiplicire man die erste mit einem Polynom (m - l)ten und die zweite mit 
einem solchen (n — l)ten Grades, beide mit unbestimmten Coefficienten. Subtrahirt man beide 
Produkte und ordnet nach Potenzen der Unbekannten und setzt endlich die Coefficienten aller 
Potenzen gleich Null, so erhält man m + n lineare Gleichungen, aus denen man die unbestimmten 
Coefficienten (nach X) eliminirt. Die Eliminationsgleichung ist die Resultante der beiden gegebenen 
Gleichungen, in Determinantenform vom Grade m + n. (Vergleiche hiennit einen Satz von Cauchy, 
Ex.. 1826, t. 1, p. 160). 

Zusatz. Ist die Eliminationsgleichung von höherem als dem muten Grade, so enthält sie 
ausser den wirklichen auch noch fremde Wurzeln. JEider gab eine weitläufige Methode, den 
fremden Faktor zu entfernen. Cauchy (Ex., 184Ü, t. 1, p. 392) suchte den Grad desselben in den 
Coefficienten der beiden Gleichungen zu bestimmen. 
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4. i?w/tT"s Methode der symmetrischen Funktionen für zwei Gleichungen (Berlin. M^m., 
1748, und Gramer s Introd.. 1750): 

A = X'" + Oi^*"' ~ ' -h ... + «»I = 0. 

i? = a" -\-\x''~^ -h ... + hn = 0. 

Denkt man sich die Wurzehi «i ...«,„ der Gleichung .4 = der Reihe nach in li eingesetzt und 

ebenso die Wurzeln [^i . . . ßn der Gleichung B = in .4. so dass die Gleichungspolynome bezüglich 

übergehen in B^, . . . B„, und A^, . . . An, so ist die Resultante der beiden Gleichungen (s. Theorie 

d. Punktionen. \1, 4.): 

B = B,B, ... B,n =^ ( l)"'«.4i A, ... An = 

eine symmetrische Punktion der Wurzeln « oder ß und lässt sich daher nach einer der 
Methoden in IV (3.-7.) rational durch die Coefficienten a oder h ausdiUcken. Sie ist vom mten 
Grade in den Coefficienten von B und vom ?/ten Grade in den Coefficienten von A, und isobar 
vom Gewichte vm in Bezug auf sämmtliche Coefficienten. Beispiele finden sich in Cauchy's Exercices 
(1840, t. 1, p. 397). 

Zusatz (1). Pur drei Gleichungen ^ = 0, B — 0. C = von den Graden wi, n. p hätte 
man sich die mn Wurzelsysteme (^j. ^i) . . . (//,««. ^mn) der Gleichungen 7? — 0, C =^0 in A eingesetzt 
zu denken und erhielte so als Resultante in x: 

li '=: A(X. l/i- ^\) .... A{U\ llmw ^ mn) ^= 0. 

eine nach den Wurzeln ?/, z symmetrische Punktion, die sich nach Poisson (siehe unten Xu) 
durch die Coefficienten von B und C ausdillcken lässt. Da sich die Endgleichung auf dreierlei 
Weise bilden lässt, so erkennt man, dass sie vom Grade 7i2> in den Coefficienten von A, vom 
Grade mj) in 'denen von B und vom Grade mn in denen von C ist Allgemein ist der Grad der 
Endgleichung in den Coefficienten der einzelnen Gleichungen gleich dem Produkte der Grade der 
übrigen Gleichungen {Salmon, Lessons, art. 78). 

Zusatz (2). Dieselbe Methode lässt sich zwar auf eine beliebige Anzahl Gleichungen 
ausdehnen, jedoch sind die dazu nöthigen Rechnungen kaum zu bewältigen. Ueber Foisson's 
Methode siehe unten XII, 2. Zusatz (1). 

6. Bcsonfs Eliminationsmethode (Paris, M^m., 1764, und Theorie gen., 1779): 

(a) Pur zwei Gleichungen, nach der Darstellung von Jacobi (Crclles J., Bd. 15, Werke in, 
S. 297) und Canchf/ (Ex., 1840, t. 1, p. 893). 

Bringt man die beiden Gleichungen, wie Euler gethan (s. oben 3.), auf gleichen Grad 

A = a^x"" -f . . . + a„, r= 0, B =^ b^x'" -j- . . . + 6,„ = 0, 

bildet aber aus denselben nicht bloss zwei Gleichungen (m - l)ten Grades, sondern gleichzeitig m, 
indem man die erste und zweite bezüglich multipliciit mit ?>o ^^^ ^o- dann mit (b^x + b^)- und 
{a^)X + Ui), dann mit (b^^x- + b^x + h.) und (%x^ + a^x + «2)- u. s. w., endlich mit (^o^"*"^ + . . . + *« — 1) 
und [(IqX'^-^ + ... 4-«w-i). und setzt die jedesmalige Differenz beider Produkte gleich Null, so 
kann man nach Sylvesters dialythischer Methode (Phil. Mag., 1840) die m - 1 Potenzen a;*"-^ ... x'^, x, 
als Veränderliche und die so erhaltenen Gleichungen demnach als linear betrachten und aus 
ihnen sofort die Endgleichung nach X, 1. bilden. Dieselbe wird in den Coefficienten der beiden 
gegebenen Gleichungen vom Grade 2 m sein, 

(b) Pur beliebig viele Gleichung'en, nach der Darstellung von Serret (Alg. I, no. 69, 70 und 76; 
vergl. Bezoufs Theorie gen., § 224 ss). Die Gleichungen J\ = 0, . . . V» = von den Graden 
mj, . . . m„ zwischen den n unbekannten z^ . . . Zn seien vollständig und nach allen Veränderlichen 
entwickelt; dann multiplicire man jedes V mit einem ganzen Polynom T von der Beschaffenheit, 
dass es dieselben n Veränderlichen enthält und dass YT vom Grade m^m^ ,.,mn = m wird, und 
setze in dem Polynome mten Grades der Bezoitf sehen „Gleichungssumme" 

alle ('oefficienten gleich Null, welche mit den n 1 zu eliminirenden Unbekannten behaftet sind. 
Die dadurch entstehenden n Bedingungsgleichungen sind in Bezug auf die in den T enthaltenen 
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unbestimmten Coefficienten linear und können immer befriedigt werden, weil wenigstens ebenso 
viele Coefficienten zur Verfügung stehen, als Bedingungsgleichungen vorhanden sind. Ueber die 
überzähligen Coefficienten kann man passend verfügen. Es ist dann /*=0 die verlangte End- 
gleichung mten Grades. 

Zusatz. Diese allgemeine Methode wird (nach Bezout, Theorie, § 338 — 346) bedeutend 
einfacher, wenn man jene Unbekannte ^n, welche man in der Endgleichung behalten will, in den V 
sowohl wie in den T nicht entwickelt darstellt. Setzt man nämlich in der ^ Gleichungssumme" 
f=J\T^ + . . . + Vnl\ alle Coefficienten gleich Null mit Ausnahme des Absolutgliedes, welches in 
Bezug auf Zn vom mten Grade ist, so ist die Anzahl der in den T enthaltenen unbestimmten 
Coefficienten wieder wenigstens ebenso gross als die der Bedingungsgleichungen, und /"= wird 
die verlangte Endgleichung. Bezout (§ 386) bemerkt aber, dass die durch diese zweite Methode 
gefundene Endgleichung sehr selten ohne fremden Faktor ist. Für zwei Gleichungen fällt sie im 
Wesentlichen mit der zweiten Euler ^ohen zusammen (s. oben 3. ib)). 

6. Lagranf/es Eliminationsmethode für zwei Gleichungen (Berlin. Mem., 1771, Oeuvres, 
t. EI, p. 152). Die beiden Gleichungen seien in der Form gegeben: 

1 + Äx + üx"^ + Cx^ -f . . . = 0, vom Grade m, 
a b c ,^ 

X x^ x^ 

Dann lautet die Eliminationsgleichung 

1 "^ 1 . 2 1 . 2 . 3 "^^ • ~ 
wo (f den Werth hat 

und die Coefficienten P, Q. ... aus den folgenden Formeln berechnet werden: 

P=:Ä, Q = 2B -AP, R = 3C - BP .r-AQ, S= etc.. 

während i>, (j, . , . aus den entsprechenden Formeln hervorgehen, wenn man alle grossen Buchstaben 
mit kleinen vertauscht. Dabei sind alle Produkte von A, B, C, . . . zu vernachlässigen, welche die 
wte Dimension übersteigen, ebenso alle Produkte von a. h, c, . . . welche die mie übersteigen. 
Zusatz. Lagrange begleitet seine Methode mit vielen Erläuterungen und Beispielen. 

• 

7. Methode des grössten gemeinschaftlichen Theilers für zwei Gleichungen nach 

Labatie (1832; vergl. Serret, I, no. 91—94). Die beiden Gleichungspolynome V^ und V^ seien 
Funktionen von x und y, aber nach fallenden Potenzen von y geordnet. Sie sollen keine Faktoren 
besitzen, welche nur eine Unbekannte enthalten (weil sonst das Gleichungssystem unlösbar werden 
kann) und auch keine gemeinschaftlichen Faktoren (weil sonst das Gleichungssystem unbestimmt 
werden kann). Dann verfahre man mit beiden Gleichungspolynomen gerade so, als wolle man 
ihren grössten gemeinschaftlichen Theiler suchen, multiplicire aber dabei jeden Dividend F« mit 
einer ganzen Funktion w„ von x, so dass keine die Unbekannte x enthaltenden Nenner auftreten 
und dividire jeden Rest, bevor man ihn zum Divisor nimmt, mit einer ganzen Funktion r„ von x, 
so dass er keinen von y unabhängigen Faktor enthält. ^ Man hat dann allgemein, wenn Q den 
Quotienten bezeichnet: 

Ist nun dj der grösste gemeinschaftliche Theiler von ?/i undt'i, und allgemein du derjenige 
^'^^ y / / — w« und Va, und ist der erste von y unabhängige Rest Vn-^.2Vn. d. h. ist Vn + 2= 1, 

so erhält man alle und nur die den beiden Gleichungen Fi = 0, Fg^O gemeinschaftlichen 
Lösungen, wenn man die Lösungen jedes der n Systeme nimmt: 
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Zusatz il». Hat man nie Faktoren zuzufügen oder zu unterdrücken, d.h. sind alle u und 
alle IT. mit Ausnahme von r». gleich Eins, so sind die gemeinschaftlichen Lösungen von F, = 0, 
Ij = enthalten in dem einzigen Systeme }\^i = (j, t, = 0. 

Zu.satz i2». Hat man auf diese Weise die Werthe ^i-yj. ... berechnet, so setze man 
dieselben der Reihe nach in die gegebenen Gleichungspolynome F,. F^ ein und suche jedesmal 

deren grössten gemeinschaftlichen Theiler y, U». y^uj : dann liefern die Gleichungen 

r/i = 0. ifi = 0. . . . die zugehörigen Werthe von x. 

Zusatz i:^». Statt (U^r JtV7/Vr sehen Methode, den grössten gemeinschaftlichen Theiler zu 
finden, kann man auch ein*^ von Xfßdher vorgeschlagene Methode mittelst unbestimmter CoefBcienten 
IS. Bruno 'Wfdthir, S. h^. und Gorrlin. I. S«. 135) anwenden. 

S. Methode der Determinanten für zwei Gleichungen, nach JaciJbi {Crdles J„ Bd. 15, 
183^;» und IleJsse \CreUc9> J.. Bd. 27. \H\\). Sind die z^vei Gleichungen gegeben 

AU) — «r,^* — ... — -r/,« = 0. i^Ul =r /a.x" — ... — 6« = 0. 

so können die tn — w Gleichungen 



.4 = 0. xA = 0. 



x 



-'A = (j: B = ih xB = 0, ..,.x''-'B = 



zwischen den m — n 1 Unbekannten x. . . . x*" -"-* nur dann bestehen, wenn die (im Abschnitte: 
Theorie d. Funktionen. VI. 3. beschriebene) Resultante verschwindet: 



a 



't.n-l 



<) 



«n a, 







11 = 







. • 



= ( 1) 



. . . . /i« 



. ^0 ^1 







= 0. 











'0 



. 



die nach den Bemerkungen Jricohfs und Hessen keine fremden Faktoren enthält. 

Zusatz (li. Diese Resultante (m — «iten Grades kann auf eine solche »ten Grades zurück- 
geführt werden wenn n^m. Setzt man nämlich (vergl. BaUzers Determinanten, § 11—12): 

d,k = a«_,//n-; (U^khn-i und C'Ki = Cik = di>,,-^fc_i -r d^i^ic -r . . . + di.t*i. 
wobei das letzte Glied auch ^Zt.,-^i seih kann, da identisch ist: 

«i — 1, * -^ ... -j- djk, i ^ 1 =^ . 
so hat man die Resultante: 

a« a«_i 







«m-1 



a».-i 







R = 















a 



C«— 1,0 Cm— 1,1 



c«_ 



1, n— 1 



00 



Ol 



^0, n — 1 



= 0, 



die auch Bezout'^che Detenninante genannt wird, da diese Methode, nach der Bildung der d und c 
zu schliessen. im Wesentlichen mit der JB^^oa^'schen tibereinstimmt. Für m = M erhält man di^ 
symmetrische Detenninante: • 



R = 



^n— 1,0 



^00 .... Co, n — 1 



— \ - i) ' ^ =1= Coo . . . C»_ !,„_ 1 U. 



deren Elemente c sich einfacher aus der EntAvickelung des Quotienten ergeben: 

AU)B{y)—A(t/)B{x) ^ ^ , 
x — y 

wie Cayley zuerst gezeigt hat (Crelles J., Bd. o3, S. 366—368, mit einer begleitenden Erklärung 
von Borchardt). 
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• 

Mit Hilfe dieser Cayley sehen Formel hat Borchardt [Grelles J., Bd. 57, S. 111 und Berlin. 
Abhandl., 1860) die Resultante erweitert, indem er die beiden Gleichungspolynome A(x) und B(x) 
zwischen den Wurzeln einer dritten Gleichung C(x) = interpolirte (s. oben Theorie d. Differenzen 
und Summen, in, 8. Zus. (6)). Wird dabei C mit einer der beiden Punktionen A oder B identisch, 
so geht die Borchardf sehe Resultante wieder in die oben erwähnte über. 

Zusatz (2). Die Methode der Determinanten lässt sich nach Si/lvester auf drei Gleichungen 
von gleichem Grade ausdehnen. Sind x. y, z, die drei Unbekannten, so lege man z in die 

Coefficienten, multiplicire jede der drei Gleichungeij der Reihe nach mit den ^ n{n - 1) Gliedern 

einer binären Form vom Grade n 2 (d. h. mit x""-"-. x''-^y, x"-\?/2 u. s. w.). Dadurch erhält 

man 3-;jn(n — 1) Gleichungen vom Grade 2n — 2. jede mit n(2n — V) Gliedern. Man braucht 

also zur Elimination dieser Glieder weitere z^n{n + 1) Gleichungen. Man erhält dieselben, indem 
man die drei gegebenen Gleichungen in der Form schreibt: 

Ax^ + Biß -f Czy = 0, Ax^' + By^ + 0' z^ = 0, A"x" + B"y(^ + C" zy = 0, 

mit der Bedingung a + ß + y =^ n + 2, die auf ^w(w + 1) verschiedene Weisen befriedigt werden 

kann. Dies liefert die erforderten Gleichungen 2::^AB'C" — in Determinantenform. Eliminirt 
man nun die w(2m — 1) binären Faktoren aus diesen w(2« — 1) Gleichungen, so erhält man die 
Resultante in z, 

Cayley hat difese Methode auf den Fall ausgedehnt, wo die drei Gleichungen nicht von 
gleichem. Grade sind und die Anwendung auf mehr als drei Gleichungen angedeutet. 

9. LiouviMs Methode der Reihenentwickelung (in seinem J., t. 6, 1841; \evg\. Saret. I, 
no. 269—273). 

(a) Sind zwei Gleichungen gegeben, so schreibe man dieselben in der Gestalt: 

A[x. y) = x-f jlj + x-'^f, jlj + ar— V. (f | 

B{x^ y) = x^fI^-]^ + x^^-^F, jlj + x^-^F, (|) + • • • - 0, 

und bilde nach 4. die Resultante in x\ 

B = B(x, yi)B{x, y^) . . . B{x. y^). 

Die Wurzeln y^ . . . der Gleichung ^ = findet man durch Reihenentwickelung auf 
folgende Weise: Man setze 

y a' a" 

X X x^ 

Dann hat man für die Bestimmung der Coefficienten (nach Theorie d. Reihen, VI, 6.) 
folgende Bedingungsgleichungen: 

• f{a) = 0, «r («) + fx («) = t), etc. 

Durch Einsetzen dieser Werthe in die B erhält man: 

a' 1^' + F, («). 
n = x^-F{a,) . . . F(aJ + x^--'F(a,) . . . F{a^)2 ^^^ + . . .. 

worin 2 sich über alle Wurzeln der Gleichung f(a) = erstreckt. 

Zusatz. Die Berechnung der folgenden Glieder wird ziemlich weitläufig. 



+ ... = o. 
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(b) Sind drei Gleichungen gegeben, so schreibe man dieselben in der Gestalt: 
li(.r. y. z) = x»fU. -| + . . . = 0. C{x, y, z) = xfff (^. -) + ...= 0. 

yX Xj \X Xj 

und bilde nach 4. Zus. (1) die Resultante in x: 

R = C{X, fJl, ^i) . . . C{X, y^n. ^mn) = 0. 

• 

Die Wurzelsysteme (»/i. i-i) . . . der Gleichungen A = 0,'B = findet man durch Reihen 
entwickelung auf folgende Weise. Man setze: 

^— «-L«^« . '^ — rf^^ 4.'* 4. 

— — «i — - -i j-r.... — — pi — ; i 1 + ■ • ■ 

X X X X X X 

Dann hat man zur Bestimmung der Coefficienten (nach Theorie d. Reihen, VI. 6.) folgende Be- 
dingungsgleichungen : 

?/* ("f cF ?F 

« ^- - i^'y. -n= f^- «'/ ^ ß'^ ^F, = 0, etc. 

(u cp ta cp 

I>iuvh Einsetzen der Werthe in die C erhält man: 



-''1 + l^'^.^fAa.ß) 



x-"''-'y(ff,. A> ••• y(a««. /*-.)- 



^ Sa •^ dß 



y(«, ß) 

worin .IS^ sich über alle Lösungen i«, ß) des Systems f(a, ß) = 0. F{a, ß) = erstreckt. 

Zusatz. Die Ausdehnung der Methode auf vier und mehr Gleichungen ist hiemach klar, 
nur winl die Berechnung der folgenden Glieder immer verwickelter. 



€• Zasanmiengehörige Worzelsystenie. 

Vorbemerkung. Haben die gegebenen Gleichungen einen gemeinschaftlichen Faktor 
tvon beliebigem Grade, und mit sÄmmtlichen oder nur einigen Unbekannten) so werden dieselben 
befrieiligt. indem man diesen Faktor gleich Null setzt. Die sänmitlichen Unbekannten hangen 
also von dieser einzigen Gleichung ab. sind somit unterbestinmit: es gibt unendliche viele 
Wunelsysteme der gegebenen Gleichungen. Man hat also, um bestimmte Losungssysteme zu 
erhalten, das gegebene Gleichungssystem von gemeinschaftlichen Faktoren zu befreien ivergL 
unten 11. Zusatz «4M. 

Uli Nach Lr»5/f>ii*'A' «Berlin. Mem.. 1770—71; vergL Serni. L no. 1S9» erkennt man das 
Vorhandensein eines gemeinschaftlichen F;iktors vom Grade q in derjenigen Unbekannten, nach 
welcher zwei GleiehungsjK^lynome geonlnet sind, auf folgende Weise. Haben die zwei Gleichungen: 






I 



die Resulmnte K ^^ ist die nothwenclige Bedingung dafür, dass dieselben ^ Wurzeln -r gemein- 
schaftlich luibt*n: 



^ ^ cÄ r-*Ä et- R 



wobtM man u auch mit ?•» verrausohen kann, beide aber als von allen übrigen Coefficienten 
un.^bh^uuH^ betniohten muss. Die i^^muinten Bedin^unsren sind auch hinreichend, wenn ^ = 
ib-^iügUoh A — n keine wie^ierholtea Wurzeln hat. 
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Zusatz. Weiss man, dass die beiden Gleichungen nur eine gemeinschaftliche Wurzel 

•haben, so lässt sich letztere nach AM (Gergomie's Ann., t. 17, 1827, Oeuvres, 2. ^dit, t. I, no. 13) 

ohne Elimination berechnen. Er bildet nach dem Vorgange Eulers (oben 4.) aus den m Wurzeln a 

der Gleichung Ä = die Funktionen li^, ... jB„ und aus beliebigen m — 1 derselben die Produkte 

welche sich als symmetrische Punktionen der Woirzeln ai, . . . aa-i, «u-m, . . . «m, rational durch 
"die Coefficienten a ausdrücken lassen. Ausserdem aber lassen sich dieselben als ganze Punktionen 
von Uu mit ganzen Coefficienten darstellen. Zu diesem Zwecke setzt AM 

und drückt Ra durch die v aus, welche offenbar wieder symmetrische Punktionen der a (ausser a^) 
sind. Die v aber lassen sich durch «„ und die Coefficienten a ausdiiicken, wie man erkennt, wenn 
man die obige Gleichung beiderseits mit {z - a„) multiplicirt. Nun schaffe man mit Hilfe der 
Gleichung -4 = alle Potenzen von «u . welche die (m ^\) te übersteigen , aus dem Produkte -R 
und bringe es auf die Ponn: 

R :=! c,a^~ + c.,a"*~"' -j- . . . f c . 

Dann ist die einzige den beiden Gleichungen A=^0, B = gemeinschaftliche Wurzel aus- 
gedrückt durch 

• x:= — a. + -. 

11. Die zusammengehörigen Wurzeln (x, y) zweier Gleichungen findet man nach Jacöbi 
{Grelles J., Bd. 15, 1836, S. 106) und RicMa (Grelles J., B. 21, 1840, S. 228) aus den Proportionen: 

dll e)R dB 



1 : X : o;^ : . . . : X"» = 



1 :x:x-: . , .[x"" = 



SR dR dR 



wenn wieder -R die Resultante der beiden Gleichungen ist: 

A = a^x^ + . . . + a« = 0, B = l^x^ + . . . + ft« = 0. 
Zusatz (1). Hieraus erhält man die Beziehungen: 

dR dR dR dR dR dR dR dR 
düp' dttq dhp' dbg' dup' dUp — k düq' da^ — k 
Zusatz (2). Ist R ausgedrückt durch die symmetrische Determinante: 

für den Pall m= n (s. oben 8. Zus. (1)), so lauten die erwähnten Proportionen: 

^ ^ dR dR 

Zusatz (3). Ersetzt man in den gegebenen Gleichungen alle Potenzen von x durch die 
ihnen proportionalen ersten Differentialquotienten von ü, so gehen dieselben in die Differential- 
gleichungen für R über (vergl. Theorie d. Funktionen. VI, 12. und 13.). 

Zusatz (4). Nach 10. werden obige Proportionen unbestimmt, wenn die beiden Gleichungen 
^ = 0, B = einen gemeinschaftlichen Faktor zweiten Grades in x haben. Nach Brioschi 
(Teorica dei Determin.) können aber die^Verhältnisse zusammengehöriger Wurzeln {x, y) mittelst 
einer quadratischen Gleichung bestimmt werden: 

^_1B _d^ d^R 

day da^^da^''^^ da^ ^ ^' 

ebenso im Falle eines gemeinschaftliohen Faktors dritten Grades mittelst einer cubischen 
Gleichung, und so fort. 
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12. Die zusammengeliörigeii Wurzeln (^i ... -^„) von n Gleichungen F^ =0, . . . In = 
findet man nach Lionrillc (vergl. Serrct, I, no. 73) auf folgende Weise. Durch die Substitution: 

sollen die V=0 übergehen in 1^=0, ... ?7„=0. Dann bilde man die Eliminationsgleichung 
^;«ten Grades in -^ und gebe ihr, nach Fortschaffung aller Nenner die Gestalt: 

f'(z) 4- [cc,F, (z) + a^F,{z) -f . . . + «„_,F„_,(^)1 -f . . . = 0. 

Man erhält dann die w Werthe z^ aus der Gleichung f\z„) = und die zugehörigen Wurzeln aus 
den Gleichungen: 

^\f (/^w) + -^'l 1-^«) =^ ^? .... Zn — \f (Zn) + fn^i(Zn) ^= 0, 

worin /" die ei'ste Abgeleitete von /* bedeutet. 

Zusatz. Diese Ausdrücke werden unbrauchbar, wenn die Endgleichung /'= wiederholte 
Wurzeln besitzt. 



XII. Hauptstüek. 

Symmetrische Funktionen der Wurzelsysteme von 

Simultangleichungen. 

Vorbemerkung (1). Symmetrische Funktionen der Wurzelsysteme von Simultangleichungen 
erhUlt man (s. Theorie d. Punktionen, VIII, 8. ff.), wenn man für die Elementensysteme der 
symmetrischen Punktionen die gemeinschaftlichen Wurzelsysteme setzt. Es heisst also eine 
Punktion der Wurzeln: 

welche beliebig vielen Gleichungen gemeinschaftlich sind, in Bezug auf diese Wurzelsysteme 
symmetrisch, wenn sie sich bei belie))iger Vertauschung je zweier der Systeme nicht ändert. 

Vorbemerkung (2). Die Darstellung symmetrischer Punktionen erster Ordnung von 
Wurzelsystemen geschieht (wie im Abschnitte: Theorie der Funktionen, VIII, 9.— 10.) in ab- 
gekürzter Weise: 

In ähnlicher Weise bezeichnet man die symmetrischen Punktionen zweiter, dritter u. s. w. Ordnung: 

IO>)(.y)l ==-(«;;)(«:); |0>)(.y)(r)j = j(«;;) («•;)(«;); etc. 

worin die j^- (/• r. . . . ganze positive Zahlen sind und das Zeichen 2f sich auf alle Variationen 
ohne Wiederholung erster, zweiter, dritter .... Ivlasse der n Zeiger ^w, r, n, , . , bezieht, endlich die 
runden Klammern die Produkte der Wurzeln a, ß, y . . . mit den gehörigen Exponenten andeuten. 

1. Berechnung der symmetrischen Funktionen erster Ordnung der Wurzelsysteme 
durch die Coefficienten der gegebenen Gleichungen (Poisson, J. de TEcole Polyt., cah. 11, p. 199 ss). 

Es seien /.• Gleichungen zwischen Z- Unbekannten gegeben 
mit den w (unbekannten) Lösungen: 
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Macht man nun mit Poisi^^on t -— x {- hy \- cz -^ . . ,, oder x=^t -hy .... setzt dann diesen 

Werth in die k Gleichungen ein und eliminirt daraus die /j— 1 Unbekannten //. x so erhält 

man eine Endgleichung ip[t. i, r, . . .) z= ü mit den n (unbekannten) Wurzeln 

Nun bilde man (nach V) die symmetrische Funktion 2", r* = |ii/|, welche sich rational durch 

die Coefficienten der Gleichungen und durch 6. c. . . . ausdrücken lässt. Ordnet man den Ausdruck 
nach Potenzen der h, c so erhillt man die Gleichung 

Denkt man sich jedes Glied der linken Seite nach dem polynomischen Lehrsatze entwickelt 
und setzt beiderseits die Coefficienten von h^'c^' . . . einander gleich, so kommt, wenn man 
2) — m -p ~p" ... macht: 

-^1 («a ßu ru ) = — ;;[] — -''^'>'" 

Zusatz. Es erfordert also die Entwickelung einer symmetrischen Funktion erster Ordnung 
der, A Gleichungen zugehörigen. \Vurzelsysteme die .Elimination von k- 1 Unbekannten aus 
k Gleichungen. 

2. Die Berechnung der symmetrischen Funktionen höherer Ordnung ist ähnlich der 
NewtonsQhen Methode (s. oben IV, 1.). Man erhält die Rekursionsformel (s. oben Theorie 
d. Funktionen, VIU, 11.): 

-.«) («;0 • • • («;)(«:) = -. («:) • -^- . «) («:) • • • («;) 
-v.«^")(«;0 ■■•(«;) -V, «)«-") •••(«:) ... ^;_. «)«).. .«••)• 

Zusatz (1). Foisson (a. a. 0.) hat diese symmetrischen Funktionen von Wurzelsystemen 
benutzt, um kl Unbekannte aus k Gleichungen zu eliminiren. vorausgesetzt, dass man k 2 Un- 
bekannte aus k 1 Gleichungen eliminiren kann. In der Anwendung ist jedoch diese Methode 
sehr weitläufig. 

Zusatz (2). Die Poissonsche Methode ist von SrhläfU (Wien. Denkschriften. Bd. 4, 1852) 
erweitert, worden. Caylcy (Phil. Trans., vol. 147, 1857: Math. Papers. 11, p. 454) hat SchUifli^ Methode 
an zwei Beispielen durchgefllhrt. nämlich erst an dem System einer linearen und einer quadratischen 
Gleichung und dann an dem einer linearen und einer cubischen. 



XIII. Hanptstück. 

unbestimmte Gleichungen. 

Vorbemerkung (1). Eine Gleichung heisst unbestimmt, wenn sie mehr als eim» Un- 
bekannte enthält. Die Auflösungsmethode wird nach ihrem Begründer als „Diophantische 
Analyse- bezeichnet, der in seinem Werke „Arithmeticorum Libri VI" unbestimmte Gleichungen 
vom ersten ])is zum vierteln (trade löste, sich aber dabei nicht auf ganzzahlige Lösungen 
beschränkte. Diese Bedingung wurde erst von Jiarhti de Mt'zirinr in seiner Ausgabe d(»s 
Diophantus (Paris 1()21) gestellt, 'mit der Lösung für Gleichungen ersten Grades (vergl. fyiyranf/v 
in den Berlin. Mem.. 1770). Eine M(»thode findet man in den Auflö.^^ungen des Diophantus nicht. 
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Einen Anfang zu einer solchen gibt Jac. de Billy S. J. in seinem Diophantus redivivus (Lugduni 1670) 
in algebraischer Form, genannt ^Analysis speciosa"*). 

Vorbemerkung (2). Die geschichtlichen Fragen über Diophantus und seine Werke, 
mit Berücksichtigung aller fillheren Untersuchungen, findet man zusammengestellt und beurtheilt 
in lleatJis „Diophantos of Alex." (Cambridge 1885). 

Vorbemerkung (3). Die Aufgabe, die quadratische Gleichung x^ — Äy^ = 1 ganzzalilig 
zu lösen, wurde von Fcrmat gestellt, und, wie es scheint, zuerst von Brounker gelöst. Euler 
behandelte in zwei Aufsiltzen (C. P., t. G und N. C. Petrop., t. 9) die etwas allgemeinere 
Gleichung x^ Aij- = B, setzte aber dabei voraus, dass man schon eine Lösung kenne. Eret 
Lafjmn(/e hat die unbestimmte Gleichung zweiten Grades aljgemein gelöst, in zwei umfangreichen 
Arbeiten in den Berliner Memoiren von 1769 und 1770 (Oeuvres, t. 2, p. 377 und 655). Er bemerkt 
aber in seinen „Additionen" zu E^lcr^ Algebra (1798, Oeuvres, t. 7, p. 7), man könne voraussetzen, 
die allgemeine Auflösung der unbestimmten Gleichungen, welche den zweiten Grad übersteigen, 
sei ebenso unmöglich, wie es diejenige der ])estimmten Gleichungen zu sein scheine, welche den 
vierten Grad übersteigen. 

1. Unbestimmte Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten können allgemein 
gelöst werden mittelst Congruenzen (s. Theorie d. Zahlen. VH), oder mittelst der CreUeschen 
Tafeln, worin der höchste Coefficient a^ der Gleichung a^x = cuy + 1 von 1 bis 120 geht {Crelles J., 
Bd. 42. S. 304-313). 

Zusatz. Jacobi behandelt (Grelles J.. Bd. 69, S. 1) eine unbestimmte lineare Gleichung 
mit n Unbekannten und stützt ihre Auflösung auf die Gauss sohen äquivalenten Formen. 

2. Unbestimmte Gleichungen zweiten Grades mit zwei Unbekannten von der besonderen 
Form: x^ + ay + bz^O können als binomisch-quadratische Congruenzen behandelt werden 
(s. Theorie d. Zahlen, X). 

Die allgemeine Gleichung 

af + 2bfi: + c:^' + 2dri -\- 2e: + f'= 

wird erst durch die Substitution (vergl. Gauss. Disq. Arithm., art. 216): 

f/=r(/>2 ac)fj + (be cd), z = (b'^ ac)^ + (bd ae) 

so umgeformt, dass die Glieder ersten Grades herausfallen. Die Lay ran ye sehe Auflösungsmethode 
(Oeuvres, t. 2, p. 700 und t. 7, p. 118 ss.) besteht in einer Kettenbruchentwickelung, die 
sich nach Serret (Alg. I, no. 34—35) folgendermassen darstellen lässt: 

Die gegebene Gleichung sei auf eine der beiden Formen gebracht: 

Dy^ - 2Eyz + F^* = ± D\ 

worin die Coefficienten ganze Zahlen sind. Ent\vickelt man nun die irrationale und posi- 
tive Wurzel: 

X = -—jY^ der Gleichung Dx^ 2Ex + F= 
in einen Kettenbruch (s. Theorie d. Kettenbrüche, VI, 3.), findet man ferner unter den vollständigen 

Quotienten einen gleich x' = , , mit dem Nenner D' und ist -r^ der Näherungswerth von x, 

zu dessen Berechnung man alle dem vollständigen Quotienten ,:i' vorhergehenden unvollständigen 
Quotienten benutzt hat. so ist: 

T>P' — 2EPQ +FQ' = { irZ)', 



*) In qua iion casu, ut putatum est, sed certisaima mothodo et analysi subtiliore, innumera eiiodantur Pro- 
blematii, etc. s. Titelblatt. 
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das heisst P« und Q,n bilden eine ganzzahlige Auflösung der gegebenen Gleichung, bezüglich 
im Falle + D' oder — D\ je nachdem P« : Qm von gerader oder ungerader Ordnung ist (s. Theorie 
d. KettenbiUche, U). 

Zusatz. Tritt der Nenner D' wiederholt auf, so liefert er auch ebenso viele Lösungen. 

3. Kehrt der vollständige Quotient a:' periodisch wieder, so erhält man statt einer Lösung 
unendlich viele. Man kann nämlich die Periode des Kettenbruches mit dem in x' enthaltenen 
unvollständigen Quotienten a^ beginnen lassen und durch die Reihe darstellen: aoöTiöo . . . ö*-!. Setzt 
man nun 

ak-i 

und bezeichnet mit P„ : Qn denjenigen Näherungsbnich von a*, zu dessen Berechnung n dieser 
Perioden benutzt wurden, also mit Po : Qo denjenigen, welcher aus allen % vorhergehenden, 
unvollständigen Quotienten gebildet ist, so ist (vergl. Theorie d. Kettenbrüche, VI, 5.): 

y = Pn = PoUn + {EI\ - FQ,)Vn 
Z = Qn= Q.Un + (BP, - EQ,)Vn 

eine allgemeinere (wenn auch nicht vollständige) Auflösung der gegebenen Gleichung, bezüglich 
im Falle + T>' oder — /)' je nachdem P„ : Qn ein Näherungswerth gerader oder ungerader Ordnung 
ist. Dabei haben u und v ganz dieselbe Bedeutung wie am angezeigten Orte. Man erhält sie 
nämlich durch Entwickelung und Trennung der rationalen und irrationalen Theile der Gleichung 

E' ß 

während «^ = a ß ^p und ri = ^ ist. 

Zusatz (1). Ertheilt man n alle Werthe von — -x:? bis + c<?, so liefert die gegebene Formel 

E±.V~Ä 
alle ganzzahligen Auflösungen, welche aus der Entwickelung der beiden Wurzeln jz — 

erhalten werden. 

Zusatz (2). Ist die Anzahl h der periodischen Quotienten eine gerade Zahl, so sind alle 
P„ : Qn von derselben Ordnung wie Po : Q^, also erhält man nur für einen der beiden Fälle zt U 
ganzzahlige Auflösungen der gegebenen Gleichung. Ist aber k eine ungerade Zahl so sind die 
Pn '. Qn abwechselnd von gerader und ungerader Ordnung, man erhält also für beide Fälle ± D' 
unendlich viele Lösungen. 

Zusatz (3). Ist D'<;V^, so liefert obige Formel alle möglichen ganzzahligen Lösungen 
der gegebenen Gleichung. Einen Ausnahmefall siehe bei Serret (I, no. 35 am Schlüsse). 

Zusatz (4). Ist D=\, E=0, so ist F= — A, also die gegebene Gleichung: 

if -Az'- = ±D\ 

In diesem Falle hat man VA (nach Theorie d. Kettenbrüche, VI, 6.) in einen Kettenbruch 
zu entwickeln und erhält in den Formeln 

Pn -QnVÄ={P,--Q,VÄr, Pn=y, Qn = ^ 

die Auflösung der gegebenen Gleichung bezüglich im Falle =t 7)', je nachdem P« : Qn ein Näherungs- 
werth gerader oder ungerader Ordnung ist. 

4. Andere Auflösungsmethoden der unbestimmten Gleichung zweiten Grades gaben 
Elller (C. Petrop.. t. 6, N. C. P., t. 9 und t. 18, 1773, p. 185) unter der beschränkenden Voraus- 
setzung, dass man schon eine Lösung kenne, ferner Gauss (Disq. Arithm., 1801, art. 216 — 221) 
mittelst der Transformation ^äquivalenter Formen", und Legendre (Theorie d. Nombres, I, p. 35 
und II, p. 43) mittelst seiner „quadratischeh Divisoren". 
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pAilcr m\A Lagrange behandeln die unbestimmte Gleichung auch in der einfacheren Form 
x^ Ay- — B, in welcher sie von Gauss j(art. 197—202) durch Zerlegung in Faktoren, und (art. 
323—320) auf indirektem Wege durch ^Ausschluss" gelöst wird, mittelst einer Hilfstafel im 11. Bande 
(S. 507) seiner Werke. 

Zusatz (1). Der besondere Fall B=±l wird gewöhnlich als „Pe/fsche Gleichung** 
bezeichnet. Geschichtliche Bemerkungen über die Behandlung dieser Gleichung im vorigen Jahr- 
hundert finden sind bei Garns (art. 202) und Lcgeudre (L p. 58). Eider hatte eine Tafel mit den 
kleinsten Lösungen berechnet, die von Ä = 2 bis 68 geht. Dieselbe wurde von Degen in seinem 
Canon Pellianus (Hafn. 1817) bis A^=^ 1000 ausgedehnt und findet sich auch im 1. Bande Legcndre's 
(Tab. X). Eine neue Auflösungsmethode gibt Arndt in Crellc's J. (Bd. 31, S. 3-13). 

Zusatz (2). Andere besondere Fälle, z. B. A^= - 1. oder =±2, wurden behandelt 
von Birkhicf {Crclles J., Bd. 21, S. 3 und 6), und der Fall JB = it 4, mit der Bescliränkung 
J[ = 5(mod8), von Cagleg. mit einer Tafel in Crelle's, J. (Bd. 53, 1857, S. 369). 

5. Ausser der ganzzahligen Lösung der unbestimmten Gleichung zweiten Grades mit 
zwei Unbekannten wurde von Eidcr, Lagrange, Gauss, Lege^ulre, auch die leichtere Aufgabe der 
Lösung durch rationale Brüche behandelt. Man kann in diesem Falle die Gleichung homogen 
machen und dann als ternäre Fonn zweiten Grades 

ax- -i- '2hxg + cg- + 2dxz + *2eyz + />" = 

mit ganzzahligen Lösungen behandeln. Diese Gleichung lässt sich durch Substitution (vergl. z. B. 
Legendre. L p. 32 -3^^) im Allgemeinen auf die Form bringen: ax^ + hg^ + cz-=iO, in welcher sie 
von lAigrange in den Berliner Memoiren (1767, p. 1-65), von Gaim in den Disquisit. Arithm. 
(art. 294-297) und von Legendre in den Pariser Mem. (1785, p. 507) und seiner Theorie d. Nombres 
(L p. 41—48) behandelt wird. Alle drei beweisen, dass die Gleichung (ausser der Lösung: x=:y=^2=^Q) 
dann und nur dann ganzzahlige Lösungen zulässt, wenn die drei Produkte -hc, — ac. — ah 
quadratische Reste bezüglich von a. h, c sind und diese drei Zahlen nicht lauter gleiche Vor- 
zeichen haben. 

Zusatz. Gauss gibt zwei verschiedene Beweise dieses Satzes und bezeichnet den 
Lagrange ^ohen als höchst wahrscheinlich, aber nicht strenge giltig. Legendre bespricht auch die 
Bedingungen für die Auflösbarkeit besonderer Fälle (I, p. 55—6.4; II, p. 123). 

6. Lagrange (Berlin. Mem., 1770. Oeuvres, t. 2, p. 655), Legendre (Theorie d. Nombres, I, p. 179) 
und Lihri (Crelh's J., Bd. 9. S. 277) behandeln auch die Gleichung wten Grades mit zwei 
Unbekannten: 

F{g, 2) = Ag'^ + Bg^- 'z + Cg^'-'^z^ + . • . + Kz"" = ^ H, 

» 

worin y imd z, ebenso z und H als zu einander prim vorausgesetzt werden. Legendre bringt die 
Gleichung durch die Substitution 

y =1 Oz Jf- IIa, wo w << ± r^ Ji, 

auf die Gestalt: 

az'' + hz^'-hi + cz''--ii' + . . . + kW'— ± 1. 

Da diese Gleichung als irreduktibel vorausgesetzt wird, so ist ± 1 der kleinste Zahlen- 
werth der linken Seite für ganzzahlige z und u. Um diesen Minimalwerth zu finden, schlügt 
Legendre vor, die Gleichung 

ax'» + hx''- ^ + ex''-' + . . . f & = 

nähei-ungs weise aufzulösen, sodann die reellen Theile aller Wurzeln in Kettenbrüche zu entwickeln. 

und von jeder Wurzel die aufeinanderfolgenden Niiherungswerthe ^ = - in die gegebene Fonn 
einzusetzen, um zu sehen, ob einer derselben den Werth db 1 liefert. 
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Zusatz (1). Einfacher wird die Lösung wenn 11=0, also die Gleichung homogen ist. 
Setzt man nämlich wieder y = 6z, so geht die Gleichung über in die bestimmte F{6, 1) = 0. Hat 

dieselbe eine rationale Wurzel ö = — , so hat man als Lösung der gegebenen Gleichung (s. Canchy, 

Ex., 1826, I, p. 233): 

y=zmh, z =1 nh. 

Zusatz (2). Lagrangc (Berlin. Möm., 1777, Oeuvres, t. 4, p. 396) zeigt für die besonderen 
Fälle )i =1 3 und n = 4, wie man aus einer bekannten Lösung neue Lösungen finden kann. 

Zusatz (3). Cramcr behandelt diese Gleichungen als Kurvengleichungen in seiner 
Introduction (Geneve, 1750) und sucht mit Hilfe seines „analytischen Dreiecks'* und des grössten 
Gliedes im Gleichungspolynome die eine Veränderliche auszudillcken durch eine Potenzreihe 
der anderen. Diese Reihenentwickelungen zur Lösung unbestimmter Gleichungen findet man 
vielfach in älteren Werken, so in Ncivtons Analysis [Jones, Londini 1711) und Landen s Math. Mein. 
(London 1780 — 89, vol. 2, Mem. 17). Die dabei angewandte Methode besteht meist in der 
Anbringung aufeinanderfolgender kleiner Verbesserungsgliedei' nach der Newton sehen Berechnungs- 
weise der Zahlenwurzeln (s. oben DC, 4.). 

7. Unbestimmte Gleichungen mit drei Unbekannten lassen sich in einzelnen Fällen auf 
Gleichungen mit zwei Unbekannten zurückführen, indem man eine der Unbekannten durch die 
beiden anderen ausdrückt. Legendre (I, p. 104) zeigt dieses an der Gleichung zweiten Grades, 
und Cauchy (Ex., 1826, t. L p. 234) an der homogenen Gleichung nten Grades. 

Zusatz (1). Legendre (H, p. 357—368) bespricht auch die unlösbaren Gleichungen 
x^ + y^ -\- z^^=0 und x^ + y-' + -2""* = 0, und Lagrange (in der oben erwähnten Arbgit) die trinomische 
Gleichung wten Grades x"" + //" = + z'\ deren ganzzahlige Auflösung Fermat in allen Fällen >«>2 
für unmöglich erklärt hatte und mit welcher sich auch Ahel (Brief an Ilohnboe, Juni 24., 1823) 
vergeblich abmühte. 

Nach Caylcy stützt sich dor allgemeine Beweis der Fermafsohen Behauptung auf die com- 
plexen Zahlen, welche aus der nten Einheitswurzel zusammengesetzt sind, und auf diese Weise 
wurde der Beweis auch, unter gewissen Beschränkungen, von Kummer (LwuriUes J.. 1851, p. 498) 
geliefert. 

Nach Legendre ist auch die etwas allgemeinere Gleichung x^ + y^ =i Az^ für A = 2»", 3, 5 
unmöglich. Peinn S. J. gibt in Lionvilles J. (1870, p. 217) zwölf Theoreme über die Form die A 
haben oder nicht haben kann. Andere allgemeine Bedingungen für A findet man im Amer. J. of 
Math. (vol. 2, 1879) angegeben von Lucas S. J. und Sylvester (p. 280). 

Zusatz (2). Andere unauflösbare trinomische Gleichungen bilden die bekannten Sätze 
Fermafs, dass nämlich die Summe zweier Biquadrate kein Quadrat sein kann; dass ferner weder 
die Summe noch die Differenz eines Biquadrates und des Vierfachen eines anderen Biquadrates 
ein Quadrat sein kann; dass das Doppelte einer Summe oder Differenz zweier Biquadrate kein 
Quadrat sein kann; dass die Sunmie eines Biquadrates und des Doppelten eines anderen Biquadrates 
kein Quadrat sein kann; u. s. w. 

Zusatz (3). Hingegen zeigt Lagrange in einer späteren Arbeit (Berlin. M^m., 1777, Oeuvres, 
t. 4, p. 377), dass folgende trinomische Gleichung immer lösbar ist: 

x^ + ay* r= ^2 

Er zeigt, jdass man aus einer Lösung in kleinen Zahlen (s, t, «), welche der Gleichung genügen: 
s^ + at^ — n^, beliebig viele Lösungen in grösseren Zahlen finden kann, indem man setzt: 

x^=^ s^ - at^, y = 2stu, z = ti^ + 4:as^t^, 

mit dem Bemerken, dass in diesen Formeln keineswegs alle möglichen Lösungen enthalten sind. 
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— Wurzeln einer Gleichung, 807; reelle und complexe, 820. 
Arithmetisch: -^ iVi^rnfs Dreieck, 68. 

— Reihen, «2, 144. 

— Ditt'erenzen bei Interpolationen, 155. 

— Arithmetische Theorie der algebraischen (irös3(»n (Kronecker), 174. 

— Arithmetische Substitittionen (rVa/c%), 286. 

— (jleichungen, 806. 

Associirt: — Je 4 oder 6 complexe Zahlen {Gamtf), 4^S, 49. 

— Associirte Formen bei der typischen Darstellung der Invarianten {Hermite), 248, 2(11. 

Binare: — Formen, 200; ihre Invarianteneigenschaften, 229. 
Binomische: — Congruenzen, 25. 

— Goniometrische Binomialforniel, 45. 

— Binomialcoefficienten, ihre Eigenschaften! und Berechnung, Summen tind Tafeln 
derselben, 62 bis 68. 

— Reihe (Ae//7ow). 105; dieselbe /ür Fakultäten, 121; für Differenzen {Simpson\ 150. 

— Binomialcoefficienten bei Reihensummirungen, 146. 

— Zerlegung von Differenzengleichungen in binomische Faktoren, 168. 171. 

— Determinanten von Binomialcoefficienten, 228. 

— Gleichungen, 844. 

• 

Charakter: — (TnnsHi^c\\i}v Formen, 8. 

— Einer ganzen Funktion (Tfe/tr.v/r</.v*), 98; angewandt auf Faktoriellen, 124. 

— Charakteristische Differentialgleichungen der Resultante und Diskriminante, 199; 
der Invarianten, 286 bis 288. 

— Gerader und ungerader Charakter binjlrer Formen, 284. 
Coefficienten: - Bmio?///rsche, 90 bis 92, 111. 

— Unbestimmte, loi. 

— »/cr*sche, 111. 

— (V/?/cÄ//'sche (in der Störungsfunktion), 112. 

— Fakultäten -Coefficienten (Combinationen der natürlichen Zahlen), 121. 

- Für Interpolation, 162. 

— Determinante xler Coefficienten bei quadratischen Formen, 200.. 

— Einer orthogonalen Substitution iJacofßi, Cayley, Heine), 212, 218. 

— Eigen.schaften* der Invarianten in Bezug auf die Coefficienten, 285; Verminderung 
der Anzahl Coefficienten durch Substitution, 285; ^Bestimmung der Coefficienten, 
287: leitender Coefficient, 28i*; Coefficienten im Polarenprocess, 241; im Omega- 
process, 242. 

— Bei der typischen Darstellung der Formen fünfter Ordnung, 274. 

— Gleichungscoefficienten, ihre Beziehungen zu den Wurzeln, 809, und deren .symme- 
trischen Funktionen, 812 bis 815; complexe Coefficienten {Canchy), 881. 

Combination: — Definition und Anzahl, 57. 

- Mit "beschrankter Auswahl, 58. 

— Algebraische Darstellung, 59. 

— Numerische Berechnung, 5y bis (JO. 

- Tafel liernonUin, 68. 

— Combinatorische Schule, 55, 1S7. 
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Complewientür: — Unterdeterminanten {Cauchyy Gordau), 2U\\ complemoiitare Systeme, 
21<i; Küumung von Determinanten, 220; Lrtjifcice'sclier Satz, 221; verschiedene öütze 
über complementilre Unterdeternünanten {Btdtzer, Scott), 222 bis 224; {Gordati), 800. 

•Corilplexe Grössen: — Grundlbrineln, 48. 

- öeometrische Darstellung {Anjnnd, Tiuie, Gauss), 4'). 

— Complexe Zahlen {Gauss), 4S; Einheiten, 44, 4s, 41»; Kuimtwfi<Q\^o Zahlen, .M». 

— Allgemeine complexe Zahlen {Kronecker), 54. 

— Complexe Keihen, Convergenz, 70. 

— In XewUtns Binomialformel, 100. 

— Argumente in trigonometrischen Funktionen (Defiifltion), 110. 

— Als Argumente in der 6rVi*i^w'schen*Faktorielle, 124. 

— Als Argumente in Funktionen (Cauchy), 177; {Abel), 180; Darstellung dieser Funktionen 
auf Biemann i^cYien FlUchen, Isl bis 1S(). 

— Als Elemente von Determinanten (Ilennite), 22S. 

— EiUers Benennung reduktibler Funktionen, 807. 

— Wurzeln in gerader Anzahl, 80i>. 

— - Gleichungen mit complexen Coefticienten, 881. 

Congruenzen: — Arithmetische, 17; — Auflösung, *iO; — Simultane, 28. 

— Algebraische (höhere), 87. 

— Zur Auflösung unbestimmter (ileichungen, 872. 
Conjugirt: — Complexe Grössen, 43. • . 

— Complexe Zahlen {Gauss' i^^ho), 4s ; {Kuwuiersche), öO bis 'y2. 

— Conjugirte Form der Mftclaui'in sehen Reihe, 1(4, 100. 

— Conjugirte Irrationale bei periodischen Kettenbrüchen, 188, 184. 

— Conjugirte Funktionen {^fluclC€ll), 17s. 

— Funktionen mit conjugirt complexen Argumenten {.ibel), iso. • 
-- Elemente von Determinanten {llermita), 22s. 

— Drei quadratische Grundformen, in Bezug, auf ihre simultanen Invarianten. 2r)7. 

— Conjugirte Substitutionen und Systeme, 287; Formen der zugehörigen Funktionen, 802. 
-- (iattungen ähnlicher Funktiort\*n [Kronecker), 808. • 

Constante: — Eutern (>:=0,:)77 . . .), SO, S^, 124, mo. 

— Harmonische Constante, 80, loO. 

— In der BenujullCi>>c\\e\\ F'unktion, 88, 81). 

Basis der hyperbolischen Logarithmen (e=:2,7...}, lOO. 
Modul (J/=0,48.. .), los. 

— LmfoZ/>/A'«che |;r = 8,n...), M8; {Wallis), Uh-, {Euler) 117. 

— In der Summenrechnung {Etiler), 140, 150. 

— Im Integral von Dilferenzengleichungen, 108; Variation derselben, 10p, 171. 
Convergenz: — Von Summenreihen, Definition und Bedingungen, (Jl» bis 77. 

— Harmonischer Keihen, 80; Potenzreihen, 1>8; Hypergeometrischer Reihen ((^r(/«*v^), 1)7. 

— Von Froduktreihen, 114; Fakultäten und Faktoriellen. 120, 124. 

— Von Kettenbrüchen, 120. 

— Von Summenformeln, 140. 

• - J3er L(ujran4jeAchon Umkehrnngsformel, 188. • 

Cyclus: — Cycllsche Substitutionen, 288; metacyclische, 288, 2112, 21»8. 

Decimalbrüche: — Theorie (Gauss), ü. 

— Als Kettenreihen, 101. 

Determinanten: —* Voir Binomialcoefficienten, Os, 92; von Faktoriellen (für, die 
BernofdlC »chen Zahjen), 92; (für die Eulerachen Zahlen), 112. 

— - Kettenbruchdeterminanten, 127, 189, l40. 

— Jacobe A Darstellung de r.CaMcA//* sehen Interpolatibnsfonnel, 100. 
. — Sylvesters Form einer Dilferenzengloichung, 108. 

— Funktionaldeterminante, 189, 245, 259. 

— Bezout' »che Determinante, 199. 

— Hesse'sche, bei quadratischen Formen, 2<X); allgemein, 201, 245. 

— Als alternirende Funktionen, 207. • * 

— .Theorie, 215 bis. 228; besondere Arten (symmetrische, halbsymmetrische, schiefe, 
u. s. w.), 224 bis 220. 

— Potenzsummen der Wurzeln und Coefficienten einer Gleichung durch einander 
ausgedrückt, 810. 

49-^ 
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Determinanten: — AronhüdA Lösunj^ der cubischen Gleichung, 3.%. 

— Simultane Gleichungen ersten Grades, .-ir)!); ßci-o/ifsche Determinante, M(S. 
Differenzen: — Dift'erenzenj^leichungen für die verwandten Funktionen (Gauss und 

Hehte), 97, 91). • • 

— In Fakultäten, JIS bis 122. 

— Difterenzenj^leichunj^en für Kettenbrüche, 127. 

— Differenz von Nnherungsbrüchen, 12S, 121). 

— Definition, Bezeichnung, SiUze, 148 bis 14."). 

— EntWickelung nach Differenzen in der Summenrechnung, 140, 141). * 

— »SVw/jM'(m's Binomialformel, fto. 

— DifferenzengleichiHigen. Theorie, 102 bis 172; ihre Anwendung, 101). 

— Bedingung für vollständige Differenzen oder Integrirbarkeit {Condorcet), 103. 

— Diskrimiiiante, dargestellt durch Wurzeldifferenzen, 11)7. 

— Produkt von Differenzen als Typus der alternirendep Funktionen, 205. 

— Darstellung orthosymmetrischer Determinanten {llmikel), 220. 

— Differenz der Polaren und eines ihrer Glieder, entwickelt nach Potenzen, 240. 

— Hei Auflösung der Zahlengleichunj^en, 351. 
Dimension: — Algebraischer l^^unktionen, 174. 

— Homogener F'unktionen, 200. 

Diskriminante: — Definition und Eigenschaften, 193, 197 bis 199. 

— Quadratischer Formen, 200, 254. 

— Von Gauss Determinante genannt, 215. 

•- Bei cubischen Formen, 200; bei biiiuadratifjchen, 200; bei Formen fünfter Ordnung, 
273; und .sechster Ordnung, 278. 

— Einer Gleichung, 319. 

Divisor: — „Reciproker**, 5; — Modul, 17. 

— Quadratischer F'ormen {La/eudre), 32. 

— „Eigener" Divisor, 38. 

— Divisoren System {Kronecker), 54. 

— Quadratische Divisoren (Lcyeudre), 373. 

Eindeutig: — Funktionen {Euler, Wcierstrass), 170. 

Ei nh ei ts wurzeln: — .Bei complexen Grössen, 44; bei den Gauss »chen Zahlen, 49; 

bei den Kit in juer schon Zahlen, 5(), 51. 
Erzeugend: — Erzeugende Brüche bei recurrirenden Reihen, 93, 94. 

— Erzeugende Gleichung (Lagramje), 95. 

— Erzeugende Funktion von I^place^ 144; von Borduirdt, 20s, 314; von Jacdti, 350. 
Exponeitt: — IndiCator {Cauchi/), 25, 20. 

— Index [Gauss), 30. 

— Exponentialfunktion, Cayleif» Bezeichnung, 40. 

— Exponentialreihe [Berrnndli und Hersc/wl), IOC; Tafel, lOO. 

— Exponentialsymbol, 143. 

.— Interpolation von Exponentialfunktionen {Prony), 101. 

— Des Substitutionsmodul oder Index (Hennite), 232.* 

— Unregelmftssigkeitsexponent .bei Substitutionen (Cayley), 2S5. 

— Vertauschungsexponent bei Substitutionen (Jordan), 280. 

Fakul tuten: — Ihre Theiler, 13. 

— .Bei Summirung harmonischer Reihen, S8; der ßcn?OM//rschen Funktion, 89. 

— Darstellung von Sinus und Cosinus {Weierstrass), HO. 

— Definitionen von Kramp, Bessel und Weierstrass, 118, 119; Heines Erweiterung, 118. 

— Binomischer und polynomischer Lehrsatz, 121. 

— Besonderer Fall: Faktoriellen, 122 bis 124. ' * • ■ 

« 

— EntWickelung nach Fakultäten in der Summenrechnung, 140. 
Formen: — Homogene Funktionen, 200. 

— Quadratische, s. Quadratisch. 

— Kanonische Formell (Hermite), 235. 

— Vollständige Formensysteme, 251; ihre Endlichkeit (Gordan), 252. 

— Lineare und quadratische Formen, 253; cubische, 200, 202. 

— Conjugirte P'ormen, 3<)2. 

— Hauptform der (ileichung 5ten Grades (Klein) und Normalform (Brintj), 339. 



Alphabotischos Saohvorzeichniss. 389 

Ir'unktionon: — BcnwullfAche, hS, lol. 

— Verwandtp {Gauss und Herne), 97, 99. 

— h*iemannt^ P Funktion, 99. * * 
■ — Entwickelunjz: in Reihen, 101 bis 118, l.s4. 

— Ex])onentinifunktion, lOG, IUI 

— Trip:onoinetrische Funktionen (Definition für complexe Argumente), 110. 

— Entwickelunji: in Kettenbrttche. 18'). 

— Theorie, 178; Benennungen, 174. 

— HerscMs „Funktionen-Calctll", 178. 

— Mit complexen Veränderlichen, monogene Funktionen {(auchi/), 177; ihre Darstellung 
und Eigenschaften auf Jiieuunni' svhen Flüchen, ls8 bis 1S(>; nach ihren Null- und 
Unstetigkeitspunkten, 1h4. 

— Umkehrung der Funktionen, 18() bis 1S9. 

— Funktionaldeterminante, 189, 245, 247. 

— Quadratische, ihre Diskriminante, 199. 

— Homogene, Definitionen und Eigenschaften, 20r); Eulcr'Acher Satz, 2ni. 

— F'unktionswerthe zur Darstellung der Resultante {Bosevli^ihi, Borchardt), 195, 19(). 

— Symmetrische, Definition und Eigenschaften, 202 bis 2nr). 

— AJternirende, 20.'> bis 20S. 

— Erzeugende Funktion BorchardtA, 20s. 

— Jacvfni^c\\9 (iyflf//"sche) Funktion, 227. 

— Darstellung der Substitutionen durch Funktionen {Serret), 290. 

— Ihre Benennungen nach den Substitutionen, ^velche sie zulassen (cyclisch, isomorph 
einfach, primitiv, transitiv u. s. w.), 80f. 

— Symmetrische Funktionen der Wurzeln, ausgedrückt durch die Coefficienten einer 
Gleichung, 812, 818. 

— Borcfutrdfi^ erzeugende Funktion, 20S, 814. 

— Stunu »che Reste, umgeformt von Sylreskr, Cayley, UenuitCy 822 bis 825. 

— Lmjmmje üche Hilfsfunktion, 827, 881, 888, 885. 

Gattung: — rw/?(^.v'scher Formen, 8. 

— Gattungen ahnlicher Funktionen {Kronecker),' 808. . 

— Tra/o/Vsche (lattUng (mit der Gruppe Eins), 808. 

— Gattungen algebraischer F'unktionen {Krouecker), 880. 

„Gehört": — Zum Exponenten (Indicator) bei arithmetischen Congruenzen, 25; bei 
algebraischen Congruenzen, S^. 

— Funktionen und ..zugehörige* Substitutionsgruppen, 802, 808; ihre Berechnmig, 8o4. 

Geometrische: — Darstellung der Naherungsbrüche bei Kettenbrüchen, 18<). 
—^ Deutung indirekter Integrale von Dilferenzengleichungen, 165. 

— Anwendung der Differenzengleichungen, 1(>9, 172. 

— Deutung der monogenen und conjugirten Funktionen {"Maxivell, Klein), 181; auf 
Bieniann sehen Flachen, 181. 

— Deutung der Resultante und Diskriminante {Salmon), 194. 

— Deutung der linearen Substitutionen {CanUy und Clehsch), 283; (Klein), 284. 

— Deutung simultaner Invarianten bei (luadratischen Fonnen, 254; Doppelverhaltniss^ 
255; bei cubischen Formen, 262; bei biquadratischen, 268; Doppelverhaltnisse ihrer 
vier Wurzeln, 270; Stflrester's Darstellung der drei fundamentalen Invarianten der 
Formen fünfter Ordnung, 274; der Wurzeln von Formen sechster Ordnung, 279. 

— Deutung der Substitutionen, 288. 

— Geometrische Substitutionen {Cauchy), 28(J. 

— Auflösungder Gleichung fünften Grades (/Lte/iO, 842; der Gnuss' achen Kreistheilungs- 
gleichung, wann möglich, 84s. 

Gewicht: — Der Diskriminante, 198. 

— Glieder von Determinanten, Ursprung der Benennung, 216. 

— V(m Invarianten, 282; und Covarianten, 288, 284. 

— Bei Berechnung der symmetrischen Funktionen der Wurzeln {Vayley und Sylvester)^ 
814. 

'Gle^ichungen: — Bedeutung der Substitutionsgruppen, 281; Auflösbarkeit der 
Gleichungen {Gnlois), 808, 804. 

— Die Resolvente eine AheTsahe Gleichung, -808. 
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Gleichungen: — Allgemeine Theorie, .'^(»0; Layran/jcH (827); AUra und (iaUns (.-i'iiM; 
KrotieckerA (830) Untersuchungen; 6V//oiVsche Gleichungen, 880; Gleichungen zweiten, 
dritten, vierten Grades, 881 bis 887. 
-- Tripelgleichungen, cubischej 884; vom neunten (irade, 88S. 

— Gleichungen fünften (irades, iVM). 

— ./(fic/Vyt'sche (jleichungen {Brio.sv/u), 841. 

— Binomische, 844. 

— Kreistheilungsgleichung {(r(ni.s.s), 84.'» bis 84S. 

— .l/>t'/*sche Gleichungen, 84Ö bis 849. 

— Zahlengleichungen, 849 bis 851); trinomische,.8r»<i. 

— Gleichung der (juadrirten Wurzelditferenzen^ 81<), 819, 821, 807. 

— Simultane, 859 bis 871; ersten (irades, 859; höherer Grade, 8(U; unbestimmte, 8(>(»; 
tiberbestimmte, 8fJl. 

. — Endgleichung, ihr Grad {liezmit), 8(>2; ihre Bildung (Euler, Bezotft, Lagranye. Labttti, 
Jaathi, Hesse, Lionvilk)^ MH^ bis 8f)S. 

— Unbestimmte Gleichungen [Diophoutus), 871; Pe/fsche Gleichung, 874; unlösbare 
Gleichungen {FenmU, Leyendre), 875. 

Grad: -— Von Determinanten, 2U>. 

— V(m binären Formen, 281; Jcrrduns Gruppirung, 284. 

— Substitutionsgruppen, 2s7; (jrad der Zusammensetzung und der Nichtprimitivitüt, 
2JS9. 

. — (ileichuHg, Erniedrigung des Grades, 808, 80r). 

Grenzen: — Von Reihen (Convergejiz), ()9; bei geometrischen Reihen, 9(i. 

— Grenzwerth von Sinus und Cosinus *für unendliche Argumente, 111, 149; der 
Exponentialfunktion, IIG. 

— (irenzwerthe des geometrischen Mittels, 128. 

— Fehlergrenze bei Kettenbrüchen, IJs^ 129, 180. 

— Grenzwerthe für Summen (Catalan), 158. 

-^ Ordnungszahlen von Funktion haben keine (irenze, 175. 

— Der Transitivitat, 292. 

— Der Wurzeln, 811, 820, 821; der rationalen AVurzeln, 849. 

Gruppen: ^— Allgemeine Theorie (^'wi/Zt//, Dyvk), 2H7. • 

* * 

— Transformationsgruppen (L/c), 2K1. 

— Substitutionsgruppen, 287; Untergruppen, 2SS; transitive, 2ss, 291; zusammen, 
gesetzte, primitive, isomorphe Gruppen, 2H9, 292, 298; monodrome Gruppen 
{Ilermite), 801. 

• — Lineare Gruppen, 29s ; orthogoliale, 299; -l^tTsche und Steiner scho Gruppen, 8(K). 

— Substitutionsgruppen algebraischer Ausdrtlcke, 801; ihre Berechnung {JorcUm), 8(»4. 

— Auflösbare Gruppen {Jordan). 8(U; {Sjjhic), 805. 

— Gleichungen und 'zugehörige Gruppen, 8()8, 829; Gidois ..Propositions", 804, 805. 

— Aufstellung der (rVr^iVschen Gruppen für Gleichungen siebenten und achten Grades 
{Gordan), 844; für die fr«i/.y.v*sche Kreistheilungsgleichung, 847. 

• 

Harmonisch: — Dreie.ck von Leihnitz, ()8. 

— Reihen, s5; — Harmonische Constante, HG, 150; — Constante Etiler ti, S6, H7, 150. 

— HaruKuiische Reihen angewandt auf Summenrechnung (Jim/r|, .14(5. 

— DoppelverhUlthiss bei quadratischen Formen, 254, 255. 
Homogen: — Definition {Eider), 175. 

— Funktionen, ihre Eigenschaften, 2<h); Euler »chi^r Satz, 2(H. 
~ Quadratische Formen, 211. 

Index: - Exp<ment einer primitiven Wurzel {Gmi-is), 'M\i — Tafel {Gauss), ;j7. 

— Jacufnn Canon Arithmeticus, 87. 

— Vecsetzungsindex (Anzahl Permutationeh), 79. 

— Index der Invarianten {Hcrmite), 282, 288, 284. 

— Bei Substitutionsgruppen, 294, 295; simultane Indice.s, 29S: bei den zugehörigen 
Funktionen, 802. 

Indicator: - Bei Congruenzen {Cauchy), 25, 20, 2S7. 

Interpolation: - Im Sinne Euler a und Xr/rro/.r's bei Auswerthung von Summen 

{Euler i* fuucti») inexplicabilis), 154. 
-- Im (raus.s'nchon Sinne (functio simplki.ssima), 154. 
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Interpolation: — Zerlegung von Funktionen mit Maxima und Minima oder mit 
l'nstetigkeiten, 155. 

— yeirto)i'AQ\w und TV/v/w'sche Formeln, 155; vereinfacht von Stii'iing, 15(»;.und 
Enke, 157. • " 

— Formeln von Lfujranye, 15S; Borchftrdt, 159; Ntwtoti, 159; und Cattchy, IGO. 

— Interpolation von periodischen und Exi)onentialfunktionen, 1(»0 bis ir>2. 

— Interpolatorische Darstellung der Resultante durch Funktionswerthe {Borcfutrdt), 19<i. 

— Nftherungsweise Auflösung der Zahlengleichungen [Xetrton), 851, 852. 
Invarianten: — Eigenschaft der Rosultante, 190, 192, 196: der Diskrimmante, 197. 

— Theorie, verschiedene Invariantenprozesse und Formensysteme, 229 bis 2H0. 

— Ihre Anwendung bei Auflösung v(m Gleichungen dritten Grades, 261 ; vierteil 
Grades, 2(»0, 2r,7, 209; neunten Grades, 88s. 

Irrational: — Irrationale zweiten Grades als periodischer Kettenbruch, 182. 

— Tetraeder, Oktaeder und Ikosaeder Irrationalitäten, 259, 260; Euclidischt^ Irratio- 
nalität, 84S. 

Irreduktibel: — In Bezug auf einen Primzahlmodul- {Serret)^ 8.S. 

— Zerlegung in irreduktible Faktoren, 41. 

— Nilherungsbrttche von Kettenbrüchen, 127, 129. 

— Gleichungen* mit transitiver Gruppe, 804; ÜMldeA und Krimecker a Definition, 807. 

— Gleichungen von Primzahlgraden, ihre Auflösbarkeit, 829. 

— Faktoren binomischer Gleichungen [Kvon4icl!er), 844. 

— Die Gauss aq\i9 Kreistheilungsgleichung, .847. 



Kanonisch: — Formen {Hermite), 285; bei quadratischen- Formen, 254; bei cubischen, 
261; bei biejuadratischen,- 26H; bei Formen fünfter Ordnung, 274: und sechster 
Ordnung, 278. 

— Kanonische Form einer Substitution [Jordan), 299. 
Kettenbrüche: — Bei linearen Congruenzen, 22. • 

— EntWickelung der Theilbruchreihen, 100. 

— Geschichte und Litteratur, 125; Definition und Nilherungsbrttche, 126. 

— Verwandlung in Reihen, 188. 

— Aufsteigende Kettenbrüche, 14o. 

— Bei Integration von Differenzengleichungen {Lapkfce), HHl 

— Bei def Coefficientenbestimmung orthogonaler Substitutionen {Heine), 214. 

— Anwendung auf Zahlengleichungen (Layrange), 854: {Heis), 85ä; und auf Diophantische 
Gleichungen zweiten Grades {Layramje), 872. . • 

Ketten reihe: — Bei linearen Ccmgruenzen, 22. 
- Definition, KM). 

— Anwendung auf Zahlengleichungen (Giesen), 855, 856. 
Klassen: — Der rrV^wV sehen Formen, 7 bis 9. 

— Der Kummer sehen idealen Zahlen, 58. 

— Der Pernuitationen, 56: der Combinati(uien, 57. 

— Der convergenten Reihen, 7o. 

— Eintheilung der Funktionen iWeierstrass), 176. 

— Eintheilung geschlossener Flüchen {Klein), 188. 

— Zwei Klassen von Substitutionen, 285. 

— Jordan s Klassification der Substitutionsgruppen, 881. 
Kriterium: — Der Convergenz von Summenreihen, 71 bis 77. 

— Für die Realität der Wtirzeln, durch die Gleichung der quadrirten Wurzel- 
ditferenzen, 819. 



Logarithmen: — Logarithmimng von Reihen^ so. ' . 

— Logarithmische Reihe {3[ercator), 106. 

— Hyperbolische, Napier scho, Gauss nche, logisti.sche (A>^)/e/'j, Briggs sehe, 10*> bis los. 

— Logarithmische Transcendente {Spence und Glaislier). lo7. 

— Berechnung der Fundamentallogarithmen {Euler, Adams), und Tafeln, 108, 116. 

— Bei Verwandlung von Produktreihen in Summenreihen {Euler), 116. 

— Logarithmische Reihen für Fakultäten, 121. 
-*- Logarithmische Unstetiglceiten (Bicmann), 179. 
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Matrix: — Theorie (Caylefjl 208 bis 210. 

— Zur Bezeichnung von Summen von Deterniinanten, 2KJ. 

— Transposition der Matrix, 218. 

— Correspomlirende Matrices {Gtmltni), 8G0, iM'A. 
Modul: — In Conj^ruenzen, 17. 

— Primzahlmodul u. ». w., 27 bis 2i). 

- Modularfunktion und Doppelmodul (Serret) bei aly:ebraischen Congruonzen, 38. 

— Bei complexen Grössen, 4;i; Berechnung:, 44. 

— Modul -System {Kroneckcr}, 54. 

— Der Permutationsklassen, ."»(;. 

— Als Converjj^enzkriterium {Canchy), 7:i, 9.'». 

— Von Lojjfarithmensystemen, 1()8. 

— Der (ilieder in Determinanten, 21(>. 

— Substitutionsmodul in der Invariantentheorie, 2:^1, 2:^2. 

— .Modul relativ vollständij^er Formensysteme, 552. 

— Modulargleichunjjc Jncoln^, 280, 8:n, WMK 

— Substitutionsji^ruppen, 288. 
Monojcen: — Definition {Cauvhy), 177, 180. 

- Darstellung^ monojjrener F'unktionen auf Biemann »chGn Flächen, l8l bis 18(1. 

Norm: — Conjuf!:irt complexer GrOssen {Gan^ss und DiricIUet), 44, 48; (Kumiiur), 51, 52. 

Ordnung: — (/«^r-v-v* scher Klassen, 8. 

— Harmonischer Reihen, 85, 87; geometrischer Reihen, 95, 90. 

— Von KettenbrUchen, UVJ. 

— Von Differenzengleichungen, 102. 

— Ordnungszahl von Funktionen, 175, 179. 

— Ordnung der Symmetrie, 170, 202. 

— Ordnung des Zusammenhanges Kieinann^cher FUlchen, 182. 

— Binilrer Formen, 2;U. 

— Ordnungszahl der Substitutionen, 282; eines Oonjugirten Systems. 2s7, 281», 291. 802. 

— Aehnlicher Funktionen {Kivueiker), ;<03. 

— Simultaner Gleichungssy.«5teme {Caylei/), :^02. 

Parameter: — Caiu-fiya, 54,* 217. • 

— Bei den verschiedenen Irrationalitäten der Primformen, 259, 200. 

— Bei Substitutionsgruppen {Ilerwitv), ;]oi. 

— Adjungirte Grössen, ;io4. 

~ In der »7«tv>6r sehen (ileichung, 'M\: in A'/ems Auflösung der Gleichung fünften' 

(irades, :U2. 
Periode: — Periodische Funktionen (iniBe-sondern: Exponentialgrös.sen, trigonometrische 
Funktionen), 4(J, 47. 

— Bei den Kummer ac\\(}n complexen Zahlen, 51. 

— Entwickelung nach periodischen Reihen, lOl. 

— Darstellung periodischer Funktionen durch Produkte, 115. 

— Periodische Keltenbrüche, 1:^2. 

— Periodi.-^che Constantf» in der Summenrechnung {Eitler), 140. 

— Periodische Reihen interpolirt, 100. 

— Periodische Funktionen, Definition, 170. 

— Periodische Matrices {Cayley), 210. 

- Bei Substitutionen, 282; Substitution.sgruppe, 2Hs. 
Polygon: — Zahlen, Zerlegung ii^ .solche, 4; Ptrvcv^rs Dreieck, (J.S. 

— Figurirte Zahlenreihen, ihre verschiedenen Benennungen, Berechnung, ^4: An- 
Wendung auf Kugelhaufen, s5. 

Anwendung der Differenzengleichungen auf Polygonometrie, 1<'.9. 
Po Iv nomische: — Coefficienten, Os. 

— Roihe. 79, s<»; dieselbe für Fakultäten, 121. 

Primär: - Bei den <r///f,«.v'schen complpxen Zahlen. 4>> bis 5o. 

— Primäre (}ruppen {Jnnhi,i), 299. 

Pr im formen: — //ter Ordnung, ihre Bedingung. 259. ' 
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Primitive: — Formen, (>; — Wurzeln, 25, 27, 89, 344. 

— Substitutionen, 282; ihre primitiven Paktoren, 284. 

— Prinütive Gruppen, 289, 292, 299. 

— Krofiecker'ä Definition primitiver Funktionen, 807. 
Primzahlen: -:- Definition, II; Relative frimzahlen, 14. 

— Anzahl, 14 bis IG; Dichtigkeit, IG. 

— Im Fernuif sehen und IftZvon'schen Satze, 19. 

— Complexe Primzahlen (Gauss), 48; {Kummer), hl, 52. 

— Ideale Primzahlen {Kummer), 52; Tafel derselben erwfthnt, 54. 

— Zahler und Nenner der Niiherungsbrüche, 127. 

Produkt: — Darstellung der Constante der harmonischen Reihen durch ein unendliches 
Produkt, 89. 

— Produktreihen (unendliche Produkte), 114; angewandt auf die Integration von 
Differenzengleichungen, 1G5; auf Zahlengleichungen {Giemen), 856. 

— Produktsatz der Punktionaldeterminante, 190. 

— Resultanten von Produktformen, 19(>. 

— Produkt zweier Matrices, 209. 

— Glieder von Determinanten, 21 G. 

— Determinanten, Multiplikationstheorien, 219. 

— Zerlegung negativ orthosymmetrischer Determinanten {GUiislier), 22G. 

— Invarianten als symbolische Produkte (ClebscJis Fundamentnlsatz), 284. 

— Polaren von Produkt formen, 240; Omegaprocess für dieselben, 248; Faltung 
symbolischer Produkte, 248. , • * 

— Covarianten quadratischer Formen, 254, 255. 

— Symbolische Produkte bei Substitutionen, 282; Produkte ihrer Ordnungszahlen, 290. 

— Irreduktible Faktoren binomischer Gleichungen, 844. 

Quadrate: — Zerlegung in, 4, 5. 

— Magische Quadrate, 85. 

— Quadratur des Kreises (Lindemann), 118. 

— Quadratwurzeln (Entwickelung in Kettenbrüche) 184, 185. 

— Quadrate von Determinanten sind symmetrische Determinanten, 225, 227. 

— Halbsymmetrische Determinanten sind Quadrate, 22(). 

— Quadrate von Invarianten, 254, 25G. 

— Quadratwurzel, Ausziehung bei Auflösung der Kreistheilungsgleichung, 848; bei 
Auflösung AheCschov Gleichungen, 849. 

— Wuraelquadrirung, Gräff'sche Methode, 857. 
Quadratische: — Summanden, 4. — Formen, (>. — Reste, 80. 

— Funktionen, ihre Diskriminante, 199, 2(K). 

— Form Bezout'a (St/lveifter), 199. 

— Adjungirte quadratische Formen, 201. 

— Quadratische Formen bei linearen Substitutionen, 210, 211. 

— Quadratische Covarianten, zwei für jede Form gerader Ordnung (h > 4), 251. 

— Formensystem quadratischer Grundformen, 253; Anwendung auf die Auflösung 
quadratischer Gleichungen (Cayleij), 254. 

— Quadratische Formen des Oktaeders, Tetraeders, Würfels und des Ikosaeders, 
25G bis 259. 

— Quadratische Covarianten bei Formen dritter bis sechster Ordnung, 260 bis 280. 

— Quadrirte Wurzeldifferenzen, 81G, 819, 821, 857. 
Quaternionen: — In den nUchsten Band verwiesen, 45. 

Rational: — Complexe Grössen, 48, 48. 

• 

— Kummer »che Zahlen, als Funktion der Perioden, «52. 

— Algebraische Funktion, Erweiterung des Begriffs durch AM, Galois und Kronecker, 
174. 

— Aehnliche Funktionen rational durch einander ausdrückbar (Layrange), 808. • 

— Gleichungen, 806. 

— ' Potenzsummen, und überhaupt symmetrische Funktionen der Wurzeln, und Coeffi- 
cienten einer Gleichung rational durch einander ausgedrückt, 310 bis 815. 

— Rationale Beziehungen zwischen Wurzeln bei der Transformation der Gleichungen, 
4U8; bei binomischen und ^l^t'^schen Gleichungen, 845 bis 849. 
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Rational: — Rationale Wurzoln, ihre Berechnung", 84^). 

ReciprocitUt: — LegendreTH Gesetz fttr quadratische Reste, 81; Verallfjemeinerung 
desselben durch Gauss, Jacdtti^ Kummer, 82, 88, 5(). 

— Redproke Gamma-Funktion {Weierstrnss'»Q\i9 Faktorielle), 124. 

— ReciprocitJltssatz der Funktional-Determinanten (Clehsch), 198; .über die Anzahl 
Invarianten (Ifermite), 285. 

— Reciproke Gleichungen {Malkt), 88«); Auflösbarkeit, 887; die Gauss sehe Kreis- 
theilungsgleichung, 847. 

Reducirt: — Form von Differenzengleichungen, 167. 

— Resultante (Caijlei/), lü8. 

— Reduktible Formen und Reducenten, 2.")!, 254, 261, 266. 

— Reducirte Substitutionen {Ifermite). 297. 

— Reducirte Form von (ileichungen, 817. 
Reihen: — Summenreihen, Convergenz, 69 bis 77. 

— Rechnen mit Reihen, 77; Ansichten über divergente Reihen, Sl. 

— Arithmetische, S2; harmonische, Ho; Potenzreihen. 92. 

— Entwickelung in Reihen {Cauchtf^ Taj/hr, Maclaurin, Lagrautjc, LiouriilCf NeirtoUj Euhr, 
Bermulli, I^ihuitz), 102 bis 118, 1S4. 

. — Verwandlung in Kettenbrüche, 186. 

— Stirliuy sehe Summenl'ormel, 147. 

— Entwickelung von Determinanten, nach Gliedern einer Reihe, 22« ); nach den Gliedern 
der Hauptdiagonale, 221, 227. 

— Entwickelang der* Polaren nach Potenzen, 240. 

— Entwickelung symbolischer Produkte in Reihen von Ueberschiebungen, 245. 

— Entwickelung der Potenzsummen der Wurzeln nach den Coefficienten der Gleichung 
(Waritujj Layrarnje), 810, 811. 

— Anwendung auf die Lösung von Zahlengleichungen {BenumlU), 858; (Euler), 854; 
{Lagratige}, 854; (//m), 855; (Jacohi), 856; {Lnmiycrt), 856; [Liounlle), 867; und von 
unbestimmten Gleichungen { Newton), 875. 

Resolventen: — Hilfsgleichungen, 808, 826, 827. 
Rest: — In.Congruenzen, 17; -^ Systeme, IS. 

— Rqstperiode, 25. 

— Reste und Nichtreste. quadratische, cubische, 80. 

— Gauss Ac\w complexe Zahlen angepasst für quadratische, cubische Reste, 49. 

— Restglied bei halbconvergenten Reihen, 70. 

— Restglied in Newtous Differenzenformel, 144. 

— Fehler in der Summenrechnung (Restglied nach Poucelet), 146. 

— Restglied tn der BeruouUC sehen Funktion, 151. 

— Residuum einer Funktion [Cauchy), 175; Residuencalcül (Cuuchy), 812. 

— /SY»/rm*sche Reste, ihre leitenden Coefficienten, 816; ihre Darstellung, 822; und 
charakteristischen Eigenschaften. 828; Umformung durch Sgl fester, Cayley und 
Hermite, 828 bis 825. 

Resultante: — Definition und Eigenschaften, 198 bis 196. 

— Luplaccs Benennung für Determinanten, 215. 

— Ihre Tn Varianteneigenschaft, 247. 

— Ihre Bildung bei linearen Formen, 258; bei quadratischen, 255; bei cubischen, 260, 
268, 264; bei biquadratischen, 266, 271. 

— Als Endgleichung, 860. 866. 

Simultane: — Differenzengleichungen, 169. 

— Invarianten, 282, 288; ihre Gewichte, 285; ihre Coefficienten; 288.241; verschiedener 
Formensysteme von der ersten bis sechsten Ordnung, 258 bis 2.S0. . 

— Simultane Indices {Jordan), 29S. 

Singulare Punkte: — Verzweigungs- oder Windun^spunkt, Kreuzungspunkt, Un- 
stetigkeitspunkte, 17S, 179; Quellenpunkte und Wirbelpunkte, Knoten und Schleifen 
• (Klein), isl. 

— Darstellung einer Funktion nach ihren Null- und Unstetigkeitspunkten, 1S4. 
Substitutionen: — Lineare, in der Funktionaldeterminante, 192. 

— Definition und Eigenschaften der linearen Substitutionen, 20S bis 214; orthogonale, 
♦-> 1 '> 

mm M mm • 

— Als Grundlage der Invariantentheorie, 281. 
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Substitutionen: — Substitutionsgnippen, ihre Theorie, 2h{; ». (iruppen; ihre An- 
wendunjjf auf (jleichunji:en, JJ27. 

— ^^f sehe und Steiner sehe Substitutionen, 300. 
Summen: — Binomialeoefficienten, Ü4. 

— Reihen (Convergenz), 69. 

— Summirung arithmetischer Reihen, deren Summenglied, s2, 83; harmonischer 
Reihen, 80, SS; der BernoullCiAclieii Funktion, SS; der recurrirenden Reihen, 1)5; der 
geometrischen Reihen, O."); der hypergeometrischen Reihen, 9G, 97. 

— Potenzsummen der natürlichen Zahlen (Euler), 117, 150, 151. 

— Summirung von Kettenbrüchen (nach Eitler sehr zu ^vünschen), 126. 

— Summenrechnung, 145. 

— Stirling sehe Formel, 147. 

— Euler Ache Summenformel, 15ü. 

— Lttplace^ncho Summenformel, 152. 

— Summirung durch bestimmte Integrale {Abel, ScJdömilch, CataUw), 152, 153. 

— DiÖ'erentialquotienten von Summenreihen, 153. 

— Summenreihen zur Integration von Üifferenzengleichungen, KW;. 

— Resultanten von Summenformen, 196. 

— Quadratische Funktionen als Summe von Quadraten, 211. 

— Summen von Determinanten nach (MyleijA Bezeichnung, 216; SiUze. 218. 

— Potenzsummen der Wurzeln {NcwtoH), 310; und Wurzeldifl'erenzen, 316. 

— Funktionssummen der Wurzeln (Euler und Jacobi), 312. 

— Potenzsummen der Wurzeln binomischer Gleichungen, 345. 
Symbole: — Legeiulrcu für Reste und Nichtreste, 31. 

— Jacobe )^, 33. 

— 6rrt^>«W*sche Wurzeln, 40. 

— Chemisch graphische Darstellung der Kummer schQw Zahlen, 53. 

— Kroueckers Fundamentalsystem, 54. 

— Bei arithmetischen Reihen, H2. 

— Bei Berechnung der Benwullt sehen und verwandten Coefiicienten (Bliitsard), 92. 

— Arbo(jaaVs Symbolik, 102. 

— In HerscfieCti Exppnentialreihe, 106. 

— In der Ditt'erenzenrechnung, 142. 

— Erzeugende Funktion von Lxqü/ice, 144. 

— Boole» Symbolik bei Differenzengleichungen, 163, 16S, 169, 171. 

— AbeVA Symbol für die Bedingung der Integrirbarkeit von Differenzengleichungen, 
163. 

— Salmona Symbole bei homogenen Funktionen, 2CK). 

— Bei Zusammensetzung von Matrices (Catjley)^ 209. 

— CayleijA Symbol der JaccXn ac\\qu (FfutfAQhen) Funktion, 227. 

— In der Invariantentheorie (Cayley, ÄronJuM), 230; chemisch graphische Darstellung 
(Sylcest^r), 234; (vergleiche Kummers Symbolik, 53); Darstellung der Invarianten 
tiurch symbolische Produkte (Clel^sc/is Fundamentalsatz), 234. 

— Anwendung der Substitutionen, dargestellt durch Multiplikation, 282. 

— Bei barstellung der Potenzsummen der Wurzeln (Layraiuje), 316. 
Symmetrie: — Der Kettenbrüche, 131. 

— Symmetrische Funktionen interpollrt (Borchfirdt), 159; deftnirt, 176. 

— Diskriminante als Funktion der Wurzeln, 197. 

— Definition und Eigenschaften der symmetrischen Funktionen, 202 bis 205. 

— Symmetrische Determinanten mit reellen W^urzeln, 222. 

— Theorie der symmetrischen Determinanten, diagonale und centrale Symmetrie, 224; 
orthosymmetrische Determinanten (Uankel), 225; halbsymmetrische Determinanten 
(Jacobi), 226; B€ZOuVaq\\q Determinante, 366. 

— Invarianten als symmetrische Funktionen der Wurzeln, 235. 

.— Symmetrische Substitutionsgruppen, 2SS, 294; Funktionen conjugirter Formen, 302. 

— Symmetrische Funktionen der Wurzeln einer Gleichung. 312; Tafeln .derselben, 315j 
Gleichungen, der ersten vier Grade (Jacofn), 331; bei Gleichungen neunten Grades, 
338; Symmetrische Funktionen der Wurzelsysteme (Po/äkow), 370. 

Tafeln: — Zur Zerlegung. der Zählen, 3. 

— Quadratischer Formen, 9. 
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Tafohi: — Cubischor Formen, 9. 

— Decimalbrüohe, 10. 

— Faktoren, 1 1 . 

— Fttr die Anzahl (p{in) der Zahlen, welche prini zu w und nicht grösser al« m 
rtind, 12.. 

— Für Indicatoren {(auchj/ und CoyUn), 2(). 

— Für Indices {Cruu.sft), und Canon Arithnieticu8 {Jacoln), *M. 

— Für die Kummer t^vhen coniplexen Primzahlen {JieusMe), '}A. 

— Der Combinationen {Benwulli), iMl. 

— Von Binomialcoefficienten, 04. 

— Für die Constante der BenwHÜC sehen Funktion (Euler), H\). 

— IiertwuUi}^c\\e Zahlen, 92. 

— Verwandter Funktionen (von Gauss gewünscht), 97. 

— Der Funktionen, die durch hypergeometrische Reihen darstellbar sind, 98. 

— Für Exponentialfunktionen [Xeicman und Glaislter)^ 10(>. 

— Für Logarithmen, lOS. , 

— Für Sinus und Cosinus mit vielfachem Argumente, 109; mit einfachem Argument 
(Euler). 111. 

— Für die Kramp ^c\\ei\ Fakultäten, 12:^ 

— Für Quadratwurzeln (mittelst Kettenbrüchen), 184. 

— Für Differenzen, 142. 

— Arbotjast's Symbole, 142. 

— Für ^"0»« {Heruclielj Grunert, Cayley), 145. 

— Für Summenformeln, erwünscht, 145. 

— Für Interpolation, 102. 

— Symmetrischer Funktionen, 204, 315. 

— Für Invarianten {Caifley, Salmou, Bruno). 260, 208, 204, 200, 272, 278, 274. 277. 

— Für symmetrische Funktionen der Wurzeln, 815. 

— Zur Autliisung der Gleichungen zweiten, 881, und dritten, 838, Grades; zur Auf- 
lösung der Zahlengleichungen, 851 ; und der unbestimmten Gleichungen ersten 
Grades {('rellc), 872. 

Theilbruch reihen: — Definition, 100. 

— Anwendung auf Zahlengleichungen (Heis). 855. 

Transcendent: — Logarithmische Transcendente (Spence), 107. 

— Darstellung transcendenter (periodischer) Funktionen durch Produkte, 115. 

— Die einfachsten Funktionen sind „ganze'* Funktionen (Weienttrass), 124. 

— Definition transcendenter Funktionen, 174. 

— Gleichungen, 8O0. 

* — Transcendente Substitution für den casus irreducibilis bei cubischen Gleichungen, 
882. 

— Auflösung der Gleichung vierten Grades {HcrmUe), 880; fünften Grades, 389; der 
binomischen (yleichungen, 844. 

— Auflösung der transcendenten Gleichungen durch Näherung, 850. 

Transformation: — Von Formen, 7 bis 8. 

— Von hypergeometrischen Reihen {Gnusif und Kummer), 97; (Heiue)^ 98. 

— Mittelst unbestimmter Coefficienten {Euler), 101. 
-- Der logarithmischen Reihe, 107. 

— Trigonometrischer Reihen, 110, 118. 

— Von Summenreihen in Produktreihen und umgekehrt, 110. 

— P(piifMon*H bei Differenzen-Gleichungen, 171, 172. 

— Lineare Transformation in der Invariantentheorie, 282. 

— Transformation in typische und kanonische Formen, s. diese. 

— Transformation.sgruppen {Lie), 281. 

— Transformirte einer Substitution, 285. 

— Lineare Transformation der Indices, 299. 

— (ileichungen, zwei Arten von Transformation, 810 bis 819; die Tsdiiruliauseu' Acho^ 
817; die JerrarfTuvho, 81K 

Typus: — Bei Permutationen von Proteus Versen {Bcrmfulli), 50. 

— NormalflJlche {Klein), 188. 

— Bei altemirenden Funktionen, 205. 
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Typus: — Typische Darstellung der Invarianten {Hermite)^ 248; bei quadratischen 
Formen, 254, 25t;; bei cubischen, 201, 208, 205; bei biquadratischen, 207, 271; bei 
Formen fünfter Ordnung, 274, und sechster Ordnung, 278. 

— Substitutionen von gleichem Typus, ahnliche Substitutionen, 285. 

Umkehr ung: — Der Kettenbrüche, 181. 

— Symbolische Bezeichnung der Umkehrung von Operationen, 142. 

— Funktionen, ISO; mehrfache Umkehrung, 18S; Lfi^rcrw/^e' sehe Formel, 188; ScA^ini/o/i's 
bestimmte Integrale, 189. 

— Bei Substitutionen, 282. 

Unbestimmte: — Gleichungen, 21, 800; ihre Theorie, 871. 

— Caiidiya Coetficienten {Grasftmanns Elementargrössen), 54, 217. 

— Unbestimmte Coefficienten, 101. 

— Werthe von Sinus und Cosinus für unendliche Argumente, 111. 

— Unbestimmte Coefficienten bei Umkehrung von Potenzreihen, IHG. 
- Unbestimmte Lösungen von Simulta-ngleichungen, 808. 

Unstetigkeit: — In Eiemann» P Funktion, 99. 

— Definition, 175. • • 

— Ausserwesentliche ^^Veier.straJ!(9), 174, 179. 

— Eintheilung in polare, lineare, planare, 175. 

— Algebraische Unstetigkeitspunkte, 179, 18]; Darstellung von Funktionen nach den- 
selben, 184. 

Vertauschbar: — Substitutionen, Vertauschungsexponent, 28(>; vertauschbare Gruppen, 

288, 290; ^l^fsche Gleichungen nach Jordan^ 845. 
Verwandt: — Permutationen, 55. 

— Funktionen {(rauns), 97; {Heine), 99; (Moelnuit)^ 120. 

— Verwandtschaft der BenimdU »ch^n und Eulef sch^w Zahlen, 112. 
Vieldeutig: — Funktionen (im Besonderen: Potenzen, Wurzeln, Logarithmen, cyclo- 

metrische Funktionen), 45 bis 47. 
Vielfache: — Argumente bei trigonometrischen Funktionen, 45, 109; Entwickelung 
in Produktreihen, 115. 

— Ordnung einer Substitution das kleinste Vielfache der Ordnungen ihrer Cyclen, 
284. 

Wurzeln: — Von Congruenzen, 20. 

— Galois' sehe imaginilre Wurzeln, 21, 40. 

— Primitive (in arithmetischen Congruenzen), 25; (in algebraischen Congruenzen), 39. 

— Kummers ideale Zahlen dargestellt als Wurzeln, 58. 

— TT kann nicht Wurzel einer algebraischen Gleichung sein (Lindemann), 113. 

— Periodische Kettenbrüche als Wurzeln von (jleichungen zweiten Grades, 182, 138. 

— wwerthige Funktionen dargestellt als Wurzeln von Gleichungen wten Grades, 186. 

— Resultante dargestellt durch die Wurzeln der Funktionen, 195. 

— Diskriminante dargestellt durch Wurzeldifferenzen, 197. 

— Alternirende Funktionen sind Wurzeln quadratischer Gleichungen, 200. 

— Alternirende Funktionen von Wurzeln einer Gleichung, 207. 

— Reelle Wurzeln einer symmetrischen Determinante, 213, 222, 228. 

— Binarer Formen, geometrische Deutung der Invarianteneigenschaft {Kleht), 284. 

— Invarianten als symmetrische Funktionen der W^urzeln, 285; ihre Differential- 
gleichungen in Bezug auf die Wurzeln, 287. 

— Kriterium der Wurzeln bei bicjuadratischen Formen, 207. 

— Hermiteh Darstellung der schiefen Invariante der Formen fünfter Ordnung, 274. 

— Gleiche Wurzeln in der Gleichung fünften Grades, 270. 

— Wurzeln der Gleichung sechsten Grades geometfisch dargestellt, 279. 

— Rationale Funktionen der Wurzeln (Resolventen), 808. 

— Anzahl der Wurzeln, 807; ..falsche" und .unmögliche" Wurzeln, 808; wiederholte 
Wurzeln% 809; complexe Wurzeln, 809. 

— Beziehung zu den Coefficienten (Potenzsummen der Wurzeln), 809, 810. 

— Ihre symmetrischen Funktionen, 812, 870. 

— Wurzeldifferenzen, 810, 819, 821, 857. 
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Wurzeln: — Beziehungen ' zwischen den Wurzeln der gegebenen und der trans- 
formirten Gleichungen, 810. 

— Kriterium der Realitilt, 811). 

— Trennung der reellen und complexen Wurzeln (Sätze von Descarte^, Bolle, Warin/f^ 
Bmlan, Sturml 820 bis 82(>. 

— In binomischen Gleichungen, ihre Eigenschaften, 844. 

— Berechnung der rationalen Wurzeln, 840; der irrationalen Wurzeln (Regula 
f'a Isorum, Newton, Benwnlli, Euler, Liujranye, Heis), 350 bis ^oi\\ der complexen 
Wurzeln {Newton, J^ayrunge, Gräffe, Encke), 857 bis 859. 

— Fremde Wurzeln, 'M\?>. 

— Zusammengehörige Wurzeln (lAUjrawje)^ 868; {JacM, Bic/telot), HOD; (tiiouville), 870. 



Zahleii: — Reelle, 1; complexe, 4H bis 54. 

— Darstellung durch quadratische Formen, 7. 

— Vollkommene, (\berflies.sende, mangelhafte, befreundete, 11. 

— Divisoren, Aliquote Theile, Primzahlen, 11. 

— ^Gefährten" (sf>cii), 20. 

— Complexe {Gaiufs), 4S; [Kummer), 50; {Kronecker), 54. 

— Bernoulli sdiQ, 00, 111, 151. 

— Eider sehe, HJ. 

— Cri/ic/i^sche (in der Störungsfunktion), 112. 

— Potenzsummen der nattlrlichcn Zahlen {Euler)^ 117, 150, 151, 

— Faktoriellen der natürlichen Zahlen, 122. 

— Kleinste Zahlen für Brüche {Euler). 128. 

— ^«0"» {Blismrd), 145. . 

— (yrundzahl eines BiemannscYiew Flilchensystems, 182. 

— Zahlengleichungen als Umkehrungsproblem {Euler), 1S6. 
Zerlegung: — Der Zahlen in Summanden, 1. 

— In Primzahlen. 11. 

— In primftre complexe Primzahlen, 49. 

— In ideale Primfaktoren {Kummer), 52 bis 58. 

— Des erzeugenden Bruches bei recurrirenden Reihen, 95. 

— Der Funktionen vor der Interpolation, 155. 

— Von Differenzengleichungen, 172. 

— Zerlegung alternirender Funktionen, 20G. 

^— Negativ orthosymmetrischer Determinanten {GUmlier), 226. 

— Von Substitutionen in Cyclen, 284. 

— Binomischer Gleichungen in trinomische Faktoren, 845. 



Berichtigungen* und Zusätze. 
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Zeile 7 — 4 v. u. Zusatz (1) sollte folgendormassen lauteu: Man kann diese De- 
finition nach Cauchy (Ex.,* 1827, p. 221) in folgende Formel kleiden 

lim (wn -{- Un 4-1 -i- ... 4- M n +- m — i) = 0, (wj beliebig < ^), 



«=i-*o 



wenn man nur die Bedingung „m beliebig" allgemein genug auffasst (vergl. 
dagegen Catalan, no. 7). 

Zu 2. Zusatz (2) hinzuzufügen: Die Ausführung siehe unteii in der Theorie 
der Funktionen (TU, 3.). 

Zeile 14 v. u. statt 2. lies- 4. 

Zeile 4 v. o. Die Stelle in Sc?iwenUrA „Deliciae' ist: I. Theil, Aufgabe 87, 
S. 111. 

Zeile 5 v. o. hinzuzufügen: (vergl. oben Theorie d. Reihen, VI, 2t).' 

Zeile 11 V. u. statt V lies IV. 

Zeile 15 v. o. statt XVI lies XVI, 2. 

Zeile 10 v. u. statt V lies IV. 
; Zeile 3 v. o statt V lies IV. 
' Zu Satz 2. hinzuzufügen: (vergl. unten 10.). 

Zeile 1« V. o. statt !!• lies 12. 

Zeile 9 V. o. statt E. lies 15. 

Äeile 6 v. u. hinzuzufügen: Die Berechnung des Ueberschusses ^y siehe unten 
VI, IJ. 

Zeile 3 v. o. statt in lies m 4- 1. 

Zeile 8 V. u. hinzuzufügen: Je zwei conjugirte Wurzeln liefern einen tri no- 
mischen Faktor des Gleichungspolynoms (s. unten VIII, 24#). 

In 2.(b) lies: {Girard 1629, und Warinfj etc.). 
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